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Kapitel 1
Wahrscheinlichkeit

1l est remarquable qu’une science, qui a commencé par la
considération des jeux, ce soit élévée aux plus importants
objects des connaissances humaines®

Pierre Simon de Laplace, Théorie Analytique des Probabilités

“ Es ist bemerkenswert, dass eine Wissenschaft, die mit der Be-
trachtung von Gliicksspielen begonnen hat, sich zu einem der
wichtigsten Gegenstdnde der menschlichen Erkenntnis erhoben
hat.

In dieser Vorlesung werden wir ein Gebiet der Mathe-
matik behandeln, dass sich von anderen dadurch hervor-
hebt, dass viele seiner Begriffe weitgehend Eingang in die
Umgangssprache gefunden haben, ja, dass Fragen behan-
delt werden, die viele Menschen im tédglichen Leben be-
treffen und von denen fast jedermann gewisse, ob falsche
oder richtige, Vorstellungen hat.

Der zentrale Begriff, der uns hier beschiftigt, ist der des
Zufalls. Was Zufall ist, oder ob es so etwas iiberhaupt gibt,
ist eine tiefe philosphische Frage, der wir uns hier nur in
wenigen Punkten annihern konnen; sie ist auch nicht der zentrale Gegenstand der
Vorlesung. Grob gesprochen reden wir von “Zufall”, wenn es sich um den Eintritt
von Ereignissen handelt, die wir nicht oder nicht im Detail vorhersehen konnen.
Typischerweise sind fiir ein solches Ereignis mehrere Varianten moglich, und wir
reden von der Wahrscheinlichkeit des einen oder anderen Ausgangs. Ein beliebtes
Beispiel ist etwa die Frage, ob es morgen regnet. In vielen Fillen ist dies moglich,
aber nicht sicher. Der Wetterbericht macht dariiber zwar Vorhersagen, aber auch
diese treffen nur “mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit ein”. Wir kdonnen die Fra-
ge auch noch weiter spezifizieren, etwa danach wieviel Regen morgen fallen wird,
und werden noch weniger sichere Vorhersagen bekommen. Gleiches gilt fiir sehr
viele Vorkommnisse des tdglichen Lebens. Der Begriff des Zufalls und der Wahr-
scheinlichkeit wird gebraucht, um solche Unsicherheiten qualitativ und quantitativ
genauer zu beschreiben.

Unsicherheit tritt in vielen Situationen auf und wird sehr unterschiedlich wahrge-
nommen. Vielfach betrachten wir sie als Argernis und suchen eigentlich nach einer
deterministischen Gesetzmissigkeit, die genauere Vorhersagen erlaubt. Dies betrifft
insbesondere viele Bereiche von Naturwissenschaft und Technik, wo uns der Zu-
fall vielfach nur in der Form von “Fehlern” und Ungenauigkeiten begegnet, und wir
bestrebt sind seine Effekte moglichst zu eleminiern oder doch zu minimieren.

In anderen Fillen ist der Zufall wesentlicher Motor des Geschehens und seine
Existenz ist sogar gewollt und wird gezielt ausgenutzt. Am ausgeprigtesten ist dies
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sicher im Gliickspiel, und in vieler Hinsicht ist hier die Wahrscheinlichkeitstheorie
genuin zuhause and kann in ihrer reinsten Form beobachtet werden. Wie das Zitat
von Laplace am Anfang dieses Kapitels belegt, sind die grundlegenden Prinzipien
der Wahrscheinlichkeitstheorie zunichst in diesem Kontext entwickelt worden. In
diesem Zusammenhang steht auch der Erfolg der Wahrscheinlichkeitstheorie unter
dem Namen Finanzmathematik. Interessanterweise sind viele der mathematischen
Prinzipien die hier entwickelt wurden, von der genauen Interpretation von Zufall
gar nicht abhingig.

In dieser Vorlesung werden wir uns weitgehend in einem mathematisch recht ein-
fachen zu bewiltigenden Rahmen bewegen. Eine tiefere und wesentlich allgemeine-
re Darstellung wird in der Vorlesung Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie
gegeben werden”.

Literaturhinweise: Es gibt eine grosse Zahl von Lehrbiichern zur Wahrscheinlich-
keitstheorie. Eine elementare schone Einfiihrung ist ein neues Buch von Kersting
und Wakolbinger [3]. Eine ebenfalls elementare Darstellung ist das Buch von Hen-
ze [2]. Wer mehr wissen mochte, kann das schone Buch von Georgii [1]zu Rate
ziehen.

1.1 Zufallsexperimente und Gliickspiele

Die meisten klassischen Gliickspiele beruhen auf einer Vorrichtung, die es erlaubt
in unvorhersahbarer Weise wiederholbar eines aus einer Reihe moglicher Ausginge
eines Experiments zu produzieren. Typische Beispiele sind:

e Miinzwurf. Eine Miinze mit zwei unterschiedlich bedruckten Seiten (“Kopf™
und “Zahl”) wird in die Luft geworfen. Sie kommt schlie3lich auf dem Boden
zu liegen und zeigt nun mit einer ihrer Seiten nach oben. Diese zwei moglichen
Ausginge stellen die zwei Ereignisse “Kopf” oder “Zahl” dar. Wir gehen davon
aus, dass es uns nicht moglich ist den Ausgang vorherzusehen, wir betrachten
diesen als vollig zufillig [dies mag eine Idealisierung sein, da ein sehr geschick-
ter Miinzwerfer den Ausgang des Experiments beeinflussen kann. Wir wollen
hiervon aber absehen]. Wichtig ist hier, dass wir einen solchen Wurf beliebig oft
wiederholen kdnnen, ohne irgendeine zusitzliche Information iiber den Ausgang
des néchsten Wurfes zu bekommen.

o Roulette. Hier wird eine Kugel auf eine sich drehende Scheibe geworfen, die
37 numerierte identische Vertiefungen enthiilt, in einer von denen die Kugel am
Ende des Experiments liegenbleibt. Auch hier wird eines der 37 moglichen Er-
eignisse in unvorhersehbarer Weise realisiert.

e Wiirfeln. Ahnlich wie der Miinzwurf, es sind hier aber 6 Ereignisse moglich.

e Lotto. Aus einem Behilter, der 49 numerierte Kugeln enthilt, werden 6 davon
mit einem komplizierten Mechanismus herausgefischt. Aufgrund der Durchmi-
schung am Anfang ist das Ergebnis nicht vorhersehbar. Die moglichen Ereig-
nisse sind “sechs Zahlen aus den 49 ersten natiirlichen Zahlen”, zum Beispiel
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3,8,19,23,25,45. Die Zahl der moglichen Ausgénge ist recht gross, ndmlich
491/431/6! = () = 1398316.

e Zufallszahlengeneratoren. Zufallszahlengeneratoren sind numerische Algorith-
men, mit denen ein Computer Zahlenreihen (etwa aus {0,1}) produziert, die
moglichst zufillig sein sollen. In Wirklichkeit sind diese Reihen allerdings vollig
deterministisch, konnen aber sehr irreguldr von einem Anfangswert (“seed”)
abhingen. Die Erzeugung von Zufallszahlen ist ein wichtiges Problem, dem wir
uns aber zunichst nicht weiter widmen wollen.

Wir wollen die Durchfiihrung eines solchen “Experiments” in Zukunft als Zu-
fallsexperiment bezeichnen. Jedem Zufallsexperiment kommt eine Menge moglicher
Ausginge zu. Diese Menge bezeichnen wir meifit mit 2.

Im Kontext von Gliickspielen stellen wir uns vor, dass ein gegebenes Spiel be-
liebig oft in identischer Weise wiederholt werden kann, wobei der Ausginge der
einzelnen Spiele nicht voneinander abhidngen und jeweils die gleichen ”Wahrschein-
lichkeiten”haben. Dabei ist eine Interpretation von Wahrscheinlichkeit einfach die
“Hiufigkeit”’bzw. Frequenzmit der ein bestimmter Ausgang stattfindet. Nehmen wir
als Beispiel den Wurf einer Miinze mit den Ausgéingen “Kopfoder SZahl”. Im Fall
einer fairen Miinze wiirden wir erwarten, dass

#{Kopf in nWiirfen} 1

— 1.1
" X (1.1

d.h. auf Dauer kommen in der Hilfte der Wiirfe Kopf auf, was wir als “Kopf
hat Wahrscheinlichkeit 1/2” interpretieren konnen. Falls die Miinze nicht fair ist,
konnte die linke Seite in Gl. (1.1) gegen einen anderen Wert konvergieren, p(Kopf),
und wir wiirden sagen, “Kopf hat Wahrscheinlichkeit p(Kopf)”.

Wir kénnen aber auch eine andere Interpretation fuer diese Wahrscheinlichkeit
finden. Dazu betrachten wir eine Einheitswetteduf das Ereignis ”"Kopf”: Gegen die
Bezahlung eines bestimmten Preises p erhalten wir im Falle dass der Miinzwurf mit
Kopf ausgeht, einen Euro. Dieses Spiel ist fiir uns insbesondere dann interessant,
wenn wir aus irgendeinem Grunde einen Euro verlieren, wenn das Ereignis Kopf
eintritt. Gehen wir ndmlich diese Einheitswette ein, so konnen wir den Euro aus
unserem Gewinn bezahlen, unsere Kosten sind also unabhéngig vom Ausgang der
Spiels immer gerade der Preis, p, der Wette. Die Wette hat also in diesem Fall den
Charakter einer Versicherung: gegen eine Primie p versichern wir und gegen das
Risiko, gegebenenfalls einen Euro bezahlen zu miissen. Wieviel sollten wir zu zah-
len bereit sein? Im Kontext unseres wiederholbaren Gliicksspiels kann man sich dies
leicht iiberlegen. Dazu miissen wir liberlegen, was passiert, wenn wir in n solchen
Spielen jeweils eine solche Wette eingehen. Unser Kapital nach n Spielen ist dann
nidmlich

(1.2)

#{Kopf in nWiirf
—np + #{Kopf in nWiirfen} = n < {Kopf in nWiirfen} —p) .

n

Falls (1.1) gilt, so wird dies jedenfalls nach +eo tendieren, falls p < 1/2, und nach
—oo, falls p > 1/2. Wir wiirden also jeden Preis der kleiner ist als 1 /2 gerne bezahlen
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aber sicher keinen Preis der hoher als 1/2 ist akzeptieren. Umgekehrt wiirde und
wohl niemand diese Wette fiir weniger als 1/2 anbieten. Damit bleibt nur p = 1/2
als fairer Preis iibrig. Falls die linke Seite von (1.1) gegen einen anderen Wert,
p(Kopf) konvergiert, so wire entsprechend dies der faire Preis fiir unsere Wette.

Wir konnen also auch postulieren, dass die Wahrscheinlichkeit einen Ereignis-
ses der faire Preis einer Einheitswette auf das Eintreten dieses Ereignisses ist. Diese
Definition hat den Vorteil, dass sie auch fiir den Fall nicht wiederholbarer Zufallsex-
perimente anwendbar ist. Die Frage, wie dieser faire Preis zu ermitteln ist, ist dann
natiirlich offen.

Das elementarste Zufallsmodell.

Wir wollen unser Miinzwurfmodell nun etas mathematischer fassen. Wir benttigen
die folgenden Ingredienzien.

e Mogliche Ausginge des Spiels: 2 = {0,1}; (die unpraktischen "Kopf” und
”Zahl” stellen wir lieber als 0 und 1 dar.

e Die moglichen Wetten: sinnvoll kdnnen wir nur auf die elementaren Ausginge
0 und 1 setzen; daneben gébe es aber noch die triviale Wette “der Ausgang ist
entweder 0 oder 1, d.h. wir setzen auf £, und die idiotische Wette és kommt
weder 0 noch 17, wir sagen dann, dass wir auf die leere Menge @ setzen. Wir
werden die Mengen der moglichen Wetten mit § bezeichnen. In unserem Fall
konnen wir diese mit der Potenzmenge von €2,

@({0,1}):{(/),{0},{1},{0,1}}, (1.3)

identifizieren.

e Jede Wette braucht nun einen fairen Preis, bzw. eine Héufigkeit. Die Zuordnung
eines fairen Preises zu den Elementen von § werden wir Wahrscheinlichkeitmaf3
nennen und mit P bezeichnen. Klarerweise ist sowohl der Wert der Wette auf (
gleich Null als auch die Haufigkeit von @ gleich null. Genauso trivial ist, dass
der Wert der Wette auf Q gleich eins sein muss, da ja in jedem Spiel sicher der
Betrag von einem Euro ausgezahlt wird. Wir miissen also nur noch die Wahr-
scheinlichkeiten von p(0) und p(1) festlegen.

Fiir die Wahl dieser Werte gibt es nun einige Einschrinkungen. Klarerweise lie-
gen p(0) und p(1) im Intervall [0, 1], und es muss gelten, dass

p(0)+p(1) =1 (1.4)

Letzteres ist offensichtlich, wenn die p’s als Frequenz interpretiert werden. Aber
auch als fairer Preis ist dies offenbar notwendig: Ist ndmlich p(0) + p(1) < 1, so
wiirden wir einfach beide Wetten eingehen, weniger als 1 Euro Einsatz zahlen, und
sicher einen ganzen Euro Gewinn einziehen. Damit hétten wir einen sicheren Ge-
winn, was fiir den Verkidufer der Wetten einen sicheren Verlust bedeutete. Sollten
wir dem Wettanbieter nicht trauen, wenn p(0) + p(1) > 1. Dann ndmlich macht die
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Bank einen grofleren Gewinn als die Spieler: Das Spiel auf die 0, was ja fiir die
Bank ein Spiel auf die 1 ist, gibt dieser

p(0) =140y = p(0) = 14+1y > —p(1) + 1y, (1.5)

wobei der letzte Ausdruck ja der Gewinn eines Spielers ist, der auf die 1 setzt. (In
der Tat ist dies natiirlich in Spielkasinos stets der Fall). Wir haben nun ein ma-
thematisches Modell fiir das Zufallsexperiment Miinzwurf ’konstruiert. Es besteht
Q ={0,1}, § = 2({0,1}) und dem Wahrscheinlichkeitsmass P mit der Eigen-
schaft:

P(0) = (1.6)
P({0}) = (0) €[0,1] (1.7)
P({1}) = 1—p(0) (1.8)

P({0,1}) = (1.9)

Es enthilt genau einen freien Parameter, p(0) € [0, 1]. Welchen Wert wir diesem Pa-
rameter fiir eine konkrete Miinze zuweisen, konnten wir z.B. durch die Beobachtung
einer Folge von Wiirfen dieser Miinze entscheiden. Diese Anpassung verbleibender
Parameter ist die Aufgabe der Statisitik. Damit werden wir uns in der zweiten Hélfte
der Vorlesung beschiftigen.

Wahrscheinlickeiten auf endlichen Mengen.

Wir wollen diese Konstruktion nun auf den Fall wo die Menge Q2 der Spielausgéinge
eine beliebige endliche Menge ist.

Zunichst wird der Begriff der moglichen Wetten zum Begriff der o-Algebra er-
weitert.

Definition 1.1. Sei 2 eine Menge und sei § eine Menge von Teilmengen (“Men-
gensystem”). von 2. Man stattet ;§ mit den Operationen U (“Vereinigung”) und
definiert als Komplement, A¢, die kleinste Teilmenge von €2, so dass AUA® = Q.
Falls § die leere Menge 0 enthélt, und mit A,B € § auch AUB € § und A€ € §, so
heisst § eine (Mengen)-Algebra.

Aus Vereinigung und Komplementbildung kann man auch den Durchschnitt
von Mengen konstruieren als AN B = (A°UB°). Somit ist eine Mengenalgebra
auch unter dem Durchschnitt abgeschlossen. Klarerweise entspricht U der Addi-
tion und N der Multiplikation. Dabei gilt das Assoziativgesetz fiir die Vereini-
gung: (AUB)UC =AU (BUC) und fiir die Druchschnittsbildung, AN (BNC) =
(ANB)NC. Weiterhin gilt das Distributivgesetz, (AUB)NC = (ANC)U(BNC).
Die Menge 0 ist das neutrale Element der Addition und €2 das neutrale Element der
Multiplikation. Allerdings gibt es kein inverses Element beziiglich der Vereinigung,
weswegen einen Mengenalgebra beziiglich der Addition nur eine Halbgruppe und
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keine Gruppe ist. Dariiber hinaus kommutieren alle Operationen, und es gilt, dass
0NA = 0 fiir alle A. Damit is eine Mengenalgebra auch ein kommutativer Halbring.

Anmerkung. Im Sinne der Aussagenlogik entsprechen die Mengenoperationen der
Negation, dem logischen oder und dem logischen und. Oft werden in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie die Mengen A mit der Aussage “ein Zufallsexperiment hat
einen Ausgang in der Menge A” identifiziert, und die Mengenoperationen daher mit
den logischen Operationen bezeichnet.

In der Folge bezeichnen wir die Elemente von £ gerne mit @. Wir verstehen
unter @ den Ausgang einen Zufallselement und schreiben {® € A} fiir “der Aus-
gang des Zufallsexperiments liegt in A. Im folgenden Benutzen wir auch gerne die
Indikatorfunktion eines Ereignisses, 14. Wir schreiben ohne Unterscheidung

1,wenn w € A,
lpea = Iy (@) = {0 wenn o & A (1.10)

14(w) ist dann gerade die Auszahlung der Einheitswette auf das Ereignis {® € A}.
Mengenalgebren scheinen der richtige Spielplatz fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie. Fiir den Fall endlicher Mengen €2 ist das auch so.

Definition 1.2. [Endliche Messraume] Sei €2 eine endliche Menge, und sei § eine
Algebra von Teilmengen (ein “Mengensystem”) von Q. Dann heift das Paar (Q,F)
ein (endlicher) Messraum.

Die im Kontext endlicher Messrdume hédufig gewihlte Algebra ist die Potenz-
menge (). Grundsitzlich kann man sich aber auf kleinere Algebren beschrinken.
Dies wird im Fall von iiberabzidhlbaren Mengen Q2 sogar notwendig.

Definition 1.3 (Wahrscheinlichkeitsmaf). Sei (Q,F) ein endlicher Messraum,
und sei P : § — R, eine Abbildung von § in die positiven reellen Zahlen, mit fol-
genden Eigenschaften:

HPQ)=1.
(i1) Falls die Mengen A, B € § disjunkt sind, dann gilt
P(AUB) =P(A) +P(B). (1.11)

Dann heit P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf dem Messraum (2, F), und das Tripel
(2,5,P) wird ein Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

Im folgenden Lemma sammeln wir einige einfache Folgerungen aus der Defini-
tion.
Lemma 1.4. Fiir eine Wahrscheinlichkeitsmafs auf einem endlichen Messraum gilt:

(0)Fiir jedes A € § gilt P(A) < 1.
(i) P(0) = 0.
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(ii)Fiir jedes A € § gilt P(A°) = 1 —P(A).
(iiiFiir jede A,B € § gilt P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB).

Beweis. Wegen der Eigenschaften (i) und (ii) aus der Definition 1.3 muss fiir jedes
A € § gelten, dass

P(A)+P(A°) = P(AUA®) = P(2) = 1. (1.12)

Daraus folgt sofort (0) und (ii). Weiter gilt P(A) = P(AU0) =P(A) +P(0), was (i)
zur Folge hat. Schliesslich ist AUB =AU (B\(ANB)), wobei wenn C C B die Menge
B\C = C¢N B gerade die kleinste Teilmenge von B ist so dass ihre Vereinigung mit
C wieder B ergibt. Da A und B\ (A N B) disjunkt sind, gilt

P(AUB) = P(A) +P(B\(ANB)). (1.13)

Andererseits sind B\ (A N B) und AN B disjunkt, und es gilt, dass B= (B\(ANB))U
(ANB). Daher gilt
P(B) = P(B\(ANB)) +P(ANB). (1.14)

Wenn wir diese Gleichung in (1.13) einsetzen, so erhalten wir (iii). 0O

Als nichstes stellen wir fest, dass das so definierte Wahrscheinlichkeitsmass
tatsdchlich eine faire Bewertung von Einheitswetten auf alle Ereignisse in § ist und
dass die Bedingungen (i) und (ii) auch notwendig sind.

Wir definieren zunichst formal was wir unter fairen Preisen verstehen.

Definition 1.5. Sei (Q,F) ein Messraum. Wir sagen, dass eine Abbildung P : § —
R, faire Preise fiir Einheitswetten sind, wenn folgendes gilt:

(i) Es gibt fiir den Spieler keine Moglichkeit durch kombinierte Wetten einen siche-
ren, vom Ausgang des Spiels unabhédngigen Gewinn zu erzielen.

(ii)Der Gewinn (bzw. Verlust) eines Spieler, der auf ein Ereignis A wettet, ist un-
abhingig vom Ausgang des Spiels identisch zum Gewinn (Verlust) der Bank,
wenn der Spieler auf A¢ wettet.

Satz 1.6. Sein PP ein Wahrscheinlichkeitsmass auf dem endlichen Messraum (Q,F).
Dann und nur dann sind die P(A), A € §, faire Preise fiir Einheitswetten auf A.

Beweis. Zunichst ist klar, dass (i) gelten muss. Wenn P(Q) < 1, so liefert die Wette
auf Q einen sichern Gewinn. Ein Preis P(A) > 1 fiir irgendein A € § ist offenbar
sinnlos, da dies sicher zu einem Verlust fiihrt. Also ist auch P(Q) < 1, mithin gleich
eins. Als nichstes sehen wir, das falls P(A) + P(A¢) < 1 eine kombinierte Wette auf
A und auf A° zu einem sicheren Gewinn fiihrt. Umgekehrt ist im Fall P(A) +P(A¢) >
1 das Spiel unfair ist, mit demselben Argument wie im Miinzwurf. Also muss gelten
P(A) +P(A°) = 1.

Falls fiir disjunkte A,B, P(A) +P(B) < P(AUB) so gibt es nun die Strategie
auf A, B und auch (AUB) zu wetten. Da nach der vorherigen Uberlegung P((A U
B)‘) = 1—P(AUB), so erhalten wir in dieser Spielkombination folgenden, vom
Spielausgang unabhingigen Kapitalfluss:
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~P(A) —~P(B) — 1 + P(AUB) + L4 (@) + 15(®) + L4 p)c (@)
= —P(A)—P(B)—1+P(AUB)+1 >0, (1.15)

d.h. einen sicheren Gewinn. Im umgekehrten Fall, also wenn P(A) +P(B) > P(AU
B), kann der Spieler auf AU B sowie auf B¢ und A€ wetten. Der Gewinn nach Abzug
der Kosten ist dann

~P(A) — P(B°) —~ P(AUB) + Ly () + Lpe (@) + 1 4 (@)
> P(AUB) + Lye (@) + 1 (@) + L (a5 (@) >0, (1.16)

unabhingig vom Spielausgang. Von den drei Wetten auf A°, B¢ und AU B werden
niamlich stets zwei gewonnen: Fillt der Ausgang in A, so ist er nicht in B aber in
A UB, so dass zwei Spiele gewonnen sind, ebenso falls der Ausgang in B liegt. Ist
er weder in A noch in B, so gewinnen die Spiele auf A° und B¢. Damit ist also auch
hier ein sicherer Gewinn mdglich und es muss gelten, dass P(A) +P(B) = P(AUB).
Beide Bedingungen (i) und (ii) sind also notwendig.

Die Fairness der Preise ist schon wegen P(A) = 1 —P(A¢) gezeigt. Um zu sehen,
dass nun auch tatsachlich keine sicheren Gewinne moeglich sind, beobachten wir,
das wir eine sichere Auszahlung von eine Euro dadurch erreichen koénnen, dass wir
eine Partition von Q durch disjunkte Mengen Ay, ...,A; aus § wihlen und auf alle
diese Ereignisse wetten. Dies kostet aber gerade Y'X_, P(A;) = 1, so dass der sichere
Gewinn gerade Null ist. O

Terminologie. Man verwendet gemeinhin die Bezeichnungen Wahrscheinlichkeits-
maf3, Wahrscheinlichkeitsverteilung oder auch einfach Verteilung synonym. Die
ebenfalls synonyme Bezeichnung Wahrscheinlichkeitsgesetz ist im Deutschen eher
veraltet, wird aber sowohl im Englischen “probability law”, “law”, wie auch im
Franzosischen “loi de probabilités”, “loi”, noch gingig gebraucht.

Die Beschreibung eines WahrscheinlichkeitsmafBles als Abbildung von § nach
[0, 1] mag sehr kompliziert sein, insbesondere da § sehr gross sein kann. Oft wird
¥ die Potenzmenge von  sein, und diese hat die Kardinalitit 212/ Der folgende
Satz sagt uns aber, dass viel weniger Parameter ausreichen um P vollstindig zu
charakterisieren.

Satz 1.7. Sei Q endlich und § = (). Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf
(2,F). Dann ist P vollstindig durch die Angabe der Werte P({®w}) = p(®),0 € Q
festgelegt und es gilt Y ,co p(®) = 1.

Sei umgekehrt eine Menge von Parametern p(®),® € Q gegeben mit der Ei-
genschaft, dass fiir alle ® € Q, p(®) € [0,1] und ¥ ycq p(®) = 1, dann existiert
genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, P mit der Eigenschaft, dass fiir alle ® € £2,
P({w}) = p(w). Es gilt dann, dass fiir jedes A €

PA) =) p(o). 1.17)

weA
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Beweis. Zunichst sind alle Elemente von Q auch Elemente von §, so dass P({®})
definiert ist. Wegen der Additivititseigenschaft (ii) in der Definition 1.3 muss dann
fiir jedes A € § gelten, dass

P(A) =P (Ugea{w}) = Y P({w}) = ) p(o). (1.18)

WEA WEA
Weiter muss wegen (i) gelten, dass
1=P(Q)= ) p(w). (1.19)
weR

Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt. Umgekehrt kénnen wir fiir eine gegebene
Kollektion p(®), ® € Q mit den beschriebenen Eigenschaften definieren

PA)= Y p(w). (1.20)

weA

Man sieht sofort, dass dies ein WahrscheinlichkeitsmalBl wie beschrieben liefert und
wegen des ersten Teils des Satzes, ist dies auch eindeutig. O

Anmerkung. Wir sehen, dass Wahrscheinlichkeitsmafe auf endlichen Messraumen
in einer eins-zu-eins Beziehung zu Funktionen p : 2 — [0, 1] mit der Eigenschaft
Y oco P(®) = 1 stehen. Wir nennen eine solche Funktion auf einer endlichen Men-
ge manchmal auch einen Wahrscheinlichkeitvektor. Wir hitten nun Wahrscheinlich-
keitsmafe iiber solche Funktionen definieren konnen, und vielfach wird dies in ele-
mentaren Darstellungen auch getan. Dies ist aber konzeptuell falsch und lisst sich
nicht auf allgemeinere Grundriume iibertragen. Man sollte sich daher friihzeitig
daran gewohnen, Wahrscheinlichkeitsmalle als Abbildungen von der Mengenalge-
bra nach [0, 1] zu verstehen.

Wir haben bisher das Konzept eines WahrscheinlichkeitsmaBes mit einem Wett-
angebot identifiziert. Im Prinzip besteht damit noch iiberhaupt kein Zusammenhang
zwischen einem solchen Maf3 und dem betrachteten Zufallsexperiment. Vielmehr ist
es als eine subjektive Bewertung der Ereignisse durch die Spielbank zu betrachten.
In den vorhergehenden Abschnitten haben wir nur gesehen, welche Restriktionen
solche Bewertungen erfiillen miissen um iiberhaupt akzeptabel zu sein, ganz un-
abhingig vom den Eigenschaften des Zufallsexperiments.

Im Folgenden wollen wir einige spezielle Wahrscheinlichkeitsmalle betrachten.

1.2 Die Gleichverteilung.

Fiir eine endliche Menge 2 gibt es eine privilegierte Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung, die Gleichverteilung, wo jedes Element, i, von Q dieselbe Wahrscheinlichkeit,
P(i) = 1/|€2|, zugeordnet bekommt. Im Roulette oder beim Wiirfeln entspricht es
der anscheinenden Symmetrie des physikalischen Experiments, dass dem Spiel zu-
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grunde liegt, dass jeder elementare Spielausgang gleich wahrscheinlich erscheint,
und es a priori keinen Grund gibt, etwa die Zahl 2 anders zu bewerten als die 36. Im
allgemeinen Sprachgebrauch werden die Begriffe “zufillig” und “gleichverteilt” oft
synonym gebraucht.

Tatsédchlich ist die Gleichverteilung die priviligierte Verteilung, die vom soge-
nannten “Baysianischen” Standpunkt zu verwenden ist, wenn wir keinerlei Infor-
mation liber den Ausgang eines Zufallsexperiments vorliegen haben. Im Fall des
Roulettespiels gehen wir ja auch davon aus, dass das Gerit so konstruiert ist, dass
die faire Bewertung gerade der Gleichverteilung auf {0,...,36} entspricht.

In der kombinatorischen Wahrscheinlichkeitstheorie geht es dann darum, auf der

Basis einer solchen angenommenen Gleichverteilung, Wahrscheinlichkeiten kom-
plizierterer Mengen auszurechnen; also etwa die Wahrscheinlichkeit zu berechnen,
dass, wenn k Miinzen mit gleichverteiltem Ausgang O oder 1 geworfen werden, die
Summe der Ergebnisse gerade m ist. Klarerweise ist ja in diesem Fall fiir jede Menge
A,P(A) = |A|/|€2], und alles was wir tun miissen ist die Grosse uns interessierender
Mengen zu berechnen. Dies kann allerdings schwierig genug sein.
Beispiel 1. Betrachte n € N faire Miinzen die geworfen werden. Die Menge Q ist
hier {0, 1}". § ist die Potenzmenge. Die Elemente @ € 2 schreiben wir als Vektoren
o= (w,...,0,), mit &; € {0,1}. Jedes Ergebniss habe die gleiche Wahrschein-
lichkeit 27", Betrachte das Ereignis {kMiinzen zeigen Kopf}. Dies entspricht eine
Teilmenge von 2 die beschrieben ist durch {® € 2 : ¥} |, @; = k}. Dann ist

P({weﬂziwi:k}> = Y 2”:2’((’2). (1.21)
i=1 k

0y | 0=

Dabei habe wir das fundamentale kombinatorische Resultat benutzt, dass es gera-
de (}) Moglichkeiten gibt aus einer Menge von n Objekten, (®,...,®,), k aus-
zuwihlen (und diesen eine 1 und den anderen die 0 zuzuordnen).
Beispiel 2. Hier ist eine klassisches Problem das Samuel Pepys im Jahr 1693 Isaac
Newton gestellt hat:

Welches der folgenden drei Ereignisse hat die grosste Wahrscheinlichkeit?

(a)Beim Werfen von 6 Wiirfeln mindestens eine 6 zu erhalten;
(b)Beim Werfen von 12 Wiirfeln mindestens zwei 6en zu erhalten;
(c)Beim Werfen von 18 Wiirfeln mindestens drei 6en zu erhalten;

Man versteht hier, dass derjenige, der solche (komplizierten) kombinatorischen
Probleme 16sen kann, einen naiven Spieler iibervorteilen kann.

1.3 Empirische Verteilung

Falls es keinen Grund gibt zu glauben, dass die Gleichverteilung oder ein anderes
Wahrscheinlichkeitsmal3 das richtige sind, konnen wir gegebenenfalls auf friihere
Beobachtungen desselben Zufallsexperiments zuriickgreifen. Dies ist sicher im Fall
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von wiederholbaren Gliickspielen méglich, in vielen anderen Situationen schwierig
oder fraglich.

Wir betrachten also einen endlichen Messraum (£2,5). Es sei § = £22(Q). Wir
nehmen an, dass wir n € N Realisierungen des betrachteten Zufallsexperiments be-
obachtet haben. Das bedeutet unserer Sprache, dass wir n Elemente, @, ..., ®, aus
Q vorliegen haben.

Wir definieren nun das sogenannte Dirac-MaB, J, mit der Eigenschaft, dass fiir
alle A € §,

1, fallsweA,
So(A) = an (1.22)
0, fallswA.
Es ist sehr einfach nachzupriifen, dass 8, ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
Mit dieser Definition kénnen wir nun aus der Folge der Beobachtungen @y, ..., @,
das sogenannte empirische Maf;
1 n
Poy.oon =~ Y, B (1.23)
=1

gewinnen.

Lemma 1.8. Fiir jede Folge @y, ...,®, mit @y € L ist Py, ... o, ein Wahrscheinlich-
keitsmaf3 auf (Q, P (Q)).

Der Beweis ist sehr einfach und wird als Ubung gestellt. Wir benutzen die Gele-
genheit um ein etwas allgemeineres Resultat zu erwédhnen, dass ebenfalls sehr leicht
zu beweisen ist.

Satz 1.9. Sei (Q,P(Q)) ein endlicher Messraum. Falls Py,Py Wahrscheinlich-
keitsmafie auf (2, (R)) sind, dann sind alle konvexen Linearkombinationen

Py = aPo+ (1 — )Py, ac[0,1], (1.24)

ebenfalls Wahrscheinlichkeitsmafie auf (Q,(Q)). Die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmafle auf (2, 2(Q)) is ein |Q|-dimensionaler Simplex und die Dirac-
Mapfe Oy, 0 € Q sind die Extremalpunkte dieses Simplex.

Dieses Satz ist nur eine Umformulierung von Satz 1.7.

Fiir A € § ist Py, (A) = Y7 #{1 <k <n: e € A}, also die Haufigkeit
mit der die beobachteten Spielausginge in A lagen. Wenn diese Haufigkeiten mit
zunehmender Zahl der Beobachtungen konvergieren, liefert der Grenzwert das aus
frequentistischer Sicht richtige”Wahrscheinlichkeitsmaf.

Die Idee ist hier natiirlich, dass man eine grosse Anzahl, sagen wir n, Experi-
mente durchfiihrt und sich so eine gute Approximation, genannt einen Schditzer fiir

die tatsiachlichen Wahrscheinlichkeiten verschafft.
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1.4 Erzeugte Algebren

Ublicherweise geht man bei der Beschreibung einer Mengenalgebra so vor, dass
man eine gewisse Menge von Teilmengen, die man in der Algebra haben mochte
vorgibt, und diese dann zu einer Algebra erginzt, indem man alle gemif der Defi-
nition nétigen Mengen dazufiigt.

Definition 1.10. Sei & eine Menge von Teilmengen von 2. Die kleinste Algebra,
die & enthiilt, heisst die von & erzeugte Algebra. Wir bezeichnen diese oft mit ¢(&).
Fiir eine gegebene Algebra, §, heisst eine Menge von Mengen, &, Erzeuger (oder
Generator) von §, wenn (&) = §.

Die folgenden Beobachtungen verallgemeinern den Satz 1.7 fiir den Fall, dass §
nicht die Potenzmange von (2 ist.

Lemma 1.11. Sei (Q2,3F) ein endlicher Messraum. Dann enthdilt § eine eindeutige
minimale Partition, IT = (my,...,,), von Q mit folgenden Eigenschaften:

(i) Uiny m = Q;
(ii) Fiir alle B€ Fund alle k= 1,...,n, gilt BN m € {0, m }. Insbesondere gilt fiir
alle i # j, dass ;N7 = 0.

Beweis. (Erst mal als Ubung!) O

Proposition 1.12. Sei Q eine endliche Menge und (2,5,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum. Sei IT = (my,...,m,) die Partition aus Lemma 1.11. Dann ist das Maf} P
eindeutig durch die Werte p(i) = P(m;), i = 1,...,n, festgelegt. Umgekehrt gibt es
fiir jede Sammlung von Werten p(i) >0, i =1,...,n, mit Y1, p(i) = 1 genau ein
Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (2,5, so dass P(m;) = p(i).

Beweis. Ubung! O



Kapitel 2

Zufallsvariablen und Erwartungswerte

La probabilité des événements sert a déterminer I’espérance ou
la crainte des personnes intéresées a leur existence. Le mot
espérance a diverses acceptions: il exprime généralement
I’avantage de celui qui attend un bien quelquonque, dans des
suppositions qui ne sont que probables. Cet avantage, dans la
théorie des hasards, est le produit de la somme espérée par la
probabilité de I’obtenir : c’est la somme partielle qui doit
revenir lorsqu’on ne veut pas courir les risques de |’événement,
en supposant que la repartition se fasse proportionellement aux
probabilités. Cette repartition est la seule équitable, lorsqu’on
fait abstraction de toutes circonstances étrangeres, parce qu’un
égal degré de probabilité donne un droit égal sur la somme
espérée. Nous nommerons cet avantage espérance
mathématique“ Pierre Simon de Laplace, Théorie Analytique
des Probabilités

¢ Die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen dient zur Bestimmung
der Erwartung oder der Furcht von Personen, die an ihrer Exi-
stenz interessiert sind. Das Wort. Erwartung hat verschiedene
Bedeutungen: es driickt im allgemeinen den Vorteil desjenigen
aus, der irgendeinen Vorteil erwartet, und zwar unter Annahmen,
die nur wahrscheinlich sind. Dieser Vorteil ist in der Theorie
der Zufille das Produkt der erwarteten Summe und der Wahr-
scheinlichkeit sie zu erhalten: es ist die Teilsumme die man er-
halten muss, wenn man das Risiko des Ereignisses nicht einge-
hen will, unter der Annahme, dass die Verteilung proportional zu
den Wahrscheinlichkeiten erfolgt. Diese Verteilung ist die einzig
gerechte, sofern man von allen fremden Umsténden abstrahiert,
da ein gleicher Grad von Wahrscheinlichkeit einen gleichen An-
spruch an die erwartete Summe gibt. Wir nennen dieses Vorteil
die mathematische Erwartung.

Wir haben im ersten Kapitel gesehen, dass unter einer verniinftig erscheinenden
Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, in natiirlicher Weise der Begriff eines
WabhrscheinlichkeitsmaBes in der Form der Definition 1.3 auftaucht. Diese nunmehr
axiomatisch definierten Objekte konnen nun mathematisch untersucht werden.

2.1 Messbare Funktionen

Wir wollen uns nun fiir Funktionen vom € in die reellen Zahlen interessieren. Schon
im vorigen Abschnitt haben wir solche Funktionen betrachtet, nimlich die Indika-
torfunktionen von Ereignissen A € §, 14. Wir hatten gesagt dass diese gerade die
Auszahlung einer Einheitswette auf das Ereignis @ € A darstellt. Andererseits hat-

13
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ten wir gesagt, dass P(A) gerade der Wert dieser Wette ist. Wir bezeichnen den Wert
dieser Wette nun als Erwartungswert der Funktion 1,4 und schreiben

E[14] = P(A). @2.1)

Man beachte, dass diese Definition nur dann Sinn macht, wenn A € §. Wir konnen
nun den Begriff des Erwartungswerts in natiirlicher Weise auf Funktionen iibertragen,
die Linearkombinationen von Indikatorfunktionen von Mengen in § sind.

Definition 2.1. Sei (22,F,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Sein X : Q —
R gegeben durch X =Y}, axly,, wo alle Ay € §. Dann definieren wir

E[X} = i ak]P’(Ak). (22)
k=1

Wir definieren nun den Begriff der messbaren Funktion.

Definition 2.2. Sei (2,F) ein endlicher Messraum und X : 2 — R. Dann heisst X
messbar (beziiglich §) falls fuer jedes a € R, die Mengen

X a)={wecQ:X(w)=a} €F. (2.3)
Definition 2.3. Eine messbare Funktion heisst Zufallsvariable.

Beachte, dass X ! (a) die leere Menge ist, falls X den Wert a nicht annimmt. Da
£ endlich ist, nimmt X nur endlich viele Werte an.
Die folgende Beobachtung ist trivial.

Lemma 2.4. Sei (Q2,5) ein endlicher Messraum und X : Q — R messbar. Dann
ist X von der Form wie in Definition 2.1 wo ay,k = 1,...,n die Werte sind, die X
annimmt, and Ay = {® € Q : X(®) = ai}. Daher ist die Erwartung von X definiert
und es gilt

EX]= ) aP({X(0)=a}). (2.4)
k=1
Wir wollen (2.4) vorldufig als Definition des Erwartungswerts einer Zufallsvaria-
blen ansehen. Aus dieser Definition folgt sofort:

Korollar 2.5. Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien Xy,X, Zufalls-
variablen. Dann sind fiir alle a,3 € R die Linearkombinationen oX; + X, Zu-
fallsvariablen, und es gilt, dass

E[oX, + BX>] = aE[X,] + BE[X]. (2.5)
Beweis. Der Beweis ist sehr einfach und wird als Ubung gestellt. O

Die Definition der Erwartung mittels der Formel (2.4) hat den formalen Nach-
teil, dass sie die Kenntnis der Werte, die X annimmt, voraussetzt. Dies wird bei



2.1 Messbare Funktionen 15

der Verallgemeinerung auf allgemeine Messraume hinderlich sein. Wir konnen aber
leicht eine Formel angeben, die mit (2.4) libereinstimmt, formal aber keine implizite
Information iiber X voraussetzt.

Lemma 2.6. Sei (2,5,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q — R eine
messbare Funktion beziiglich §, die nur endlich viele Werte annimmt. Dann gilt

+[£’2]

EX]=1lm Y keP({oecQ:ke<X(w)<(k+1)e}). (2.6)

“=le
Beweis. Der Beweis ist recht einfach. Wir nehmen an, dass X gerade die n Werte
ai,...,a, annimmt. Dann ist 6 = min;+;|a; —a;| > 0 und maxeeq |X (@) =M <
co. Dann gilt zunichst, dass, fiir alle 0 < € < §/2, jedes Intervall (ke, (k+ 1)€]
hochstens einen der Werte a; enthalten kann. Ausserdem ist fiir € < M _1/ 2, in kei-
nem Intervall [ke, (k+ 1)&) mit k > €2 ein Punkt X (o). Fiir solche € gibt es fiir
jedes I =1,...,n genau ein k;, so dass a; € (k;€, (k; + 1)€]. Dann ist aber

n k
Zaﬂ[”({w e ZX((J)) :al}) = ZQI]P({(D e ZX((D) S (kl&‘,(kl+ 1)8]})
=1 =1

> Y ekP({weQ:X(0) € (ke, (k+1)e]})
i=1

€2
Z ekP({w € Q : X(w) € (ke, (k+1)g]})
=[]

sowie auch

ia,P({wEQ:X(w):al}) Z (k+1)P{o € Q: X(0) € (ke, (k +1)e]})
=1 =1

€]
Z ekP ({w € Q : X(w) € (ke, (k+1)g]})
=[]
[e72]
+e )Y PHocQ:X(w)c (ke (k+1)])
k=—[e~2]
[£72]
Y eP{oweQ:X(0)c ke (k+1)e)})+e
k=—[e~2]

da die letzte Summe gerade dass Mal} von €, also 1 ist. Da diese Ungleichungen
fiir jedes € < min(6/2,1/(2M)) gelten, folgt, dass
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[e7]
limsup Z ekP({we Q:X(w) € (ke, (k+1)€]})
S0 e
k
<Y aqP{weQ:X(0)=a5}) 2.7
=1
[e72]
< limi%)nf Y eP({ocQ:X(0)ec (ke (k+1)e]).
Y k=e)

Dies beweist das Lemma und die Existenz des Limes in (2.6). O

Anmerkung. Die Formel (2.6) erscheint unsinnig kompliziert. Sie hat aber die
schone Eigenschaft, dass sie sich sehr gut auf kompliziertere Situationen, wenn 2
nicht endlich ist, {ibertragen ldsst.

Manchmal spricht man auch vom mathematischen Erwartung oder dem mathe-
matischen Mittel von X. Dies wird getan um den Unterschied zum sogenannten
empirischen Mittel zu betonen, der das arithmetische Mittel der Funktion X iiber n
Wiederholungen eines Experiments darstellt,

EgP o X =n"' Y F(X (). 2.8)
k=1

Der Zusammenhang zwischen mathematischem und empirischen Mittel ist eine der
grundlegenden Fragen der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Der Fall § =P(Q).

Wenn wir auf einem Wahrscheinlichkeitsraum arbeiten, in dem § die Potenzmenge
ist, gibt es einige Vereinfachungen.

Lemma 2.7. Sei (Q,§,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und sei § =P(Q).
Dann gilt:

(i) Jede Funktion X : Q — R ist messbar.
(ii) Der Erwartungswert von X kann geschrieben werden als

EX]= ) X(o)p(o), 2.9)

e
wo p der zu P gehorige Wahrscheinlichkeitsvektor ist, also p(®) = P({®}).

Beweis. Ubungsaufgabe! O
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2.2 Zufallsvariablen als Abbildungen von
WahrscheinlichkeitsmaBen

Sei Q2,F) ein Messraum und ein X eine Zufallsvariable. Sei S das Bild von £ unter
X, d.h. die Menge der Werte, die X annimmt. Per Definition gilt fiir jeden Punkt x €
S, dass X! (x) € §, mithin gilt auch, dass fiir jede Teilmenge B € Z(S), X ~'(B) €
§. Wir konnen nun S zu einem Messraum (S, Z(S)) erweitern und X als Abbildung
von (2,F) nach (S, Z(S)) auffassen. Aufgrund der Messbarkeit transportiert X nun
auch ein WahrscheinlichkeitsmaB, P, auf (2, F) in ein WahrscheinlichkeitsmaB, Py,
auf (S, Z(9)).

Definition 2.8. Sei (Q,5) ein endlicher Messraum und X eine Zufallsvariable mit
Wertebereich S. Dann ist Py : 22(S) — [0, 1] definiert durch

Px(B)=P (X '(B)) =P({we Q:X(w) € B}), (2.10)
fiir alle B € #2(S) wohldefiniert.

Satz 2.9. Die in Definition 2.8 definierte Abbildung Px ist ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf (S, 2(S)).

Beweis. Zunichst ist Px(S) =P (X ~1(S)) = P(2) = 1. Weiter ist fiir disjunkte
Mengen By, B,
Px(Bi1UBy) =P (X '(BiUB)). @2.11)

Da X eine Funktion ist, gilt X' (B; UB,) = X' (B;) UX~!(B,), und die Mengen
X_I(Bi), i = 1,2, sind disjunkt. Daher ist die rechte Seite von Gl. (2.11) gleich
Px(B1) + Px(B2) und Py ist ein Wahrscheinlichkeitsma. 0O

Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 Py nennt man auch die Verteilung der Zufallsvaria-
blen X unter P.
Beispiel. Wir betrachten wieder den Wahrscheinlichkeitsraum ({0, 1}",P({0,1}"),PP,),
wobei diesmal P, jedem ® = (®i,...®,) € {0,1}" die Wahrscheinlichkeit (fiir
pel0,1)
P,(w) = pri=1 @i (1 — p)" Lz @ (2.12)

zuordnet. Wir definieren nun auf {0, 1}" die Zufallsvariable X,, durch
Xy (0)=) o (2.13)

Offenbar ist der Wertebereich von X, die Menge S, = {0,1,2,...,n}. Um den Er-
wartungswert von X,, zu berechnen, berechnen wir zunichst Py, ({k}), fiir k € S,.
Dies ist einfach:
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Py, ({k}) = P, ({we!) : iwi:k}) (2.14)
i=1

1

= Y B{eh=pa-pt Y 1

ocQ:y ! =k ocQ:y! =k

=pf(1—py* (Z)

Dies ist die allgemeine Form der Binomialverteilung, die wir im Fall p = 1/2 schon
kennengelernt haben. Wir kdnnen nun auch die Erwartung von X,, ausrechnen.

B0 = Y () = X -y ([) = @19
k=0 k=0

Anmerkung. Die Berechnung des Erwartungswerts von X,, ist zwar korrekt, aber
unnotig kompliziert (die letzte Gleichung in (2.15) ist eben nicht so ganz trivial).
Es geht ndmlich viel einfacher. Dazu iiberlegen wir und, dass ja die w;, die in der
Definition von X, auftauchen, selbst auch Zufallsvariablen sind und dass gilt,

PHoeQ:w=1})=p=1-P({oeQ:m,=0}). (2.16)
Insbesondere ist fiiri =1,...,n,
E[y] = p. 2.17)

Jetzt konnen wir die Linearitit des Erwartungswerts ausnutzen und erhalten

E[X,) = iE[a),] = pn. (2.18)
i=1

Das war wesentlich einfacher! Insbesondere mussten wir nicht einmal die Vertei-
lung der Zufallsvariablen X,, ausrechnen, um den Erwartungswert zu erhalten, was
immerhin auch die Losung einer kombinatorischen Aufgabe erforderte. Diese Be-
obachtung wollen wir uns merken: Es ist oft einfacher, Erwartungswerte von Zu-
fallsvariablen auszurechnen als ihre Verteilungen!!

Mittels Zufallsvariablen konnen wir also neue, interessante Verteilungen gewin-
nen. Die Berechnung der Verteilung von komplizierten Zufallsvariablen ist dann
auch eine wesentliche Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie.

2.3 Verteilungsfunktionen

Wir erinnern uns dass wir Zufallsvariablen urspriinglich als Abbildungen von Q
nach R eingefiihrt haben. Dies erlaubt es, ein neues interessantes Objekt, die soge-
nannte Verteilungsfunktion, F : R — [0, 1], zu definieren.
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Definition 2.10. Sei (2,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X eine Zufalls-
variable. Dann ist die Funktion F : Q — [0, 1] gegeben durch

Fx(x)=P{oweQ:X(0w) <x}), xeR, (2.19)
wohldefiniert und heisst Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X.

Die Wahrscheinlichkeiten P ({® € Q : X(®w) < x}) sind alle bekannt, da {® €
Q:X(w)<x}={weQ:X(w) €SN (—oo,x]}, wo S dasBild von X ist, da X (@) €
SN (—eo,x] CS.

In unserem Fall eines endlichen Zustandsraumes ist die Verteilungsfunktion jeder
Zufallsvariablen eine Stufenfunktion mit endlich vielen Spriingen. Die Sprungstel-
len sind genau die Werte, a;, die X annimmt. Die Funktion Fx springt and der Stelle
a; um den Betrag Px({a;}), d.h.

FX (a,') fliran (x) = PX (a,-). (220)

ai

insbesondere ist F' nicht-fallend und rechtsstetig.

2.4 Ungleichungen

Wir hatten oben bemerkt, dass Erwartungswerte oft einfach zu berechnen sind. Wir
wollen nun zeigen, dass wir aus Erwartungswerten Informationen iiber Verteilungs-
funktionen gewinnen konnen.

Lemma 2.11. Sei (Q2,F) ein Messraum und Sei X : Q — R eine Zufallsvariable,
die nur nicht-negative Werte annimmt. Sei Fx : R — [0,1] die Verteilungsfunktion
von X. Dann gilt fiir x > 0,

E[X]

1-Fx(x)=P{weQ:X(0)>x}) < o (2.21)

Beweis. Die erste Gleichung in (2.21) ist offensichtlich. Als nichstes schreiben wir
P({(D eQ X((D) > x}) =E []l{oEQ:X(a))>x}} . (2.22)

Nun ist aber fiir alle o fiir die 1{,c0.x(0)>x} 7 0, X(®)/x > 1. Damit konnen wir
schreiben

X X E[X
E [L{peox(0)>x}] <E |L{oco:x(@)>x} (xw)} SE{ (w)} _ El x(w)]' (2.23)

X
Setzen wir dies in (2.22) ein, so erhalten wir (2.21). O

Alternativ konnen wir den Beweis auch so fiihren:
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Beweis (Variante). Seien S = {ay,...,a,} der Wertebereich von X. Dann ist

P{we Q:X(®)>x}) = P(Usesasx{0 € Q2 : X(w) =a}) (2.24)
= ) PH{ocQ:X(w)=a})

acS:a>x
< Y Ploce:x(0)=a})
acS:a>x
Y P{oc:X(0)=a})

acs X

Iy p(oce X(@) =a})

acs

— ~E[x].

IN

a

Die Ungleichung (2.21) heisst Chebychev-Ungleichung und ist trotz ihrer Ein-
fachheit ein ganz wichtiges Werkzeug der Wahrscheinlichkeitstheorie. Wir knnen
aus ihr sofort zwei weitere Ungleichungen gewinnen:

Korollar 2.12. Sei (2,5) ein endlicher Messraum und Sei X : Q — R eine Zufalls-
variable. Dann gilt

|- F(x) =P({w € Q: X(0) >x}) < (2.25)

Beweis. Wenn X eine Zufallsvariable ist, so ist X2 ebenfalls eine Zufallsvariable
(nachpriifen!!) und X? ist positiv. Ausserdem gilt, dass

{weQ:X(w)>x} C{wecQ:X*(w)>x*}. (2.26)
Daraus folgt
P{weQ:X(w)>x}) <P({weQ:X*(0)>x}), (2.27)
und indem wir nun Lemma 2.11 anwenden, erhalten wir (2.28). O

Diese Ungleichung wird gelegentlich als Markov-Ungleichung bezeichnet.
Schliesslich erhalten wir als weiteres Korollar:

Korollar 2.13. Sei (2,5) ein endlicher Messraum und Sei X : Q — R eine Zufalls-
variable. Dann gilt

E[(X ~ E[x]7]

P({weQ:[X(0)-EX]| >x}) < 2

(2.28)

Beweis. Vollig analog zum Beweis von Korollar 2.12. 0O
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Die Ungleichung sagt etwas dariiber aus, wie stark eine Zufallsvariable von ihrem
Erwartungswert abweicht. Die GroBe

E[(X —-E[X])*] =E[X?] — (E(X))* = var(X) (2.29)

nennt man die Varianz der Zufallsvariablen X. Je kleiner die Varianz ist, um so un-
wahrscheinlicher sind starke Abweichungen der Zufallsvariablen von ihrem Erwar-
tungswert. Die Varianz ist neben dem Erwartungswert eine wesentliche, oft leicht
berechenbare Kenngrofle einer Zufallsvariablen.

Notation: Zur Vereinfachung der Notation wollen wir in Zukunft nicht immer
"P[{o € Q : X(w) € B}|Bchreiben. Wir benutzen daher ohne Unterscheidung fol-
gende Schreibweisen:

P[{w € Q:X(w) € B} = P[{X(0) € BY] = P(X(w) € B| =P[X € B]. (2.30)

Beispiel. Als Anwendung dieser Ungleichungen betrachten wir wieder die Binomi-
alverteilung, also wir betrachten die Verteilung der Zufallsvariablen X, aus Glei-
chung (2.13). Wir habe schon gesehen, dass wir hier den Erwartungswert sehr ein-
fach ausrechnen konnen. Es folgt dann aus Lemma 2.21, dass fiir alle

P(X, > x) =1 — Fy, (x) < 20

(2.31)

Das ist noch nicht besonders aufschlussreich. Nun koennen wir aber auch den Er-
wartungswert von an ausrechnen:

B[x7] ~E (Zw)

k=1

HM:

i E [ay 0] . (2.32)

Die Erwartungen in der Summe sind wieder leicht zu berechnen: Wenn k = ¢ dann
ist oy = a),f = @y, also E[wyay] = p. Wenn k # £, dann ist @@y nur dann nicht
gleich null, wenn @y = @y = 1, und dies hat die Wahrscheinlichkeit p?. Damit ergibt
sich aus (2.32)

~Y ot Z n(n=1)p* +np=n’p’ +np(l—p).  (233)
k=1 Al=1
Also ist die Varianz
var(X,) = E[X7] = (E[X,])? = n*p? +np(1 = p) =’ p* = n(p(1-p). (2.34)
Wenn wir nun Korollar 2.13 anwenden, so erhalten wir die Ungleichung

np(l—p)

P (X, —pr| > x) < P

(2.35)
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Die rechte Seite dieser Ungleichung wird klein, sobald x viel grosser ist als /n,
d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Zufallsvariable in einer Umgebung der
Ordnung /n um Thren Mittelwert pn befindet, ist fast eins! Wir kénnen dies genauer
so formulieren:

E&Ligﬂ” (|Xn — pn| > K+/n) =0. (2.36)

Vielleicht noch prignanter wird diese Aussage, wenn wir eine Zufallsvariable

1
Y, = -X, (2.37)
n

definieren. Diese hat dann Erwartungswert p, und es gilt

limimP (|%, — p| > K/v/n) = 0. (2.38)
Koo ntoo

Mit wachsendem n konzentriert sich Y;, also immer mehr um seinen Mittelwert p.

2.5 Wahrscheinlichkeiten auf R

Nachdem wir gesehen haben, dass eine Zufallsvariable Wahrscheinlichkeitsmalie
von (2,F) nach (S, #(S)) transportiert, liegt es nahe sich vorzustellen, dass wir
damit auch ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf R konstruieren konnen. Tatsachlich
kénnen wir ja jedem Intervall I C R einen Wert P({w € Q : X(w) € I}) = Px(I)
zuordnen und als Wahrscheinlichkeit des Intervalls unter Py interpretieren. Klarer-
weise erfiillt dies die Anforderungen Px(R) =1 und Px(1UJ) = Px(I) + Px(J), die
wir an ein WahrscheinlichkeitsmaB auf R sicher stellen sollten. Allerdings bleiben
noch einige Fragen offen. Zum einen miissten wir kldren, auf welcher Mengenal-
gebra Py eigentlich definiert sein sollte. Da R unendlich und sogar iiberabzédhlbar
ist, fiihrt dies auf recht komplizierte Fragen, die erst in der Mafitheorie behandelt
werden. Wir konnen diese Probleme aber zunichst einmal ausklammern und prag-
matisch ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf R durch seine Werte auf Intervallen (und
allem was wir daraus basteln konnen) beschrieben sehen. Ein solches Wahrschein-
lichkeitsmass ist dann eindeutig durch die Angabe einer Verteilungsfunktion be-
schrieben.

Wir wollen an dieser Stelle die Definition von Mess- und Wahrscheinlich-
keitsraumen auf den Fall einer beliebigen Menge Q2 verallgemeinern.

Definition 2.14. Sei 2 eine Menge.

(a) Eine Menge von Teilmengen von €2, §, heisst eine Sigma-Algebra, genau dann
wenn gilt:
i e
(i) Falls A € §, dann ist auch A€ € §;
(iii) Sei (A, )nen eine Folge von Elementen A, € §. Dann gilt dass U,enA, € 5.
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Ein Paar (2,) heisst Messraum.
(b) Sei (2,F) ein Messraum. Eine Abbildung P : § — R heisst ein Wahrschein-
lichkeitsmaB3, genau dann wenn folgendes gilt:

i PQ)=1:
(i) Falls (A,),en eine Folge von paarweise disjunkten Elementen A, € § (d.h.,
firalle i, j € N, gilt A;NA; = 0). Dann gilt

P (UnenAn) = Y P(An). (2.39)

neN

Ein Tripel (2,F,P) heisst ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Wir sehen, dass wir im Unterschied zum Fall wo £ endlich
ist zusitzliche Forderungen an abzéhlbar unendliche Vereini-
gungen von Mengen in § stellen. Dies hat hat im wesentlichen
mathematische Griinde und erlaubt gewissen Grenzwertbe-
trachtungen, zu denen wir aber in dieser Vorlesung nicht kom-
men werden. Im Fall nicht-abzéhlbarer Mengen (2 fiihrt dies
in der Regel zu recht komplizierten Sigma-Algebren, die man
nicht éxplizitdngeben kann. Die damit verbundenen Proble-
me werden wir in dieser Vorlesung aber ignorieren. Die In
der obigen Definition gestellten Forderungen an einen Wahr-
scheinlichkeitsraum gehen auf de russischen Mathematiker Andrey Nikolaevich
Kolmogorov zuriick und werden Kolmogorov’sche Axiome genannt.

Fiir den Fall, Q = R definieren wir die Borel’sche Sigma-Algebra, B(R), als die
kleinste Sigma-Algebra, die alle Intervalle in R enthélt. Es gilt dann folgender Satz,
den wir nicht beweisen werden:

Satz 2.15. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf dem Messraum (R,B(R)). Dann
existiert genau eine monoton wachsende, rechts-stetige Funktion F : R — [0,1] mit
limy| o F(x) = 0 und limy 1o F (x) = 1, so dass fiir jedes a < b € R,

P ((a,b]) = F(b) — F(a). (2.40)

umgekehrt gibt es fiir jede solche Funktion F ein einziges Wahrscheinlichkeitsmafs,
so dass (2.40) gilt.

F heisst die Verteilungsfunktion von P. Wir kdnnen uns Natiirlich vorstellen,
dass P die Verteilung einer Zufallsvariablen X ist. Es gibt drei wichtige Fille.

e Falls F eine Stufenfunktion mit endlich vielen Spriingen ist, dann ist P die Ver-
teilung einer Zufallsvariablem die nur endlich viele Werte annimmt (siehe oben).

e Falls Falls F eine Stufenfunktion mit abzihlbar vielen Spriingen ist, dann ist P
die Verteilung einer Zufallsvariablem die nur abzihlbar viele Werte annimmt.
Wir sagen dann P sein eine diskrete Verteilung.
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e Es existiert eine nicht-negative Funktion f: R — R, sodass fiirallea <b € R

Fla)—F(b) = / . (2.41)

Dann heisst F absolut stetig und wir sagen, [P sei eine absolut stetige Verteilung.
Die Funktion f heisst dann die Dichte der Verteilung, oder die Wahrscheinlich-
keitsdichte von P.

Wir wollen schliesslich noch kurz darauf eingehen, in wieweit sich auch das Kon-
zept des Erwartungswertes einer Zufallsvariablen verallgemeinern ldsst. Dazu bietet
es sich an, die Formel (2.6) als Definition des Erwartungswertes zu verwenden. Da-
bei muss man sich natiirlich nun die Frage stellen, ob und wann der Grenzwert in
(2.6) auch existiert. Wir konnen jedenfalls erst einmal als vorldufige Definition fest-
halten.

Definition 2.16. Sei (2,5, Z?) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsva-
riable. Falls der Grenzwert in der rechten Seite der Gleichung (2.6) existiert, so
nennen wir diesen den Erwartungswert von X, E[X].

Die folgende Beobachtung sagt uns, dass das keine so schlechte Idee ist.

Lemma 2.17. Sei (2,5, &) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvaria-
ble die nur nicht-negative Werte annimmt. Dann konvergiert die rechten Seite der
Gleichung (2.6) zu einem Grenzwert in [0, +oo].

Beweis. Da X nie negativ ist, so ist

+e7] +[e7]
Y keP({ke <X <(k+1)e})= ) keP({ke <X < (k+1)e}). (242)
k:,[S—Z] k=0

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber monoton wachsend in 1/& (Warum?).
Daher existiert der Grenzwert (moglicherweise als +o0) wegen dem Satz von der
monotonen Konvergenz. 0O

Anmerkung. Falls X eine Zufallsvariable ist, deren Wertebereich, S, abzihlbar ist,
SO ist
EX]=Y aP(X =a), (2.43)
acs
sofern die Summe auf der rechten Seite konvergiert. Wir sehen wieder, dass im Fall
von positiven Zufallsvariablen, die Summe stets zu einem Wert in [0, 4-co] konver-
giert.

Als weiteres niitzliches Ergebnis erhalten wir eine schone Darstellung im Fall,
wo die Verteilungsfunktion von X absolut stetig ist.
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Lemma 2.18. Sei (Q2,F, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvaria-
ble mit absolut stetiger Verteilung Fx. Sei f die Dichte von Fx und es gelte

liTm ' xf(x)dx=E (2.44)
existiert. Dann ist E = E[X].
Beweis. Wir haben
+[e72] +[e72] (k+1)e
Y keP({ke<X <(k+1)e})= Y, ke/ f(x)dx (2.45)
k=—[e2] k=—[e2] Ik
+el e
= / (ke —x+x)f(x)dx
k= [872] ke
+e?] e
= /(H]) xf(x)dx
k=—[e2] "¢
+e7] (k+1)e
+ / (ke —x) f(x)dx
P [872] ke
( Fuer die erste Summe haben wir
+[872} (k+1)e +[£’2]
/ Xf (¥)dx = / Cxf(x)dx, (2.46)
k=—]e-2) "k =[]

was nach Voraussetzung gegen E konvergiert. Fiir die zweite Summe gilt:

+e7] (k+1)e
/ (ke —x) f(x)dx (2.47)
k=—[e2] 7K€

<ef = e (F(4o0) = F(—em)) <.

)

was offenbar nach Null konvergiert (Wir haben hier F(do0) = lim,_, 1. F(x) ge-
setzt). Daraus folgt aber sofort die Behauptung. 0O

Fiir Zufallsvariablem mit absolut stetiger Dichte ist also die Berechnung der
Erwartungswerts auf die Berechnung eines Riemann-Integrals zuriickgefiihrt. Dies
ist natiirlich ungemein praktisch, da wir nun die Techniken der Analysis einsetzen
konnen.
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2.6 Beispiele von WahrscheinlichkeitsmaBen.

Das einfachste Wahrscheinlichkeitsma$ aus R ist wieder das Dirac-Maf; an einem
Punkt r € R, geschrieben &;. Es ist definiert durch

8(A) = 14 (1), (2.48)
fiir jedes A € B(RR). Die zugehérige Verteilungsfunktion ist

0, x<t
Ex)=<" ’ 2.49
,(x) {1 x>t. ( )

)

Einige besonders wichtige diskrete Verteilungen sind:

Bernoulli Verteilung Ber(p).

P, =pdi+(1—p)d. (2.50)
Diese Verteilung kommt von einem Miinzwurf, in dem mit Wahrscheinlichkeit p
Kopf (und mit Wahrscheinlichkeit (1 — p) Zahl erscheint). Die Zufallsvariable X,

definiert durch X (Kopf) = 1,X(Zahl) = 0 hat dann die Verteilung P. Die Vertei-
lungsfunktion ist gegeben durch

0, x <0,
Fy(x)=¢1-p, 0<x<1, (2.51)
1, x> 1.

Binomialverteilung Bin(n, p).

Die wichtige Binomialverteilung haben wir schon kennengelernt. Daraus sehen wir,
dass die Verteilung von f gegeben ist durch

n

Pup=Y. (Z) Pr(1=p) e (2.52)

k=0

Poissonverteilung Poi(p).

Eine weitere wichtige Verteilung is die Poissonverteilung, eingefiihrt von Simén-
Denis Poisson (1781-1840). Die Poissonverteilung ist die Verteilung einer Zufalls-
variablen, die Werte in den nicht-negativen ganzen Zahlen annimmt. Sie ist gegeben
durch
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Abb. 2.1 Wahrscheinlichkeiten fiir Bin(n = 15, p = 0.7).

w ok

Py= Y Pre P, (2.53)
k=0
oder
p*
Po(k) = Bre?, (2.54)

fiir k € Ny, wobei p > 0 ein Parameter ist. Die Poissonverteilung hiingt mit der Bino-
mialverteilung durch einen Grenziibergang zusammen. So kdnnen wir leicht sehen
dass, wenn p = p /n gewihlt wird, die Koeffizienten P, , /,(k) der Binomialvertei-
lung gegen P, (k) (fiir festes k) konvergieren:

k

. . nl p & Pt
WP py(k) =lim e =y (= /)" f=ge (2.55)
Hier haben wir benutzt, dass
n!
m — 17 wenn n T oo, (256)
und
(1—p/n)" —e™P, wennn? oo, (2.57)

und schliesslich (1 —p/n)~% — 1.
Die Poissonverteilung ist die kanonische Verteilung fiir die Haufigkeit des Auf-
tretens sehr seltener Ereignisse.

Geometrische Verteilung Geo(q).

Dies ist wieder eine Verteilung auf den natiirlichen Zahlen mit

P,(k)=¢"'(1—-¢), keN. (2.58)
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Abb. 2.2 Wahrscheinlichkeiten fiir Poi(p = 5).

Sie hat eine wichtige Interpretation im Kontext des unendlich oft wiederholten
Miinzwurfs mit Parameter p: Wenn N die Nummer des Miinzwurfs bezeichnet, bei
dem erstmalig “Zahl” (= 0) erscheint, dann ist mit

P({N =k}) = p* (1= p) = Pp(k).

0.15
wl .
[0 .

1 2 3 4 5 [ 7 £ 9 Mmooz 13 14 15

Abb. 2.3 Wahrscheinlichkeiten fiir Geo(g = 0.2).

Eine Vielzahl in der Praxis verwendeter Wahrscheinlichkeitsmafe ist absolut ste-
tig. Dies liegt, wenigstens zum Teil, daran, dass diese einfacher zu handhaben sind
wenn es um konkrete Berechnungen geht. Wichtige Beispiele sind etwa:

Gleichverteilung %/.

Fiir ein Intervall 7 = [a,b] C R ist die Gleichverteilung auf I definiert als das W-Maf}
auf R mit Verteilungsfunktion
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0, x<a,
F(x)=43=%, a<x<b, (2.59)
1 x>b.

Wie wir sehen, ist diese Verteilung absolut stetig mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

1
flx) = ml[a,b] (x). (2.60)
GauB-Verteilung ./ (m, 62).

Die mit Abstand wichtigste Verteilung ist ebenfalls absolut stetig mit Wahrschein-
lichkeitsdichte

1 N2
¢m,gz(x)zmexp <(X2(:Z)> (2.61)

wobei m € R Mittelwert, 6 > 0 Standardabweichung und o2 Varianz heisst. Man
kann leicht nachpriifen, dass die Funktion

D)= [ 90w .62)

in der Tat eine Verteilungsfunktion ist (man muss nur nachpriifen, dass
limyteo @, 52(x) = 1). Eine Zufallsvariable X mit dieser Verteilung hat den Erwar-
tungswert m und die Varianz o2
Integrale nachpriift:

, was man durch Berchnung der entsprechenden

oo

E[x] = / 0,02 (X)d (2.63)

Var(X) = E [(X — E[X])?] = /7 i (x—m)2,, o2 (¥)dx. (2.64)

Wenn m = 0 und 62 = 1, so nennt man die Verteilung die Standardnormalvertei-
lung. Beachte, dass man alle Berechnungen durch die Substitution (x —m)/c =y
auf diesen Fall reduzieren kann.

Aus vielen guten Griinden ist die Gaul3-Verteilung die erste Wahl, wenn es um die
Verteilung von Abweichungen um ein typisches Verhalten geht. Der Grund hierfiir
wird sich bei der Diskussion des zentralen Grenzwertsatzes offenbaren.

Interessanterweise wurde die GauB3-Verteilung von dem in England lebenden
Franzosen Abraham de Moivre (26.05.1667-27.11.1754) 1733 als Approximation
der Binomialverteilung eingefiihrt. Gaufl benutzte sie erst 1794 (publiziert 1809) in
der Fehlerrechnung (Methode der kleinsten Quadrate).
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Abb. 2.4 Dichte der GauB-Verteilung fiir m =2 und o = 1.

u_: o
7N
.15 , *

1

005

Abb. 2.5 GauB-Verteilung und approximierende Binomialverteilung fiir n = 15 und p = 0.5.

Exponentialverteilung Exp(a).

Dies ist wieder eine absolut stetige Verteilung mit ist die Wahrscheinlichkeitsdichte

Ja(x) = ae™ " Ljg oy (x). (2.65)
Im Gegensatz zur GauB3-Verteilung konnen wir hier die Verteilungsfunktion explizit
ausrechnen:
0 x<0
F(x)=<" ’ 2.66
ax) {le_“", x> 0. (2.66)

Die Exponentialverteilung tritt insbesondere als Verteilung von Wartezeiten ger-
ne auf. Thr Charakteristikum ist die “Gedéchtnislosigkeit”. a > 0 is ein Parameter.
Wie man nachrechnet ist der Erwartungswert einen Zufallsvariablen, deren Vertei-
lung die Exponentialverteilung mit Parameter a is gegeben durch

E[X] = / xae “dx=a"". (2.67)
0
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Abb. 2.6 Dichte der Exponentialverteilung mit a = 1.

Cauchy-Verteilung Cauchy(a).

Diese hat die Dichte
a1
P (x) - ; a2 +x2
Diese Verteilung zeichnet sich dadurch aus, dass die Funktion x nicht gegen sie
integrierbar ist, d.h. dass kein Mittelwert existiert.
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Abb. 2.7 Dichte der Cauchyverteilung mit a = 1.






Kapitel 3
Bedingte Wahrscheinlichkeiten,
Unabhaéngigkeit, ProduktmaBe

In diesem Kapitel fithren wir einige der wichtigsten Konzepte der Wahrscheinlich-
keitstheorie ein. Unabhingige Zufallsvariablen sind die wichtigsten Bausteine um
kompliziertere Modelle von zufilligen Ereignissen zu konstruieren.

3.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wir betrachten nunmehr einen Wahrscheinlichkeitsraum
(2,5,P). Es seien A,B € § zwei Ereignisse. Die Wahr-
scheinlichkeit von AN B, d.h. das gleichzeitige Eintreten bei-
der Ereignisse ist P(ANB) < min(P(A),P(B)). Was uns nun
interessiert ist, wie Information iiber das Ereignis B unsere
Annahmen {iiber das Ereignis A beeinflussen. Dazu definie-
ren wir die bedingte Wahrscheinlichkeit:

Definition 3.1. Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und seien A, B € §. Sei P(B) > 0. Dann heisst

P(ANB)

P(A|B) = F(B)

3.1)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Diese Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist einleuchtend und kompati-
bel mit der frequentistischen Interpretation von Wahrscheinlichkeiten: Wenn P eine
empirische Verteilung ist, dann stellt P(A|B) offenbar die Frequenz des Eintretens
von A unter all den Experimenten mit Ausgang in B dar.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit hat zwei wichtige Eigenschaften:

Satz 3.2. Sei B € § mit P(B) > 0.

33
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(i) Die bedingte Wahrscheinlichkeit, P(-|B) definiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs
auf dem Raum (B,§NB), wo

§NB={ANB,AcF} (3.2)

(ii) Sei B, € §, n € N, eine paarweise disjunkte Folge von Mengen, so dass (a)
UnenBn = Q, (b) P(B,) > 0, fiir alle n. Dann gilt, dass, fiir alle A € §,

Y P(A|B,)P(B,) = P(4) (3.3)

neN

Beweis. Wir beweisen den Satz nur fiir den Fall, dass Q2 endlich ist. Zunichst ist FN
B eine Algebra. Erstens ist ) = 0N B € FNB. Sein A € §. Dann ist das Komplement
von AN B in B gerade B\(ANB) = A°NB € FNB. Schliesslich ist mit Aj,A; € §
auch (A|NB)U(A2NB) = (A UA)NB € FNB.

Als nichstes priifen wir, ob IP(-|B) ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Offenbar gilt
P(B|B) = 1 und P(0|B) = 0. Weiterhin gilt, dass, fiir A CB,

P(B\A
P(B\A|B) = ];(1\3) ) (3.4)
_P(B)-P@A)
P(B) =1-P(A|B).
Fiir A|,A; disjunkte Teilmengen von B gilt
. P(Al UAZ) . ]P)(Al)—‘r]P)(Az) .
P(Al UA2]B> = "pE - B () =P(A|B) +P(A2|B). (3.5)
und somit gilt (i).
Wegen (ii) schreiben wir
Z P(A|Bn)P(Bn) = Z P(AmBn)
neN neN
=PANU,B,) =P(ANQ) =P(A). (3.6)

O

Definition 3.3. Zwei Ereignisse A, B € §, mit P(B) > 0 und P(A) > 0, heissen un-
abhdngig, genau dann wenn
P(A|B) = P(A), (3.7)

beziehungsweise (was das gleiche ist), wenn
P(ANB) =P(A)P(B). (3.8)

Allgemeiner heissen n Ereignisse, A, ..., A, unabhingig, genau dann, wenn fiir alle
m<nund 1 <ij <ir <...<i,<ngilt
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]P’( ﬂAik> =[IP@,) (3.9)
k=1 k=1

Es ist bequem den Begriff der Unabhingigkeit auch auf o-Algebren zu iibertragen,

Definition 3.4. Sei (2,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien § C § und
B C § ebenfalls o-Algebren. Dann heissen § und B unabhiingig, genau dann wenn
fiir alle Ereignisse A € § und B € B, A und B unabhéngig sind.

Ein triviales Korollar aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist die
beriihmte Bayes’sche Formel:

Satz 3.5. Seien A,B € § und P(A) > 0, P(B) > 0. Dann gilt

P(B)
P(B|A) =P(A|B) —= 3.10
(Bl4) = P(AIB) 55 (3.10)
Beweis. Der Beweis folgt durch Einsetzen der Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit in beiden Seiten. 0O

Die Formel ist in der Statistik von grosser Bedeutung. Thomas Bayes (1702 -
1761) hat diesen Satz in seinem Werk “Essay towards solving a problem in the
doctrine of chances” in einem speziellen Fall hergeleitet. Da Bayes von Beruf Prie-
ster war, ist sein Interesse an Wahrscheinlichkeiten wohl rein akademischer Natur
gewesen. Ein Beispiel soll zeigen, dass man aus ihr durchaus nicht vollig intuitive
Ergebnisse gewinnen kann.

Beispiel. Ein Test auf Vogelgrippe liefert mit Wahrscheinlichkeit von 99% ein kor-
rektes Ergebnis. Ein bekanntes Pharmaunternehmen empfiehlt, sich sofort testen zu
lassen, und bei positivem Resultat sofort Oseltamivirphosphat prophylaktisch ein-
zunehmen. Fiir wen ist das sinnvoll?

Wir nehmen dazu an, dass der tatsidchliche Durchseuchungsgrad x betrigt. Wir
bezeichnen das Ereignis “krank” mit A und das Ereignis “Test richtig” mit B. Dann
ist das Ereignis C ="positiv auf Vogelgrippe getestet” gegeben durch

C=(ANB)U(A°NB°)

Offenbar gilt
P(ANB) =xx0.99

und
P(A°NB°) = (1 —x) x0.01

Insbesondere ist
P(C)=0.01+xx0.98 > 1%

, unabhingig vom tatsdchlichen Wert von x.

Angenommen nun, eine Versuchsperson sei positiv getestet worden. Wie wahr-
scheinlich ist es, dass sie auch krank ist? Dazu miissen wir P(A|C) berechnen. Nach
der Formel von Bayes ist dann
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P(A[C) = IP’(C|A)E;E?;§ _ P([ES(;)A) _ Pﬁ(gf) 3.11)
£ % 0.99

T xx099+(1—x) x0.01"

Wenn x < 1 ist, dann ist im wesentlichen P(A|C) = 100P(A) < 1, d.h. der Test hat
eigentlich keine neue Information gebracht, bzw. fast alle positiv getesteten erwei-
sen sich im Nachhinein als gesund....

3.2 Unabhingige Zufallsvariablen

Wir kommen nun zu dem sowohl wichtigen als auch niitzlichen Konzept der un-
abhingigen Zufallsvariablen.

Definition 3.6. Sei (Q2,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X;, X, Zufalls-
variablen. X; und X; heissen unabhdngig, genau dann unabhingig sind, wenn fiir
alle Mengen By, B; € B,

P({X] € B]} N {Xz S Bz}) = P({Xl € Bl})P({XZ < BQ}). (3.12)

Anmerkung. Wenn die Zufallsvariablen nur abzihlbar viele Werte annehmen, so
geniigt es dass fiir alle a € X1 (Q), b € X»(€) (also fiir a, b in den jeweiligen Werte-
bereichen der Zufallsvariablen),

P({X; = a} N {X, = b}) = P({X) = a})P({Xs = b}). (3.13)

Die Verallgemeinerung auf eine beliebige Anzahl von Zufallsvariablen ergibt
sich analog:

Definition 3.7. Sei (2,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X1,X5,...X,
eine Familie von Zufallsvariablen. Dann heisst diese Familie eine Familie von un-
abhingigen Zufallsvariablen, genau dann wenn fiir alle Mengen By, ...,B, € B die
Ereignisse X (By),...,X!(B,) unabhingig sind.

Die Bemerkung oben iibertréigt sich analog.
Das folgende Lemma gibt eine alternative Charakterisierung der Unabhingigkeit.

Lemma 3.8. Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X, X, unabhiingige
Zufallsvariablen. Seien g1,g> messbare Funktionen von (R,B) nach (R,B). Es sei-
en ferner E|g;(X;)| < oo. Dann gilt

E[g1(X1)g2(X2)] = Efg1(X1)]| E[g2(X2)]- (3.14)

Beweis. Wir beweisen diesen Satz nur fiir den Fall, dass die Zufallsvariablen X;
nur endlich viele Werte annehmen. Dann interessiert uns nur die Restriktion der
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Funktionen g; auf die jeweiligen Wertebereiche S; = X;(£2). Daraus folgt aber, dass
fiir jedes 0 € Q,

gi(Xi() =) gi(a)1.(Xi(w)). (3.15)

acs;

Damit gilt wegen der Linearitiit des Erwartungswerts

Elgi(X)g2X)] =Y, Y gi(a)g(a)E (L, (X1)14,(X2)]

aj€S1aeS,

= Y Y si(a)g(@)P{Xi =a}n{X = a})

a1€S1 ar€SH

= Z Z gl(al)gz(az)]P’(Xl GA])]P)(XZ GAZ)

a1 €81 aES,

= E[g1(X1)|E[g2(X2)], (3.16)
wo wir (3.13) benutzt haben. Dies liefert sofort (3.14). O

Anmerkung. Die Ubertragung auf den Fall, dass X; abzihlbar viele Werte annimmt
ist unproblematisch.

fJbung. Beweisen Sie den Umkehrschluss zu Lemma 3.8, d.h., wenn (3.14) gilt fiir
alle Wahl von g1, g2, dann sind X; und X, unabhingig.

Eine Eigenschaft, die der aus dem Lemma @hnlich sieht, aber deutlich schwicher
ist, ist die sogenannte Unkorreliertheit von Zufallsvariablen.

Definition 3.9. Sei (Q2,§,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X, X, Zufalls-
variablen. X| und X, heissen unkorreliert, genau dann wenn gilt

E[X,X,] = E[X|]E[Xa]. (3.17)

Offensichtlich ist die Unkorreliertheit viel leichter nachzupriifen als die Un-
abhingigkeit. Haufig wird erstere darum auch als erstes Indiz fiir die Unabhédngigkeit
benutzt. Allerdings muss man sich klarmachen, dass dieses Indiz keinesfalls schliissig
ist. So seien X,Y zwei unabhingige, gleichverteilte Zufallsvariablen, und Z; =
X+Y,Z_=X-Y. Dann sind Z,,Z_ unkorreliert. Im allgemeinen sind sie aber
nicht unabhéngig. Dazu betrachten wir den Fall der Bernoulli Verteilung mit Para-
meter p = 1/2. Dann ist

P(Z_=0|Zy =2)=1 aber P(Z_=0[Z,=1)=0,

was sofort die Unabhingigkeit falsifiziert.

3.3 Produktriume

Unabhingige Zufallsvariablen konnen wir explizit konstruieren. Dazu betrachten
wir zwei Wahrscheinlichkeitsrdume, (2;,§1,P;) und (£2,52,P,) und messbare
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Funktionen X : 2 — R, X, : 2, — R. Die Idee ist, einen Wahrscheinlichkeits-
raum iiber dem Produktraum Q; x £, zu konstruieren, beziiglich dessen X; und
X5 unabhingige Zufallsvariablen sind. Dazu fiihren wir zunéchst die entsprechende
o-Algebra ein.

Definition 3.10. Die Produkt-c-Algebra, §| ® §2, ist die kleinste o-Algebra, die
alle Mengen der Form C =A x Bmit A € §1,B € §» enthilt.

Wir nennen Mengen der Form A x B gelegentlich Rechtecke, obwohl das etwas
irrefiihrend ist.

Der néchste Schritt ist die Konstruktion eines W-MaRes auf (2 X 2,5 @ F2)
fiir das die Unter-o-Algebren §1 X €25 und £ X §» unabhingig sind.

Sei C € §1 ®§». Fiir jedes x € Q) und jedes y € £, fithren wir die Mengen

C={ye:(x,y) €C} (3.18)

und
C={xeQ:(xy) eC} (3.19)

ein. Diese Mengen sind gerade die ”Scheiben”die man aus den in der Produkt-c-
Algebra enthaltenen Mengen herausschneiden kann. Entsprechend definieren wir
auch fiir jede messbare Funktion X auf Q; x €, fiir jedes x € Q; die Funktion
X:(y) = X(x,y) und fiir jedes y € €, die Funktion X”(x) = X(x,y). Das nichste
Lemma zeigt, dass die Menge C, und C” jeweils in §> bzw. §, liegen, sowie dass
die Funktionen X, und X” messbar bez. der o-Algebren §, bzw. §; sind.

Lemma 3.11. Mit den Definitionen von oben gilt:

(i) Fiir jedes C € §1 @52 und x € 1,y € £ ist Cx € §2 und C¥ € §.
(ii) Fiir jede messbare Funktion, X : 21 X 2y — R, und x € Q1,y € Q, ist X,
messbar beziiglich §, und X” messbar beziiglich 5.

Beweis. Wir setzen fiir x € Q; (fiir y € €2, ist das Beweis analog),

& ={CeFI®F:C €T}

Dann enthilt €, sicher die einfachen Mengen C = A x B mit A € § und B € §>.
Denn entweder ist dann x € A und C, = B, oder x ¢ A und C, = 0. Beidemal ist
C; € §2. Nun kann man andererseits leicht nachweisen, dass € eine o-Algebra ist.
Da diese aber den Erzeuger von §1 ®§> enthilt, andererseits per Konstruktion nicht
grosser als §1 ® §7 ist, muss €, = §; ® §» gelten.

Weiter ist fiir jede messbare Menge D C R,

X, '(D)={ye2:X()eD}={ye X :X(xy)eD}  (3.20)
={yeQ:(xy) ex (D)} = (x'(D)).,

die aber nach (i) in §7 liegt. Damit ist das Lemma bewiesen. 0O
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Satz 3.12. Seien P, P, Wahrscheinlichkeitsmafie auf (21,§1), bzw. (22,5F2). Dann
existiert ein einziges Wahrscheinlichkeitsmaf3, P = P; ® P», genannt das Produkt-
maf, auf der Produkt-c-Algebra, §1 Q§2, mit der Eigenschaft, dass fiir alle A € §
und B € §»

Py ® P, (A x B) =P (A)P2(B). (3.21)

Beweis. Wir beweisen die Aussage wieder nur fiir den Fall endlicher Mengen. Es
folgt dann namlich aus dem vorherigen Lemma, dass jede Menge in §; ® §» eine
disjunkte Vereinigung von endlich vielen Rechtecken ist. Damit legt die Formel zu-
sammen mit der Additivitétsregel die Masse jedes Elements der Produkt-o-Algebra
fest. Die Giiltigkeit der Additivitit fiir Rechtecke ist ebenfalls leicht nachzupriifen,
wobei man gut Lemma 1.11 verwenden kann. 0O

Der Punkt ist nun, dass, wenn X; Zufallsvariablen auf (£;,5;), i = 1,2, sind,
dann sind X; und X, unabhingige Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2 X 2,,§ ® F2,P; ® ) sind. Dies ist die kanonische Konstruktion von
unabhingigen Zufallsvariablen.

Es ist offensichtlich, dass durch Iteration die obige Konstruktion auf beliebige
endliche Produkte von Wahrscheinlichkeitsmafen ausgedehnt werden kann.

Im Fall endlicher Mengen und wenn die o-Algebren die Potenzmengen sind,
wird alles noch etwas einfacher:

Lemma 3.13. Seien (21, 2(21),P1),...,(2y, P(2,),P,) endliche Wahrschein-
lichkeitsrdume und seien p;, . .., p, die jeweiligen Wahrscheinlichkeitsvektoren. Dann
gilt:

(i) P(2)Q - QP(Q,)=P (21X X)),

(ii) Das Produktmass P} ® - - - @ P,, hat den Wahrscheinlickeitsvektor

p(@)=p(o,...,0,) =pi1(0))...py(0). (3.22)
Beweis. Der Beweis ist sehr einfach und soll als Ubung ausgefiihrt werden. O

Korollar 3.14. Es seien Xi,...,X, unabhdngige Zufallsvariablen die nur endlich
viele Werte annehmen. Fiir x; € Sy = Xi(Q) sei pr(xx) = P(Xx = xi). Sein ferner
F : R, — R eine Funktion. Dann gilt

EF(Xi,....X)] =Y, ... Y F(xi,...x)p1(x1) ... pn(xn). (3.23)

X1 ESk Xn €Sy
Beweis. Ubung! O

Beispiel. Wir betrachten das Werfen von n Miinzen. Der Zustandsraum jeder Miinze
ist Q; = {0,1}. Dann ist der Zustandsraum der n Wiirfe Q; x --- x Q,, = {0, 1}". Je-
de einzelne Miinze hat eine Bernoulliverteillung mit Parameter p. Die Zufallsvaria-
blen Xi,...,X,, wo X;(®;,...,®,) = ; sind dann unter dem n-fachen Produktmaf
unabhingig und gleichverteilt.
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Unabhiingige Zufallsvariablen sind ein wesentlicher Baustein der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Vielfach wird im alltdglichen Sprachgebrauch der Begriff Un-
abhingigkeit mit dem der Zufilligkeit gleichgesetzt. So geht man stillschweigend
davon aus, dass die sukzessiven Ausgéinge eines Roulettspiels unabhéngig sind, und
wird dies als den zufilligen Charakter des Spiels betrachten.

Beispiel. (Gewinnen mit bedingter Wahrscheinlichkeit). Ein schones Beispiel, das
zeigt wie man Nutzen aus der Kenntnis des Konzepts der bedingten Wahrscheinlich-
keit und Produktmal} ziehen kann, ist folgendes Spiel. Alice schreibt zwei Zahlen,
auf je einen Zettel. Dann wirft sie eine faire Miinze und zeigt Bob je nach Ausgang
des Wurfs entweder den einen oder den anderen Zettel. Nennen wir die gezeigte
Zahl im folgenden y und die versteckte Zahl x. Die Aufgabe von Bob besteht darin,
zu erraten, ob x > y oder ob x < y. Alice bietet Bob eine Wette mit Quote 1 : 2 an.
Soll Bob die Wette annehmen?

Die Antwort auf die Frage ist ja, und zwar weil Bob in der Lage ist, die richtige
Antwort mit einer Wahrscheinlichkeit vom mehr als 1/2 zu geben. Dazu muss er
sich nur eine geschickte Strategie ausdenken!

Eine solche Strategie sieht so aus: Bob zieht gemiB einer GauBverteilung .4 (0, 100)
eine Zufallszahl, Z. Nun vergleicht er x mit Z: Wenn Z > y, so rit er y < x, wenn
Z <yraterx <y.

Um zu sehen, warum das funktioniert, wollen wir das ganze etwas formalisieren.
Gegeben sind zwei Zahlen, xo < x;. Ferner gibt es eine Bernoulli Zufallsvariable, B,
mit Parameter 1/2, definiert auf einem W-Raum (£;,§,P;). Die Bob zugéngliche
Information ist nur die Zufallsvariable Y = xp. Ziel des Spiels ist es, B zu schitzen,
denn wenn Bob B kennt, kann es sagen, ob Y gleich xy oder x; ist, mithin ob es
die grossere oder die kleinere Zahl war. Das bedeutet, dass Bob eine neue Zufalls-
variable konstruieren will, die von Y abhéngt und B voraussagen ldsst. Dazu fiihrt
der Spieler einen neuen Wahrscheinlichkeitsraum (£2;,52,P,) ein, auf dem er ei-
ne Gaul3’sche Zufallsvariable, Z konstruiert. Nun betrachten wir den Produktraum,
(21 X 27,51 ®F2,P=P; ®P,). Auf diesem sind die Zufallsvariablen B und Z un-
abhingig. Bob’s Strategie ist es, auf diesem Produktraum eine neue Zufallsvariable,
A, zu konstruieren, deren Wert nur von (den dem Spieler bekannten Werten von) Z
und Y abhéngt ist, die aber mit B positiv korreliert in dem Sinne, dass

P(A=B)>1/2.
Die Wahl von A ist
A= ]lZ<Y

Wir sehen, dass, da Y ja von B abhingt, A und B nicht unabhéngig sind. In der Tat
ist

Nun konnen wir benutzen, dass, wenn B=1,Y = x{, und wenn B=0, Y = xg.
Also folgt
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PA=B)=P{Z<Y}n{B=1})+P{Z>Y}N{B=0})
= JB(Z < xs}[{B=1))+ 5P((Z > )} (B =0}

1
= §(P2(2<x1)+]P’2(Z2x0))
1 1 1
= 4= < .
2+2P2(x0_Z<x1) > 5

Das wollten wir aber nur zeigen.

3.4 Unendliche Produkte

Natiirlich wiirden wir letztlich gerne von der Verteilung von “beliebig”, also “unend-
lich” vielen Zufallsexperimenten, etwa Miinzwiirfen, sprechen. Ist das wirklich so
schwierig? Wir konnten zunichst geneigt sein, diese Frage zu verneinen. Nehmen
wir dazu als einfache Riume €; endliche Mengen (etwa Q; = {0,1}). Die Frage
ist dann, was die geeignete o-Algebra fiir den unendlichen Produktraum ®; , €2;
sein soll. Ahnlich wie im Fall der reellen Zahlen kann man hier nicht einfach die
Potenzmenge nehmen, sonder man betrachtet eine kleinere o-Algebra, die Produkt-
o-Algebra Wir wollen uns bei unserem Vorgehen von praktischen Erwédgungen lei-
ten lassen. Nun ist es ja so, dass wir auch wenn wir unendlich viele Miinzwiirfe
durchfiihren wollen, uns stets zunéchst fiir den Ausgang der ersten n davon inter-
essieren, d.h. wie betrachten zunichst jeweils nur endlich viele auf einmal. Das
heisst, dass unsere o-Algebra sicher alle endlichen Produkte von Elementen der -
Algebren der einfachen Mengen €2; enthalten soll. Wir konnen uns ohne weiteres
auf den Standpunkt stellen, dass ausser diesen nur das Unvermeidliche noch dazu
genommen werden soll, also dass die o-Algebra B([]; ;) gerade die von diesen
Mengen erzeugte ¢-Algebra sein soll.

Definition 3.15. Seien (£2;,F;), i € N, Messrdume, Q= ®7° ,£2; der unendliche Pro-
duktraum. Dann definieren wir die Plodukt—G—Algebra, T, tiber Q als die kleinste
o-Algebra, die alle Teilmengen von  der Form

A=QRAR)Q; (3.24)

el jgl

enthilt, wo A; € §; und I = (iy,...,i) C N endlich ist. Die Mengen A der Form
(3.24) heissen Zylindermengen.

Notation: Die Notation in (3.24) bedeutet

QAR Q2j=B1 xByxB3 x -+ (3.25)
i€l jgl

wobei B; = A; fallsi € [und B; = Q; falls i ¢ I.
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Definition 3.16. Seien (Q;,§;,P;), i € N, Wahrscheinlichkeitsriume. Dann definie-

ren wir das unendliche ProduktmaR, P= ®;P;, auf (ﬁ@) dadurch, dass fiir alle
Zylindermengen A der Form (3.24)

P(A) = []Pi(A). (3.26)

i€l

Die Produkt-c-Algebra enthilt eine dusserst reiche Klasse von Mengen, jedoch
ist sie wieder, und zwar selbst in dem Fall, dass Q2 endlich ist, kleiner als die Potenz-
menge. In der Tat ist sie ihrer Natur nach der Borel’schen o-Algebra vergleichbar.

Wir konnen mittels der Konstruktion unendlicher Produktriume nun unendliche
Folgen von Zufallsvariablen konstruieren.

Definition 3.17. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heisst eine Folge
X, n € Ng von Zufallsvariablen X, — S C R ein stochastischer Prozess (mit diskre-
ter Zeit).

Beachte, dass wir fiir einen stochastischen Prozess fordern, dass alle X,, auf dem-
selben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein sollen. Dazu muss die o-Algebra §
hinreichend gross sein, so dass Mengen X, ' (S) in § enthalten sind. Um dies si-
cherzustellen, liegt es nahe, fiir (2,5§) gerade einen unendlichen Produktraum zu

wihlen, im Fall, dass S endlich (oder abzihlbar) ist etwa (§, %)

Definition 3.18. Eine Folge von Zufallsvariablen X,,n € Ny heisst eine Folge un-
abhingiger Zufallsvariablen genau dann, wenn fiir jede endliche Teilmenge I C Ny,
die Familie (X;,i € I) eine Familie von unabhingigen Zufallsvariablen ist.

Beachte, dass wir immer nur endlich viele Zufallsvariablen auch Unabhingigkeit
testen miissen.

Unendliche Folgen unabhéngiger Zufallsvariablen sind die wichtigsten Baustei-
ne der Wahrscheinlichkeitstheorie. Mit ihrer Hilfe konnen wir insbesondere die Fol-
ge der Ergebnisse von (beliebig oft) wiederholten identischen Zufallsexperimenten
modellieren, also etwa wiederholte Miinzwiirfe, Roulettespiele, etc.

Im allgemeinen gilt fiir stochastische Prozesse, dass das die Wahrscheinlichkeits-
verteilung eines solchen Prozesses schon bestimmt ist, wenn wir die Verteilung aller
Famillien X;,i € I, wo I endliche Teilmenge von Ny sind, kennen. Dies formal zu
beweisen wiirde iiber den Rahmen dieser Vorlesung allerdings hinausgehen.

3.5 Summen von unabhiingigen Zufallsvariablen

Ein weiter Teil der Wahrscheinlichkeitstheorie behandelt die Eigenschaften von
Funktionen von unabhdngigen Zufallsvariablen. Insbesondere deren Summen, aber
auch anderer, wie etwa der Maxima. In der Vorlesung werden wir uns im weiteren
ebenfalls weitgehend darauf konzentrieren.
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3.5.1 Die Irrfahrt

Gerne betrachten wir eine leichte Abwandlung der Summe S,,: wir wihlen statt der
Bernoulli-Variablen X; die (manchmal') sogenannten Rademacher Variablen, Y;, mit
der Eigenschaft, dass

P(Y;=1)=1-PY;=—1)=p, (3.27)

wobei der Fall p = 1/2 von besonderem Interesse ist. In diesem Fall nennen wir die
Folge von Zufallsvariablen

&:in (3.28)

die einfache (falls p = 1/2 symmetrische) Irrfahrt auf Z. Beachte dass die Folge S,,
n € N selbst wieder eine Zufallsfolge ist, allerdings natiirlich keine unabhingigen.
Sy ist unser erster stochastische Prozess neben unabhingigen Zufallsvariablen.

30 | A I'I', .'||

C L
I.II Iﬁ e { 4] A0 A B0 104K}

Abb. 3.1 Eine Realisierung der symmetrischen Irrfahrt: Abbildung von {(k,S;),0 <k <n =
1000}.

Das Interesse an S, ist in natiirlicher Weise dadurch begriindet, dass es die Ent-
wicklung des Gewinns (oder Verlustes) eines Spielers darstellt, der wiederholt auf
den Ausgang von Miinzwiirfen wettet und dabei jeweils einen festen Betrag, 1, setzt,
und er bei Gewinn 2 Euro erhilt.

Unser Formalismus, d.h. die Modellierung von wiederholten Spielen durch un-
abhingige Zufallsvariablen, erlaubt es uns nun nicht nur einzelne Spiele, sondern
ganze Folgen von Spielen zu analysieren. An dieser Stelle ist es vielleicht interes-
sant, zwei Beispiele von Resultaten, die wir damit erhalten konnen zu betrachten.

Dir Irrfahrt kann auch als einfaches Modell fiir eine zuféllige Bewegung gesehen
werden, etwa als die Position einer Person, die zufillig Schritte der Lange 1 nach

1 Oft werden auch die folgenden Rademacher Variablen als Bernoulli Variablen bezeichnet.
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links oder rechts macht. Man kann dieses Modell leicht auch auf Bewegungen in
hoheren Dimensionen verallgemeinern.

3.6 Das Gesetz der groBen Zahlen

In diesem Abschnitt werden wir den vielleicht wichtigsten Satz der Wahrschein-
lichkeitstheorie beweisen, das sogenannte Gesetz der grofien Zahlen. Das Gesetz
der groflen Zahlen macht fiir den Fall des Modells von unabhingigen Zufallsvaria-
blen den Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeit und Frequenz mathematisch
rigoros.

Unser Ziel ist es den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 3.19 (Schwaches Gesetz der groBen Zahlen). Sei (Q,F,P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum. Seien X;, i € N, unabhdngige, identisch verteilte, Zufallsvariablen
mit endlichem Erwartungswert L = E[X;]. Sei S, =Y.' | X; und endlicher Varianz
var(X;) = 62 < oo. Dann konvergiert S, /n in Wahrscheinlichkeit gegen u, d.h. fiir
jedes € > 0 gilt,

im P (|n~'S, —u| > €) =0. (3.29)

n—oo

Beweis. Die erste naheliegende Idee um ein Gesetz der grofen Zahlen zu erhalten
ist die Verwendung der Chebychev-Ungleichung, sieche Lemma (2.11). Wir konnen
zundchst ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 4 = 0 annehmen. Nun sieht man
schnell, dass man mit einer Abschétzung

n .
IP( > s) < EIEL, Xl _ EX (3.30)

B né &
nicht weiterkommt, da die rechte Seite nicht von n abhingt.
Die néchste Idee wire es mit der Markov-Ungleichung, Korollar 2.13 der Ord-

nung zwei zu versuchen, ndmlich
E (T X))
>e| < ————. (3.3D)

P < n2e?

Wenn wir hier das Quadrat entwickeln, so sehen wir, das alle gemischten Terme

n
n_l ZX,’
i=1

n
n_l ZX,’
i=1

2
E[XiX;], i # j verschwinden, so dass wir die rechte Seite durch % = 0?%/(ne?)
abschitzen konnen. Dies geht fiir jedes € > 0 gegen Null, wenn n 1 oo, da wir ange-
nommen hatten, dass 62 < oo ist. 0O

Definition 3.20. Wenn fiir eine Folge von Zufallsvariablen Z,,n € N und eine reelle
Zahl a gilt, dass fiir jedes € > 0

limP (|, —a > €) =0, (3.32)
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sagen wir "Z, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen a”.

Wenn wir uns den Beweis anschauen, stellen wir fest, dass wir gar nicht benutzt
haben, dass die X; unabhingig sind, sondern nur, dass sie unkorreliert sind. Wir
haben also sogar folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.21. Seien X;, i € N, identische verteilte und paarweise unkorrelierte Zufalls-
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,§,P) mit endlicher Varianz c>.
Sei S, =Y.' Xi. Dann konvergiert die Folge n=1S, in Wahrscheinlichkeit gegen

E[X;).






Kapitel 4
Markov Prozesse

Un des grands avantages du Calcul des Probabilités est
d’apprendre a se défier des premiers apercus. Comme on
reconnait qu’ils trompent souvent lorsqu’on peut les soumettre
cu calcul, on doit en conclure que sur d’autres objets il ne faut
s’y livrer qu’avec une circonspection extréme®.

Pierre Simon de Laplace, Théorie Analytique des Probabilités

¢ Ein groBen Nutzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist es uns
zu lehren den ersten Eindriicken zu misstrauen. Da man feststellt,
dass diese da wo man sie mit mit Berechnungen konfrontieren
kann, oft tduschen, so muss man schliessen, dass man sich ihnen
in anderen Gegenstinden nur mit der dusserster Umsicht auslie-
fern darf.

Bislang haben wir formal den Begriff eines stochastischen Prozesses als unendli-
che Folge von Zufallvariablen eingefiihrt. Als explizites Beispiel hatten wir unendli-
che Folgen von unabhingigen Zufallsvariablen konstruiert. Aus diesen konnten wir
wiederum Summen bilden und die Irrfahrt als Model einer rein zufélligen Bewe-
gung betrachten. In diesem Teil der Vorlesung wollen eine in vielen Anwendungen
wichtige Klasse von stochastischen Prozessen, die sogenannten Markov Prozesse
behandeln. Diese sind in vieler Hinsicht die wichtigsten stochastischen Prozesse
iiberhaupt. Der Grund dafiir ist, dass sie einerseits so vielseitig sind, dass sehr vie-
le dynamischen Prozesse mit ihrer Hilfe modelliert werden konnen, andererseits
aber mathematisch noch einigermaf3en behandelbar sind. Wir werden in dieser Vor-
lesung natiirlich nur einige wenige, einfache Beispiele dieser reichen Klasse be-
trachten. Markov Prozesse wurden von Andrey Andreyevich Markov (1856-1922)
eingefiihrt.

4.1 Definitionen

Bausteine sind Familien von Zufallsvariable X;, die fiir gegebenes + Werte in einem
Raum S C R, dem sogenannten Zustandsraum, annehmen. Wir betrachten hier nur
den Fall, dass S eine endliche Menge ist. ¢+ nimmt Werte in einer sogenannten In-
dexmenge, I an. Die wichtigsten Beispiele sind / = Ny und I = R, wobei wir uns
hier auf den einfacheren Fall / = Ny einschridnken wollen. Wir interpretieren den
Index ¢ als Zeit, und fassen X; als Zustand eines Systems zur Zeit ¢ auf. Der sto-
chastische Prozess {X; };¢; ist als Familie von Zufallsvariablen definiert auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P) zu verstehen. Im Fall, dass 7 = Ny kénnen wir
natiirlich Q = SN und 5= %(S)®N0, also den unendlichen Produktraum, wéhlen.

47
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Eine wichtige GroBe ist die Verteilung des Prozesses X, formal gegeben durch das
MaB Py = PoX~!. Py ist dann ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (Yo, 253 (§)*MNo).

Definition 4.1. Ein stochastischer Prozess mit diskreter Zeit und endlichem Zu-
standsraum S heiflt eine Markovkette, genau dann, wenn, fiir alle n € Ny, und
X1,...,X, €8, fiir die

]P)[anl :anl,anz:anzw..,X():XO] >0, 4.1)
ist, gilt,

P [Xn = xn‘Xn—l =Xn—1,Xn-2 = Xp-2,...,X0 = xO} 4.2)
= ]P)[Xn :xn|Xn71 :anl] = pnfl(xnflaxn)

Anmerkung. Dieselbe Definition kann auch im Fall abzihlbarer Zustandsrdume ver-
wandt werden.

Satz 4.2. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Markovkette mit diskreter Zeit ist
eindeutig bestimmt durch die Angabe der Anfangsverteilung, m(x), x € S und der
Ubergangswahrscheinlichkeiten p,(x,y), n € N,x,y € S. Umgekehrt gibt es fiir jedes
Wahrscheinlichkeitsmaf3 my auf (S,2(S)) und einer Sammlung von Zahlen p,(x,y)
mit der Eigenschaft, dass, fiir alle n € N und alle x € S,

Y palx,y) =1, (4.3)

yes

eine Markovkette mir Ubergangswahrscheinlichkeiten p,(x,y) und Anfangsvertei-
lung m.

Anmerkung. Mann bezeichnet p, auch als Ubergangsmatrix. Eine Matrix mit der
Eigenschaft (4.3) nennt man auch stochastische Matrix.

Beweis. Wir zeigen, dass die endlich dimensionalen Verteilungen festgelegt sind.
Da wir auf einem endlichen Raum § arbeiten, geniigt es offenbar fiir alle n € N, und
alle x; € S, i < n, alle Wahrscheinlichkeiten der Form

]P)[Xn:xn,xnfl =Xn—1,---,X1 :)C1,X():X()] 4.4)

zu kennen. Nun ist aber wegen der Markoveigenschaft (4.2) und der Definition der
bedingten Wahrscheinlichkeit

PX, = xn, Xn—1 = Xn—1,...,X1 = x1,X0 = x0] 4.5)
=P[X, = x| X1 = X0 1|P[Xo—1 = X1, ..., X1 = x1,X0 = X0]

= Pn—1(Xn—1,%)P[ X1 = xp—1,..., X1 = x1,X0 = X0]

= Pn1(Xn—1,%0) Pn—2(Xn—2,Xn—1)P[Xy—2 = Xp2, ..., X1 = x1,X0 = X0

= Pn—1(Xn—1,%0) Pn—2(Xn—2,X01) . .. po(x0,%1 ) P[Xo = xo]

= Pn1(Xn—1,%n) Pn—2(Xn—2,Xn—1) - . . po(x0,%1 ) o (x0).
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O

Aus dieser Formel kénnen wir nun eine Gleichung fiir die Verteilung von X,
gewinnen, indem wir iiber alle moglichen Zwischenwerte summieren:

Korollar 4.3. Es gilt

PX,=xil] = Y mo(x0) Y, polxo.x1) Y pi(xi,xa)... Y, poo1(xn1,%0)

X0ES x| €S xS Xy 1E€S

= (Topop1p2- - pn-1)(xn), (4.6)
wobei hier die Produkte als Matrixprodukte verstanden sind.

Die Matrix popi ... psn—1 = Fo » nennt man auch n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit.
Fiir ihre Element gilt

P()J, (xo,x,,) = P[Xn = x,,\Xo = )Co]. (4.7)

4.2 Markovketten mit stationiren
Ubergangswahrscheinlichkeiten

Nach diesem allgemeinen Bemerkungen wollen wir uns zunéchst nur mit dem ein-
fachsten, aber bereits interessanten Spezialfall befassen, in dem

(i) der Zustandsraum, S, eine endlich Menge ist, also S = {1,...,d}, d € N, und
(i) die Ubergangswahrscheinlichkeiten p,_1(x,y) nicht von n abhingen.

Man nennst solche Markovketten zeitlich homogene Markovketten oder Markov-
ketten mit stationdren Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Beispiel. Ein sehr einfaches Beispiel fiir eine stationdre Markovkette ist folgen-
des (recht schlechtes) Klimamodell. Wir wollen dabei das Wetter auf die Grundfra-
ge “Regen oder Sonnenschein” reduzieren. Das Wetter am Tag n soll also durch
eine Zufallsvariable X, die die Werte 0 (=Regen) und 1 (=Sonne) annimmt be-
schrieben werden. Versucht man diese durch unabhéngige Zufallsvariablen zu be-
schreiben, stellt man fest, dass dies mit den Beobachtungen nicht kompatibel ist:
langere Perioden mit konstantem Regen oder Sonnenschein treten in Wirklich-
keit haufiger auf als das Modell vorhersagt. Man {iiberlegt sich, dass es sinnvoll
scheint, die Prognose des Wetters fiir morgen davon abhingig zu machen, wie das
Wetter heute ist (aber nicht davon wie es gestern und vorgestern war). Dies fiihrt
auf die Beschreibung durch eine Markovkette mit den Zustinden O und 1, und
Ubergangswahrscheinlichkeiten

p(0,1) = po1, p(0,0)=poo=1—po1, (4.8)
p(1,0) = p1o, p(1,1)=pi1=1-pipo.
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Zusammen mit der Anfangsverteilung 7(0) = po, (1) = p; = 1 — pg legt dies eine
Markovkette fest. Wie sehen, dass wir nun 3 freie Parameter zur Verfiigung haben,
mit denen wir im Zweifel das Wetter besser fitten konnen.
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Abb. 4.1 Ein Jahresverlauf des “Wetters” in unserem Modell mit pg; = pjo = 0.5, 0.15, und 0.05.
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Wir sehen, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten einer stationiren Markov-
kette eine d x d Matrix, P, bilden. Diese Matrix nennt man auch die Ubergangsmatrix
der Markovkette. Zusammen mit dem Vektor der Anfangsverteilung, 7, legt die-
se die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Markovkette vollstindig fest, d.h. Wahr-
scheinlichkeiten beliebiger Ereignisse lassen sich durch diese Objekte ausdriicken.
Durch diese Beobachtung begriindet sich ein enger Zusammenhang zwischen Mar-
kovketten und der linearen Algebra.

Ubergangsmatrizen sind freilich keine beliebigen Matrizen, sondern sie haben
eine Reihe von wichtigen Eigenschaften.

Lemma 4.4. Sei P die Ubergangsmatrix einer stationdren Markovkette mit Zu-
standsraum S = {1,...,d}. Seien p;; die Elemente von P. Dann gilt:

(i) Fiir alle i,j € S gilt 1 > p;; > 0.
(ii) Fiirallei € S gilt ) jes pij = 1.

Umgekehrt gilt: Jede Matrix die (i) und (ii) erfiillt, ist die Ubergangsmatrix einer
Markovkette.

Beweis. Die beiden ersten Eigenschaften sind offensichtlich, weil ja fiir jedes i,
Di. = P[X,+1 = -|X,, = i] eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S ist. Der Um-
kehrschluss folgt aus Satz 4.2. 0O

Matrizen die die Eigenschaften (i) und (ii) aus Lemma 4.4 erfiillen heissen sto-
chastische Matrizen. Wir wollen uns die Ubergangsmatrizen fiir einige Beispiele
von Markovketten ansehen.

e Unabhingige Zufallsvariablen. Schon eine Folge unabhingiger, identisch ver-
teilter Zufallsvariablen ist eine Markovkette. Hier ist

pij = PXy = j|Xp-1 = i] = P[Xo = j] = 7o (),

d.h. alle Zeilen der Matrix P sind identisch gleich dem Vektor der die Anfangs-
verteilung der Markovkette angibt.

e Irrfahrt mit Rand. Auch Summen unabhingiger Zufallsvariablen sind Markov-
ketten. Wir betrachten den Fall, dass X; unabhingige Rademachervariablen mit
Parameter p sind, also eine Irrfahrt. In der Tat ist

D, fallsj=i+1
PSSy =j|Sp—i=i]l=<1—p, fallsj=i—1 4.9)
0, sonst

allerdings ist in diesem Fall der Zustandsraum abzihlbar unendlich, ndmlich Z.
Wir konnen eine Variante betrachten, in dem die Irrfahrt angehalten wird, wenn
sie auf den Rand des endlichen Gebiets [—L, L] trifft. Dazu modifizieren wir die
Uberangswahrscheinlichkeiten aus (4.9) fiir den Fall i = &L, so dass
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1, fallsi=+L
» alsE (4.10)

PlSn = jiSu-i = £L) = {O sonst

Die Ubergangsmatrix hat dann folgende Gestalt:

1 o o ... ... ...0

I-p 0 p 0 ... ... 0

0O 1-p 0 p 0o ... 0

po |
0 0O1—-p 0 p O

0 0 1—-p 0 p

0 0 01

e Unser Wettermodell (4.8). Hier ist

P(l—Po,l Do,1 >
Pio 1—pio

Das der Zusammenhang zwischen Markovketten und Matrizen nicht nur ober-
flachlich ist, zeigt sich daran, dass, wie wir schon in (4.6)gesehen haben, in der
Berechnung verschiedener Wahrscheinlichkeiten tatsidchlich Matrixoperationen auf-
tauchen. So ist

P, =jlXo=i=P(i,/)= Y, PityPiris-+Pinsin 1 Pin1j = (P")ij- (4.11)

1150250 05ip—1

Es folgt, dass

() =PX, = j] = Y m()Pu(ij) = (mP");. (4.12)
icS
Wir sehen also, dass die Verteilung der Markovkette zur Zeit n durch die Wirkung
der Matrix P" von links auf die Anfangsverteilung gegeben ist.

4.3 Invariante Verteilungen

Grubdsitzlich ist eine zentrale Frage, wie sich die Verteilung 7, einer Markovkette
verhilt, wenn n nach unendlich geht. Eine der ersten Fragen, die man sich stellen
wird, ist, ob Verteilungen, 7y, gibt, die unter der Wirkung der Markovkette invariant
sind.

Definition 4.5. Sei X eine Markovkette mit diskreter Zeit, endlichem Zustandsraum
S und stationédren Ubergangswahrscheinlichkeiten P. Dann heisst ein Wahrschein-
lichkeitsmaB, 7y, invariante Verteilung, wenn fiir alle n € N und alle j € S,
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T (J) = (), (4.13)

gilt.

Offensichtlich ist wegen der Gleichung (4.12), die Frage nach invarianten Ver-
teilungen dquivalent zur Frage nach links-Eigenwerten der Matrix P:

Lemma 4.6. Sei P eine stochastische Matrix. Dann ist Ty genau dann eine invari-
ante Verteilung fiir eine stationdre Markovkette mit Ubergangsmatrix P, wenn T
ein links-Eigenvektor von P zum Eigenwert 1 ist, mit wp(i) > 0 und ¥ ;g mo (i) = 1.

Beweis. Wir kombinieren (4.13) mit (4.12) und erhalten, dass 7 invariant ist, wenn
mo(i) = (mP); . (4.14)

Wenn andererseits ein Vektor mit positiven Komponenten deren Summe gleich eins
ist die Gleichung (4.14) erfiillt, so liefert er eine invariante Anfangsverteilung. O

Satz 4.7. Jede stationdire Markovkette mit endlichem Zustandsraum besitzt minde-
stens eine invariante Verteilung.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede stochastische Matrix einen Eigenwert eins
besitzt, und dass der zugehorige links-Eigenvektor nur nicht-negative Eintréige hat,
nach Normierung also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung liefert. Nun folgt aus der
Definition einer stochastischen Matrix P sofort, dass der Vektor (1,1, ..., 1) rechts-
Eigenvektor mit Eigenwert +1 ist. Dieser Eigenwert ist zugleich der grofite Eigen-
wert von P. Setze ||u||; = Y |ui]1. Wir zeigen, dass

Py =}

i

Y uipji
J

<Y Ylujlpji = Y lujl = llullr. (4.15)
1 J J

Falls u ein Eigenvektor mir Eigenwert A ist, so folgt daraus
Allully < lullr, (4.16)

also |A| < 1. Wir miissen noch zeigen, dass alle Komponenten des rechts-Eigenvektors
zum Eigenwert 1 das gleiche Vorzeichen haben. Dies folgt aber aus dem Satz von
Perron-Frobenius, der besagt, dass fiir Matrizen mit nicht-negativen Eintrigen stets
ein Eigenvektor zum grossten Eigenwert existiert, der nur nicht-negative Eintrdge
hat. O

4.3.1 Markovketten und Graphen. Klassifizierung der Zustinde

Es erweist sich als instruktiv mit einer Ubergangsmatrix einen gerichteten Graphen
auf dem Zustandsraum S zu verbinden. Wir fassen die Menge S als Knotenmenge
eines (gerichteten) Graphen, (S, &) auf. Wir sagen, dass & die Kante, (i,j),i €S, j €
S enthilt, (i, j) € &, wenn p; ;> 0. Graphisch stellen wir dies durch einen Pfeil dar.
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Abb. 4.2 Der Graph der Markovkette unseres Wettermodells

4 )
CAARX N XNY O

Abb. 4.3 Der Graph der am Rand gestoppten Irrfahrt

Definition 4.8. Ein Pfad 7y in einem gerichteten Graphen (S,&’) ist eine Folge
Y= (e1,ea,...,ex) von Kanten ey € &, so dass fiir jedes £ = 1,...,k— 1 gilt, dass
der Endpunkt von e; der Anfangspunkt von ey ist. ¥ verbindet i mit j falls der
Anfangspunkt von e; i und der Endpunkt von e; j ist.

Definition 4.9. Zwei Knoten, i, j € S einem gerichteten Graphen kommunizieren,
wenn Pfade gibt, die i mit j verbinden und solche, die j mit i verbinden. Wir sagen
auch, dass jeder Zustand mit sich selbst kommuniziert.

Man kann leicht nachpriifen, dass die Relation “kommunizieren” eine Aquivalenz-
relation ist. Nun definiert eine Aquivalenzrelation eine Zerlegung der Menge S
in Aquivalenzklassen. Wir bezeichnen die Aquivalenzklassen kommunizierender
Zustdnde als kommunizierende Klassen oder einfach als Klassen.

Definition 4.10. Eine Markovkette heif3t irreduzibel genau dann wenn der Zustands-

raum aus einer einzigen Klasse besteht.

Anmerkung. Beachte, dass eine Markovkette deren Graph nicht zusammenhéngend
ist, auch nicht irreduzibel ist. Wenn der Graph einer Markovkette zusammenhéngend
ist, muss diese aber noch lange nicht irreduzibel sein.

Lemma 4.11. Eine Markovkette ist genau dann irreduzibel, wenn es fiir jedes Paar,
(i,j) € Sx S, ein k € Ny gibt, so dass (Pk)l.j > 0.

Beweis. Es gilt

(Pk)‘_ = Z Diiy Pijis -+ - Pip_1 j

1

1502505k

= Y PePer---Pe (4.17)
Yi—j
[vI=k

Die rechte Seite ist offenbar genau dann positiv, wenn es einen solchen Weg gibt.
Daraus folgt das Lemma direkt. O
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4.3.2 Invariante Verteilungen fiir irreduzible Markovketten

Wir definieren die ersten Eintrittszeiten in Untermengen. Fiir D C S, so definieren
wir
tp = inf{n > 0|X,, € D}. (4.18)

Beachte, dass
{t = n} = {Y4en Xe & D} N {X, € D}. (4.19)

Das heisst, wir wissen, ob das Ereignis {Tp = n} eintritt, wenn wir unseren Prozess
bis zur Zeit n beobachtet haben. Zufallsvariablen mit dieser Eigenschaft nennt man
auch Stoppzeiten.

Lemma 4.12. Sei X eine irreduzible Markovkette mit endlichem Zustandsraum S.
Sei vy = inf{n > 0|X,, = £}. Fiir j, L € S, setze

NN 7]) g P
u(1)=—[ e /]

(4.20)
Dann ist 1 unahiingig von { und ist die eindeutige invariante Verteilung der Mar-
kovkette.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass E¢[7y] < e, und somit der Ausdruck auf der
rechten Seite von (4.20) Sinn macht. Die Grundidee des Beweises ist folgende. Wir

wissen, dass es fiir jedes j € S ein k; < oo gibt, so dass ijj > 0. Ausserdem ist

k* = max jeg k; endlich, und es gilt, dass fiir alle j € S, Elkjgk* so dass sz’ > (. Das
heisst, egal in welchem j € S die Markovkette startet ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sie den Zustand ¢ vor der Zeit k* trifft groBer als die Wahrscheinlichkeit, zur
Zeit k; in in £ zu sein, und diese ist strikt positiv. In Formeln

. . ki
axP; (X, 7 £ Yizie) < 1 —minF (xkj :4) = l-minP <l-c, (42D

J

fiir ein ¢ > 0. Nun konnen wir dieses Argument iterieren: Zum Zeitpunkt k* muss
die Kette ja in irgendeinem Zustand sein. Wir betrachten nun das Ereignis, dass die
Kette auch im Zeitintervall [k* + 1,2k*] nicht in ¢ ist. Dessen Wahrscheinlichkeit
hingt von dem was bis kx passiert ist aber nur iiber den Wert von X;+ ab, und ist
wieder beschrinkt durch

manIP’j (Xt 7é &V,Sk*) <l—c. (4.22)
j€
Es folgt daraus, dass

Pylte > 2k"] = Py (X, # £, Vi<ors) < (1 —¢)?, (4.23)

und durch weiteres iterieren
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Polty > 1] < Py[X, # €, Vk <1t] <Py(X; # £, < [t/k*]k¥)

[t/k"] . Sk
< [T maxk (6 # 6¥er) < 1 —o)f < (1= %] @24
Damit ist dann natiirlich E/[1/] = ¥,»o P[0 > ] < (1 —¢) ! w < oo,

Wir definieren v, (j) = E¢ [¥,", 1x,—;]. Wenn wir zeigen, dass () die Invari-
anzeigenschaft erfiillt, so tut dies auch u, und nach Konstruktion ist y eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Wir schreiben zunichst 1 =3, cs1x, =, und

ve(j) = Eq Py (X; = j,t <)

Z 1th]1t<rz] =

=1 t=1

= Z ZPK X1 =m, X, = j,t < 1).

meSt=1

Nun ist das Ereignis {t < 17,} = {1, <t — 1} nur davon abhingig, was bis zur Zeit
t — 1 passiert ist. Daher konnen wir die Markov-Eigenschaft zur Zeit t — 1 anwenden
und erhalten

Po(X—1=mX, = jt<7) =P/ (Xi—1 =m,t <) Py (X1 = j)
= P(g (Xt—l =m,t < Tg)pm’j. 4.25)

Damit ist aber

vi(j) =Y Ee

meS

T
Y 1th:m] Pmj.  (4.26)

t=1

Z HX,1=m1t<T/] Pm,j = Z E,

t=1 meS

Andererseits haben wir

T T T

Z ]]-X,,lzm = ]]-X():m + Z ]]-thm - ]]-X-;é:m = Z ]]-thm (427)

=1 =1 t=1

weil X = X7, = £. Somit ist aber

vi(j) =Y B

mesS

T
), ]1Xt=m] Pmj =Y, Ve(m)pmj. (4.28)

t=1 meS

Dies ist aber gerade die Gleichung fiir die invariante Verteilung. Daherist vy(j)/ Y ics Ve(i)
eine invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung. Nun ist aber

Y vi(i) =Y E, [i Ix,— i Ix.es

iceS ieS t=1 =

= E(g = E({ [Tg] (429)

woraus folge, dass (4.20) eine invariante Wahrscheinlichkeit ist.
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Es bleibt noch die Eindeutigkeit nachzupriifen

Zunichst zeigen wir, dass wenn U eine invariante Verteilung einer irreduziblen
Markovkette ist, dann muss () > O fiir alle j € S. Klarerweise muss es ein j € S
geben, so dass u(j) > 0. Dann aber gibt es fiir jedes i € S ein endliches 7, so dass
P> 0und p(i) > p(j)Pj; > 0.

Wir zeigen nun, dass v, die einzige Losung der Invarianzgleichung ist, fiir die
v¢(¢) = 1. Um dies zu tun, zeigen wir zunichst, dass fiir jede Losung v mit v(¢) = 1
fiir alle j gilt, dass v(j) > v,(j). Dann ist auch py = v — v, eine nicht-negative
Losung der Invarianzgleichung. Falls diese nicht strikt Null ist, liefert sie nach Nor-
mierung also eine invariante Verteilung, fiir die aber p(¢) = 0 ist. Wir wissen aber,
dass dies nicht moglich ist. Also ist v = v;.

Nehmen wir nun v mit v(¢) = 1. Die Invarianzgleichung liefert

v(i) =Y p(i,))v(j) +pt,i), (4.30)
7

daja v(£) = 1. Wir schreiben p(¢,i) als
p(0,i) =Eg (Lgz11x,—i) -
Wir iterieren nun (4.30). Dies gibt

v(i)="Y p(j0)p(niv(iia)+ Y, p(lj)p(jri) + By (To>11x,—)

Jr.ja#t J17t
2ATy

=) P(Jz,jl)p(jl,i)V(szEz(Z llx“->. 4.31)
Jt2# s=1

Iterieren wir weiter erhalten wir schliesslich fiir jedes n € N

viiy)=" Y pUnidn-1)---pU2, 1) PUit, D)V (jn) +Ee (nzﬁlxy:')

J1sd2sein#l s=1

s=1

nATy
> Ey (Z 11XS,-> : (4.32)

Dies zeigt, dass V(i) > E, (L | 1x,—;) = (i), also v = v;. Der Beweis ist erbracht.
O

Korollar 4.13. Fiir eine irreduzible Markovkette mit endlichem Zustandsraum gilt

n(j) == (4.33)

Beweis. Formel (4.20) gilt fiir jede Wahl von ¢. Indem wir £ = j wihlen und benut-
zen, dass
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T
Vi) =E; |}, nx,j] =1, (4.34)
=1
ist, weil aus der Definition von 7; folgt 1x,—; = 6@.., fiirr = 1,..., 7}, erhalten wir

(4.33). O

4.3.3 Der Ergodensatz

Wir sind nun in der Lage einen Ergodensatzes fiir irreduzible Markovketten zu for-
mulieren, die in gewisser Weise das Analogon des Gesetzes der grossen Zahlen fiir
Markovketten ist.

Satz 4.14 (Ergodensatz). Sei X eine irreduzible Markovkette mit endlichem Zu-
standsraum S und invarianter Verteilung (L. Sei f : S — R eine beschriinkte messbare
Funktion. Dann gilt

Jim Y r(x) =E[f(x)], (4.35)
k

in Wahrscheinlichkeit, wo X eine Zufallsvariable mit Verteilung [ ist.

Anmerkung. Die Voraussetzungen an f sind angesichts der Endlichkeit des Zu-
standsraums natiirlich trivial.

Beweis. Es geniigt offenbar den Satz fiir Indikatorfunktionen f = 1;,i € S, zu be-
weisen. Sei nun 7y eine Folge von Stoppzeiten definiert durch
Ty =inf{k>0:X, =i}, (4.36)
T, = inf{k> Tr—1 ZXk:i}.

Mit anderen Worten, die Zeiten Ty sind genau die Zeiten, an denen X den Zustand i
besucht. Offenbar ist dann

NgE

f(X) = Z ly,—i =max{¢: T, <n}. (4.37)
k=1

k=1 =

Nun machen wir folgende wichtige Beobachtung: Setze 6y = Ty — T;_;. Dann sind
fiir £ > 1 die oy unabhiingige, identisch verteilte Zufallsvariablen. Das folgt aus der
Markoveigenschaft, indem wir nachweisen, dass fiir beliebige integrierbare Funk-
tionen, g,h: N — R,

Eylg(0:)h(0))] = E[g(0i)] Ee[h(o;))] fiir alle i # j. (4.38)

(Ubung!). Es gilt P[o; < k| = P[Ty < k|Xy = i] = P;[7; < k]. Wir wissen schon, dass
E[o/] = E;i[T1] = E;[7;] < eo. Daher gilt nach dem Gesetz der grossen Zahlen,

T,
lim — =E[T;|Xo = i] = E;[7;], in Wahrscheinlichkeit. (4.39)

n—e n
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Ausserdem ist fiir jedes £,

lim G _ 0, in Wahrscheinlichkeit, (4.40)

n—o n

Dann ist leicht einzusehen (Ubung!), dass daraus folgt, dass

1 1
lim —max{¢:T; <n} = el = (i), in Wahrscheinlichkeit, (4.41)

e n i)
O

Anmerkung. Aus dem Ergodensatz folgt auch, indem wir auf der linken Seite die
Erwartung nehmen, dass fiir irreduzible Markovketten gilt, dass

1 1 &
lim- Y mP*=lim- Y =, =pu, (4.42)
nteo N kgl nteo N k;l H

das heisst, die Verteilung einer irreduziblem Markovkette konvergiert im Cesaro-
Mittel stets gegen die invariante Verteilung konvergiert.

4.3.4 Wesentliche und unwesentliche Klassen.

Besitzt eine Markovkette mehrere Klassen, so kann man diese in zwei Gruppen ein-
teilen: solche, aus denen man in eine andere Klasse austreten kann (aber nicht wie-
der zuriick kann), und solche aus denen man nicht in eine andere Klasse eintreten
kann (in die man aber ggf. aus anderen eintreten kann). Erstere heissen “unwesent-
lich”, letztere “wesentlich”.

Anmerkung. Im Fall endlichen Zustandsraums konnen wir wesentliche Klassen
auch als rekurrent, unwesentliche als transient bezeichnen. Im Fall von Markov-
ketten mit unendlichem Zustandsraum sind diese Begriffe aber zu unterscheiden.

Satz 4.15. Sei X eine Markovkette mit Zustandsraum S. S zerfalle in die wesent-
lichen Klassen Cy,...,Cy und die unwesentlichen Klassen D,...,Dy. Dann gibt

es { invariante Verteilungen [y, ..., W, mit Triger auf den wesentlichen Klassen
C1,...,Cy, und alle invarianten Verteilungen U sind von der Form
5
w=y o, (4.43)
i=1

mit 0; > 0und Y ;04 = 1.

Beweis. Es ist klar, dass es fiir jede wesentliche aperiodische Klasse genau eine in-
variante Verteilung gibt. Sei ndmlich C eine wesentliche Klasse. Wenn die Anfangs-
verteilung 7y so gewihlt ist, dass fiir alle i € C, 7 (i) = 0, dann ist fiir alle Zeiten
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Abb. 4.4 Der Graph einer Markovkette mit vier Klassen Cy,C>,C3,C;y. Die Klassen C; und C, sind
transient, C3 und Cy sind rekurrent.

fiir solche i, m; (i) = 0. Die Matrix P eingeschrénkt auf den von den Zustéinden j € C
aufgespannten Unterraum ist aber die Ubergangsmatrix einer irreduziblen aperiodi-
schen Markovkette mit Zustandsraum C. Also gibt es eine invariante Verteilung p¢
die C Ma§ eins gibt. Dies gilt fiir jede wesentliche Klasse separat.

Ebenso kann man sich leicht iiberzeugen, dass fiir jede invariante Verteilung
und jede unwesentliche Klasse D gilt, dass u(D) =Y jcpu(j) = 0. Sei nimlich
w(D) > 0. Wir betrachten dazu zuidchst solche unwesentliche Klassen, in die man
aus keiner anderen Klasse eintreten kann (wegen der Endlichkeit des Zustandsrau-
mes muss es mindestens eine solche geben). Sei D eine solche Klasse. Da u invari-
ant ist, muss (4P)(D) = u(D) gelten. Nun ist aber

(wP)(D) =} Y u(@pij=}, Y} u(@)pi;+0 (4.44)
jeDiesS JjeDiIeD
dajafiiralle j € Dund i & D, p; ; = 0, gemil unserer Annahme. Daher ist
(uP)(D) =} u(i) Y, pij=Y w(@) =Y u() ) pij<uD).  (445)

i€eD jeD i€eD i€eD jeD

Dabei kann Gleichheit nur dann gelten, wenn fiir alle i € D fiir die es j € D¢ gibt
mit p; j > 0, u(i) = 0. Andererseits gilt fiir diese j dann

0=u()=Y n(j)pj (4.46)
JjeD

weswegen U(j) = 0 auch fiir alle Zusténde in D gilt die mit i verbunden sind; indem
wir dieses Argument iterieren, und benutzen, dass D eine kommunizierende Klasse
ist, folgt p(j) = O fiir alle j € D.
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Nachdem wir wissen, dass pt(D) = 0 fiir alle unwesentlichen Klassen, in die man
nicht eintritt, kann man nun diese D aus dem Zustandsraum aussondern, und die
Restriktion der Markovkette auf den verbleibenden Zustandsraum S\D betrachten.
Wenn dieser noch unwesentliche Klassen enthilt, so gibt es mindestens eine, in
die man nicht mehr eintreten kann, und man sieht, dass auf diesen die invariante
Verteilung auch Null ist. Durch Iteration folgt, dass pu auf allen unwesentlichen
Klassen verschwindet.

Nutzt man nun diese Information, so verbleibben als Gleichungssystem fiir die
invarianten Verteilungen nur noch entkpoppelte Systeme fiir jede der verbleibenden
wesentlichen irreduziblem Klassen. Daraus folgt die behauptete Struktur der invari-
anten Mafle sofort. O

Beispiele. Wir schauen uns die Klassenzerlegung und invarianten Verteilungen fiir
unsere drei Beispiele von vorher an.

e Unabhingige Zufallsvariablen. Hier ist die Markovkette irreduzibel und ape-
riodisch. Dariiber hinaus ist die Ubergangsmatrix bereits ein Projektor auf die
einzige invariante Verteilung 7.

e Irrfahrt mit Rand. Hier gibt es offenbar drei Klassen: C; = {—-L+1,...,L—1},
Cy ={—L} und C5 = {L}. Dabei ist C| unwesentlich und C; und C3 sind wesent-
lich. Daher haben wir zwei invariante Verteilungen, t, und i3, wobei

(j) =6 -1, s (j) = 0L (4.47)

Natiirlich sind auch alle konvexen Linearkombinationen dieser zwei Verteilun-
gen invariante Verteilungen. Da fiir jede invariante Verteilung u(C;) = 0 gilt,
erschopfen diese offenbar die invarianten Verteilungen dieser Markovkette.

e Wettermodell. Seien zunichst pg 1, pio € (0,1). Dann ist die Markovkette wie-
der irreduzibel und aperiodisch, und die einzige invariante Verteilung ist

1
- (Piopon). 4.48
U (Pox - 710) (p1.0,P0,1) (4.48)

dasselbe gilt wenn einer der beiden Parameter gleich eins ist, der andere aber in
(0,1) liegt.

Wenn pi o und po 1 gleich null sind, so gibt es zwei wesentliche Klassen mit den
jeweils trivialen Verteilungen. Falls nur eine der beiden null ist, so gibt es eine
wesentliche und eine unwesentliche Klasse.

Wenn pg 1 = p1o = 1 ist, haben wir eine irreduzible, aber nicht aperiodische
Klasse. Die Markovkette hat dann Periode zwei, wie schon oben beschrieben.
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4.3.5 Markovketten Monte-Carlo Verfahren.

Eine in der Praxis wesentliche Anwendung des Ergodensatzes fiir Markovketten ist
die Moglichkeit, mit seiner Hilfe Integrale beziiglich einer gewiinschten Verteilung
numerisch approximativ zu berechnen.

Bei der Berechnung von Erwartungswerten trifft man in der Praxis of auf zwei
Probleme: (1) Der Zustandsrausm ist sehr gross (und hochdimensional) (etwa etwa
in der statistischen Mechanik, Maf3e nur “bis auf die Normierung” explizit gegeben,
eta in der Form

p(x) = Zexp(~BH(), (4.49)

wo H(x) eine einfach zu berechende Funktion ist, die Konstante Z aber nur als
Y .csexp (—BH(x)) gegeben ist, also etwa so schwer zu berechnen ist wie das Inte-
gral selbst.

Hier kommen nun die Markovketten und der Ergodensatz ins Spiel. Angenom-
men, wir finden eine ergodische Markovkette mit Zustandraum S derart, das die
invariante Verteilung der Kette gerade p ist. Da die Normierung fiir die Invarianz-
gleichung keine Rolle spielt, kann man eine solche konstruieren, ohne Z zu kennen.
Dann wissen wir, dass

n—oo

1 n
lim — Z f(X;) =E[f(X)]., in Wahrscheinlichkeit. (4.50)
k=1

Um eine systematiche Approximation unseres Integrals zu bekommen, bendtigen
wir also nur eine Realisierungen der Zufallsvariablen X,X5,.... Dabei gewinnen
wir natiirlich nur dann etwas, wenn die entsprechenden bedingten Verteilungen, al-
so die Ubergangwahrscheinlichkeiten der Markovkette, finden kénnen. Dazu muss
man natiirlich in der Lage sein, diese Zufallsvariablen in einfacher Weise nume-
risch zu konstruieren. Dazu ist es niitzlich, die Markovkette so zu konstruieren,
dass man von einem gegebenen Zustand aus nur sehr wenige Zustinde erreichen
kann; im obigen Beispiel S = {—1,1}" wihlt man die Markovkette etwa so, dass
man in einem Schritt nur eine der Koordinaten des Vektors x dndern kann. Dann
sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten effektiv Verteilungen auf nur N (statt 2V)
Zustinden, und somit viel leichter handhabbar. Im obigen Fall kann man z.B. die
Ubergangswahrscheinlichkeiten in der Form

1
po =+ oxp (~[Hy ()~ Hiy(x))s) wemns—y[ =2, @5)
P =1-— Z Py, (4.52)
yilr—y|=2

und null sonst, wihlen (Ubung!).

Damit dieses Verfahren funktioniert, sollte natiirlich die Konvergenz gegen die
invariante Verteilung schnell genug erfolgen, so dass man tatsdchlich rasch gute
Approximationen erhilt. Dies zu quantifizieren ist im Allgemeinen ein schwieriges
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Problem. In vielen Fillen liefert dieses Markovketten Monte-Carlo Verfahren aber
sehr gute Resultate. Monte-Carlo Verfahren sind ein wichtiges Hilfsmittel der sto-
chastischen Numerik und werden in verschiedener Form sehr verbreitet eingesetzt.






Kapitel 5
Der zentrale Grenzwertsatz

On peut facilement, au moyen de ces formules, déterminer les
bénéfices des loteries*
Pierre Simon de Laplace, Théorie Analytique des Probabilités

% Man kann mittels dieser Formeln leicht den Gewinn von Lotte-
rien berechnen.

Wir kommen nun zu dem zweiten wichtigen Satz der
Wabhrscheinlichkeitstheorie, dem nicht ohne Grund so ge-
nannten zentralen Grenzwertsatz. Seine Bedeutung liegt
zum einen wieder in den Implikationen fiir die Statistik,
denn er rechtfertigt in vielen Fillen die Annahme ei-
ner Gauly’schen Verteilung (bzw. derer Derivate) fiir Zu-
fallsgrossen die auf komplizierte Art und Weise zustande
kommen. Zum anderen ist er ein weiteres Beispiel dafiir,
wie spezifische Gesetzmaissigkeiten aus zufilligem Ge-
schehen folgen.

5.1 Fehler im Gesetz der groBen Zahlen

Der zentrale Grenzwertsatz kann als Verfeinerung des Gesetzes der grofSen Zahlen
aufgefasst werden. Wir haben mit dem Gesetz der grolen Zahlen gesehen, dass
Summen, S, = Y | X;, unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen, X;, sich
fiir groBe n anndhernd wie nE[X;] verhalten, in dem Sinn, dass (S, —nE[X;])/n — 0
konvetgiert. Es liegt nun nahe, die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit zu
stellen. Dies ist in vielen praktischen Anwendungen von grosser Bedeutung.

Beispiel. Ein Hersteller von Computerchips muss eine Million funktionstdhige
Chips liefern. Er weiss, dass im Durchschnitt 20% der produzierten Chips fehlerhaft
sind. Wieviele Chips soll er produzieren, damit er mit 99% Wahrscheinlichkeit eine
Million funktionstahige Chips hat? Nehmen wir an, dass die Ereignisse produzier-
ter Chip Nummer k ist ok unabhéngig sind. Dann ist die Zahl der guten Chips ei n
produzierten Chips die Summe von n unabhéngigen Bernoulli-Zufallsvariablen mit
Parameter 0, 8. Das Gesetz der gro3en Zahlen sagt, dass bei n produzierten Chips die
Zahl der brauchbaren ca. 0,8n ist, also ca. 1.25 Millionen Chips produziert werden
miissen. Allerdings wissen wir nur, dass der Fehler klein gegen n ist, ohne dass wir

65
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genau wiissten, wie viel kleiner. Nun macht es aber tiir die genaue Kostenkalkulati-
on der Firma einen grossen Unterschied, ob nun 1.3 oder 1.5 Mio Chips produziert
werden miissen!

Wie konnen wir eine bessere Kontrolle iiber den Fehler bekommen? Ein erster
Schritt ist die Berechnung der Varianz der Zufallsvariablen §,,. Wir nehmen hierzu
an, dass die unabhiingigen und gleichverteilten Zufallsvariablen X; endlichen Erwar-
tungswert u und eine endliche Varianz ¢ haben. Es gilt dann nimlich:

E[(Xx —E[X])?] = no>. (5.1

™=

var(S,) = E [(S, —E[S,])?) =

k=1

Anders gesagt, die Zufallsvariablen Z, = (S, —nu)/+/n haben alle die gleiche Vari-
anz, nimlich o2. Dies besagt, dass die Abweichungen von §,, von seinem Mittelwert
nur von der Ordnung +/n sind! Mit Hilfe der Markov-Ungleichung (Korollar 2.12)
konnen wir dies sogar noch priziser machen:

Lemma 5.1. Seien (Xi, k € N) unkorrelierte Zufallsvariablem mit Mittelwert E[X;] =
W und Varianz var(Xy) = 02 < oo. Dann gilt, fiir alle § > 0,

2

P (1S, —n| > v/nd) < %. (5.2)

Beispiel (Fortsetzung). Wir kénnen nun der Losung unseres Problems niaher kom-
men, indem wir die Varianz der Bernoulli-Zufallsvariablen X, ausrechnen. Dies ist

var(X;) = E[X?] —0,8% = 0,8 — 0,64 =0, 16. (5.3)

Es folgt, dass
P (]S, —n0.8| > §1/n) <0.16/5°. (5.4)

Um eine Wahrscheinlichkeit von weniger als 0,01 zu erhalten, miissen wir also
6 = 4 wihlen. GI. (5.4) sagt uns dann, dass wir bei n produzierten Chips mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens 0.99, zumindest n0.8 — 4+/n gute Chips haben. Losen wir
diese Gleichung nach n auf, so erhalten wir, dass nur 1,25560 Mio Chips produziert
werden miissen, gerade 5600 mehr als der Mittelwert. Dies ist deutlich besser, als
das Gesetz der grolen Zahlen nahegelegt hiitte!

Kann man noch mehr sagen? Die Tatsache, dass die Zufallsvariablen Z, alle Mit-
telwert Null und Varianz 6% haben, lisst die Frage aufkommen, ob die Folge Z,,
n € N, vielleicht sogar gegen eine bestimmte Zufallsvariable Z (mit Mittelwert Null
und Varianz 62) konvergiert, etwa in dem Sinne, dass, wenn 7 1 oo,

P(Z, <x) > P(Z <x)? (5.5)

Definition 5.2. Eine Folge von Zufallsvariablen (Z,,n € N) konvergiert in Ver-
teilung gegen eine Zufallsvariable Z genau dann, wenn fiir alle x € R, fiir die
P(Z =x) =0 gilt,
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liTrn]P’(Zn <x)=P(Z<x). (5.6)
nloo

Mit dem Begriff der Verteilungsfunktion kdnnen wir alternativ formulieren: Eine
Folge von Zufallsvariablen (Z,,n € N) konvergiert in Verteilung gegen eine Zufalls-
variable Z genau dann, wenn fiir die Folgen der Verteilungsfunktionen Fz, gilt, dass

lim F, (x) = F7(x), (5.7)

fiir alle x € R, fiir die F7 bei x stetig ist.

Anmerkung. Es mag zunichst verwundern, dass wir nicht fordern, dass die Kon-
vergenz an den Stellen gilt, an denen Fz einen Sprung macht. Das dies aber sinn-
voll ist, kann man sich an folgendem Beispiel klar machen. Es sei Z, eine Folge
von Zufallsvariablen, die die Wert 1/n und 1 — 1/n jeweils mit Wahrscheinlichkeit
1/2 annehmen. Es ist bestimmt sinnvoll zu sagen, dass Z, gegen eine Bernoulli-
Zufallsvariable Z mit Parameter 1/2 konvergiert. Nun ist aber P(Z, < 0) = 0, fiir
alle n € N, und also lim., P(Z, < 0) = 0, wihrend P(Z < 0) =P(Z=0) = 1/2.
Diese Tatsache soll uns aber nicht abhalten zu sagen, dass Z, gegen Z konvergiert.

5.2 Der Satz von de Moivre-Laplace.

Die Antwort auf diese Frage wurde bereits im 17. Jahrhundert
von de Moivre affirmativ beantwortet in dem Fall, dass die Zu-
fallsvariablen X;, Bernoulli-Zufallsvariablen sind.

Satz 5.3 (Der Satz von de Moivre-Laplace). Seien X; eine Fol-
ge von unabhdingigen Bernoulli Zufallsvariablen mit Parameter
p € (0,1). Dann konvergiert die Folge Z, = ﬁZ?ZI(X,' —p)in
Verteilung gegen eine Gauf3-verteilte Zufallsvariable, Z, mit Mit-
telwert Null und Varianz 6 = p(1 — p).

Beweis. Wir wihlen ein Intervall I = [a,b], a < b € R. Wir wollen zeigen, dass

%2

liTm]P’(Zn € la,b]) = (=P dx. (5.8)
nfeo

1 b
V2mp(1—p) L

Wir setzen S, = Y./ | X;. Wir wissen schon, dass die Zufallsvariablen S, binomial
verteilt sind mit Bin(n, p), also

(s, =0 =1 (}):

Insbesondere ist E[S,,] = pn und die Varianz von S, var(S,) = np(1 — p). Dann ist
Z, = ﬁ(S,, — pn) eine Folge von Zufallsvariablen mit Mittelwert E[Z,] = 0 und

var(Z,) = p(1 — p). Offenbar ist
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P(Z, € [a,b]) =P (S, € (Vna+ pn,\/nb+ pn)) = ) P(S, =k).

k: (k pn)€la,b]

o

(5.9
Beachte, dass wir fiir unser Problem nur die Werte k € [np + v/na,np + /nb)
bendtigen. Fiir feste Zahlen a,b und p € (0,1) sind alle diese k von der Ordnung
n, wenn n gross genug ist, und ebenso ist dann n — k von der Ordnung n. Um zu
verstehen, wie sich diese Wahrscheinlichkeiten fiir grofle n verhalten, miissen wir
die Binomialkoeffizienten (Z) = k,(n k), untersuchen. Dabei sind scheinen die Fa-
kultaten die Sache kompliziert zu machen. Gliicklicherweise gibt es aber dafiir sehr
gute Anndherungen, nimlich die Stirling’sche Approximation.

Lemma 5.4 (Stirling Formel). Es gilt fiir alle n € N
V2" 2e T (14+1/(120)) < n! < V2" V2 (14+1/(12n—1)). (5.10)

Wenden wir dies auf die Binomialkoeffizienten an, so erhalten wir

n n! 1 n n"
(k) T =ik Var\ (n—k)k (n— k) FKkE
x (14+0(1/n))

1 1 1
~ Vaan \| (T=k/n)k/n (1=k/n)"*(k/n)k
x (1+0(1/n))
1 1 1 "
~ Vamn\| (1=k/n)k/n ((l—k/n)l"/”(k/n)"/">
x (14+0(1/n)). 5.11)

Hier bedeutet die Notation A = B+ O(1/n), dass es ein von n unabhingige Kon-
stante ¢ gibt, so dass |JA — B| < ¢/n.
Setzen wir nun k/n = x und all dies in die Formel (5.9) fiir P(S,, = nx) ein, so ist

o] 1 p=p'\" B
IP’(Sn—nx)— \/2% (lx)x((lx)lx(x)x> (1+0(n l))
1 1

~ V2mn\| (1—x)x

exp (—nl(p,x)) (1+0(n™1)) (5.12)

wo

I(p,x) = In((x/p)[(1—x)/(1=p)]' ™)
= xIn(x/p)+ (1 =x)In((1 —x)/(1 = p)) (5.13)

Folgende einfache Sachverhalte sind leicht nachzupriifen (Ubung!):
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) 1(p,p) =0
(ii) I(p,x) is konvex als Funktion von x € (0,1) und nimmt ihr einziges Minimum
X =pan.
...\ 92I(p,
(i) 55 = 1+ 15 = g 2 4

(iv) I(p,x) ist unendlich oft differenzierbar im Intervall (0, 1).

Wir sehen an den obigen Rechnungen, dass P(S,, = nx) nur dann nicht exponen-
tiell klein in n wird, wenn x sehr nahe bei p liegt.

Mittels der Taylorformel dritter Ordnung zeigt man nun, dass fiir alle Werte von
k, die in der Summe (5.9) auftreten,

n—p)?

wo die Konstante C nur von p,a,b abhingt. Weiter ist fiir diese Werte

1 - 1
(I—k/n)k/n \| p(1-p)

Damit erhalten wir

SCnil/z.

P(Z, € [a,b]) (5.14)

ex —n /—P) 32 —-1/2
kmewﬁ,/ e (n G 100 ) (140 )

Wenn wir k/n — p =y setzen, erkennen wir die Dichte der GauB-Verteilung mit
Varianz 62 = (1 — p)p. Jetzt brauchen wir nur noch die Summe durch ein Integral
zu ersetzen. Dazu bemerkt man, dass

T ex _nM n=3/2 n12

P p( 2p(1—p) (1+0( ))) (1+0( ) (5.15)
_ (ke 1)/n=p X —HL n73/2 n71/2

B k/n—p © P( 2p(l—p)(1+0( ))> (1+0( ))dy,

da sich der Integrand zwischen den Integrationsgrenzen nur um einen Faktor hochstens
der Form 1+ O(1/n) unterscheidet. Somit haben wir



70 5 Der zentrale Grenzwertsatz

n— D)2
1 Z \/17 i 1) exp(nm(1+0(n_3/2))>(1+0(n_1/2))

k\f(k pn)€la,b
bV n 2
= Jo Vi wp(=np 100 ) ) (1 0l )y

2

:-/a \/m o (—zp(f,,)

2

—>/ab mexp (—Zp(fp))dx (5.16)

Da dies fiir jedes Intervall [a,b] gilt, folgt schliesslich auch die Konvergenz der
Verteilungsfunktionen. Damit haben wir aber das behauptete Resultat bewiesen. O

(1 +O(nl/2))) (14+0(n""/?))dx

Anmerkung. Wir haben im Beweis gesehen, dass die relativen Fehler in der Ap-
proximation durch die GauB-Verteilung von der Ordnung C/+/n sind, wobei die
Konstante im wesentlichen von p abhidngt und umso groer wird, je ndher p an
Null oder 1 heranriickt. Die Aussage des Satzes gilt nicht, wenn p von n abhingt!
So hatten wir bereits gesehen, dass fiir p = p/n die Binomialverteilung gegen die
Poisson-Verteilung (und also nicht die Gau§3-Verteilung) konvergiert. Man kann sich
das auch so erkléren, dass in diesem Fall nur ein kleiner Bruchteil der Summanden,
im Mittel ndmlich gerada p, iiberhaupt von Null verschieden ist. Die tatsdchliche
Zahl ist dann Poisson verteilt.

Der Satz von de Moivre-Laplace kann nun zur Approximation von Wahrschein-
lichkeiten von binomial verteilten Zufallsvariablen benutzt werden. Wir wollen etwa
ausrechnen, was P(S,, > pn+ x4/n) ist. Dies konnen wir umschreiben als

P(pn+ayv/n <8, < pn+by/n) = Pla <Z, <b)

b 2
~ 71 / e 2 (lfp)d
V27p(1=p) Ja
b//p(1-p) 2
- —/ e Sdx. (517
V27 Jaj\/p(1-p)

Wenn wir noch 1, = pnund o, = \/np(1 — p) definieren, erhalten wir die folgende
praktische Formel

1
P(un—l—anSS,,Sun—i—th)NE e Zdx. (518)
r

Beispiel (Fortsetzung). Der Satz von de Moivre-Laplace lasst sich auf unser Bei-
spiel anwenden. Gewinnen wir dadurch etwas? Wir haben jetzt die Abschétzung
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1 -0 _\2
P(Sn§n0.8—5\/ﬁ)wmf 70T dy

1 oo ),2
= — e 2dy. 5.19
V21 /0.46 Y (5.19)

2

Die Funktion ¢ (x) =1—®(x) = ﬁ I ¢~ 7 dy (P heisst Fehlerfunktion”, ¢ “kom-
plementéire Fehlerfunktion”) kann man zwar nicht explizit ausrechnen, aber gut
numerisch berechnen. Es gibt auch schon seit langem Tabellen. Insbesondere ist
$(2.6) ~ 0.01. Daher miissen wir 0 = 0.4 x 2.6 ~ 1.04 wihlen, um einen Fehler
mit Wahrscheinlichkeit 0.99 geniigend gute Chips zu erhalten. Das macht schon
einen groBen Unterschied gegeniiber dem Wert 0 = 4, den wir aus der Markov-
Ungleichung erhalten hatten.

Der Vorteil des zentralen Grenzwertsatzes wird deutlicher, wenn wir grossere Si-
cherheiten haben wollen. Angenommen, wir wollten genug Chips mit Wahrschein-
lichkeit 1 — 10~% haben. Dann wiirde die Markov Ungleichung ein § = 400 erfor-
dern, was zu 1.947 Mio zu produzierender Chips fiihren wiirde. Mit dem zentralen
Grenzwertsatz ergibt sich aber, dass 6 = 2 ausreicht, und somit nur ca. 1.2539Mio
Chips produziert werden miissen, also weit iiber eine halbe Million weniger!

Anmerkung. Im Prinzip konnte man natiirlich in unserem Fall exakte Formeln mit
Hilfe der Binomialverteilung angeben. Allerdings sind die exakten Berechnungen
der Binomialkoeffizienten bei so grolen Zahlen praktisch unméglich und nicht sinn-
voll. Die Approximation mit der Gaul3-Verteilung ist um vieles einfacher.

In der Tat ist der Satz von de Moivre-Laplace nur ein Spezialfall des viel allge-
meineren Zentralen Grenzwertsatzes, den wir nur formulieren, aber nicht beweisen
werden.

Satz 5.5. Sei (X;,i € N) eine Folge unabhiingiger, identisch verteilter Zufallsva-
riablen und es gelte E[X;] = 1, var(X;) = 6% < . Dann konvergiert die Folge
Zy = in Y (Xi— ) in Verteilung gegen eine Gauf3-verteilte Zufallsvariable mit
Mittelwert Null und Varianz 6.

Der zentrale Grenzwersatz ist eines der wichtigsten Ergebnisse der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Er macht die GaufB3- Verteilung zu einer der wichtigsten Vertei-
lungen und begriindet, warum in sehr vielen Anwendungen, Zufallsgroen mit
Gaul3’schen Zufallsvariablem modelliert werden.

Anmerkung. In dieser Allgemeinheit wurde der Zentrale Grenzwertsatz 1922 von
Jarl Waldemar Lindeberg bewiesen, nachdem Lyapunov eine Version unter stirkeren
Bedingungen schon 1901 gezeigt hatte.






Kapitel 6
Statistik

La probabilité de la plupart des événements simples est
inconnue : en la considérant a priori, elle nous parait
susceptible de toutes les valeurs comprises entre zéro et ['unité;
mais, si I’on a observé un résultat composé de plusieurs de ces
événements, la maniére dont ils y entrent rend quelques-unes de
ces valeurs plus probables que les autres. Ainsi, a mesure que le
résultat observé se compose par le développement des
événements simples, leur vraie possibilité se fait de plus en plus
connaitre, et il devient de plus en plus probable qu’elle tombe
dans les limites qui, se resserant sans cesse, finiraient par
coincider, si le nombre des événements simples devenait infini.
Pierre Simon de Laplace, Théorie Analytique des Probabilités

¢ Die Wahrscheinlichkeit des meissten einfachen Ereignisse ist
unbekannt: indem wir sie a priori betrachten, erscheinen alle
Werte zwischen null und eins moglich; wenn man aber ein Er-
gebnis beobachtet, dass aus mehreren dieser Ereignisse zusam-
mengesetzt ist, so macht die Art, wie diese eintreten, einige die-
ser Werte wahrscheinlicher als andere. So ldsst sich, sofern das
beobachtete Resultat sich aus der Entwicklung der einfachen Er-
eignisse zusammensetzt, ihre wirkliche Moglichkeit mehr und
mehr erkennen, und es wird immer wahrscheinlicher, dass sie
zwischen Schranken fillt, die, indem sie sich immer mehr zu-
sammenziehen schlussendlich zusammenfielen, wenn die Zahl
der einfachen Ereignisse unendlich wiirde.

Die Statistik verbindet Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle mit realen Daten.
Sie liefert Methoden, um aus partiellen Beobachtungen realer Systeme Erkenntnis-
se liber das System zu gewinnen. Alle Bereiche der empirischen Wissenschaften
sind auf statistische Methoden angewiesen, aber auch im téglichen Leben sind wir
standig von statistischen Anwendungen umgeben. Elementare Kenntnisse statisti-
scher Methoden und derer Probleme sind daher notwendige Grundkenntnisse fiir
jedermann um auf Statistik beruhende Aussagen einschitzen zu konnen. Es ist daher
extrem wichtig, diese Kompetenzen in der Schule zu vermitteln. in den folgenden
Kapiteln benutzen wir neben Material aus [3] auch einiges aus dem zweiten Teil des
Lehrbuchs von Georgii [[1]].

6.1 Statistische Modelle und Schitzer

Die Aufgabe der Statistik ist die Beschreibung von Beobachtungen von ‘“Zufalls-
experimenten” durch ein auf ein auf Zufallsvariablen basiertem Modell. Ganz all-
gemein gesprochen sieht das so aus. Gegeben sind eine Folge von Beobachtun-

73
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gen (= Ausginge von Zufallexperimenten), Z1,...,Z,. Der Statistiker mochte die-
se als Realisierungen von n Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2,3, P) interpretieren. Er interessiert sich fiir die gemeinsame Verteilung der ent-
sprechenden n Zufallsvariablen, die er a priori nicht kennt, sondern aus den Be-
obachtungen Z; (interpretiert als einer Realisierung @ € ), bestimmen, bzw. im
statistischen Sprachgebrauch, schdrtzen mub.

Ohne weiteres ist dies praktisch nicht moglich, und man wird aufgrund von
zusétzlichen “a priori” Informationen weitere Annahmen (Hypothesen) an die Zu-
fallsvariablen machen. Im allgemeinen besteht ein statistisches Modell somit aus
Modellannahmen und Modellparametern, wobei die Annahmen als wahr angesehen
werden, und die Parameter zunichst unbekannt sind. Um die unbekannten Parame-
ter zu bestimmen konstruiert der Statistiker nun sogenannte Schétzer, d.h. Funktio-
nen der beobachteten Groflen X;, die die Werte der “wahren” Parameter annihern
sollen. Die Schitzer, a,, hingen dabei von n und von den Beobachtungen X;, i < n
ab.

Eine wichtige Eigenschaft, die man von Schitzern fordert, ist die Konsistenz

Definition 6.1. Sei X,,,i € N eine Families von Zufallsvariablen mit gemeinsamer
Verteilung, die durch Parameter a € R¥ parametrisiert ist. Dann heisst eine Funktion
a, : R" — R ein konsistenter Schiitzer fiir die Parameter a, falls die Zufallsvariablen

an(X1(@),..., X (0)) = a, 6.1)

(in Wahrscheinlickeit), wenn n — oo,

Wir betrachten jetzt einige wichtige Beispiele.

6.1.1 Frequenzen

Seien unsere Beobachtungen X; die Ausgénge von stets gleichen und sich nicht be-
einflussenden Zufallsexperimenten, etwa eine Folge von Gliicksspielen. Dann ist es
eine plausible Annahme, dass die X; durch unabhingige, gleichverteilte Zufallsva-
riablen mit gemeinsamer Verteilung v zu modellieren sind. Hier ist also die Un-
abhingigkeit eine Modellannahmen, wéhrend die Verteilung, v, zunéchst ein unbe-
kannter “Parameter” ist. Wie konnen wir aus den Beobachtungen v schitzen?

Das Gesetz der grofSen Zahlen erlaubt es uns auf die Frage nach der Konvergenz
der Frequenzen, die schon im ersten Abschnitt angesprochen war genauer einzuge-
hen. Wir erinnern uns, dass wir in einer Reihe von n “identischen” Spiele (Zufalls-
experimente) die Frequenzen der Ausginge X; € A definiert hatten als

va(A) = = Y 14(X)). (6.2)

1
=
Folgen unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen sind nun genau das stati-

stische Modell fiir eine solche Folge identischer, sich nicht beeinflussender Zufalls-
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experimente. Das Gesetz der grolen Zahlen sagt uns dann, dass die Annahme der
Konvergenz in der Tat korrekt war. Es gilt ndmlich:

Lemma 6.2. Seien X;,i € N, eine Folge reellwertiger, unabhdngiger, identisch ver-
teilter Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (,§,P) mit Verteilung
V. Dann gilt, mit v,, definiert durch (6.2),

(i) Fiir jedes A € B(R) gilt
ValA) > v(4), (63)

und
(ii) v ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Xy, i.e. fiir alle A € § gilt

v(A) = PX; € A].

Beweis. Der Beweis ist denkbar einfach: Die Funktionen 14(X;) sind selbst Zu-
fallsvariablen, und zwar, wie man leicht nachpriift, unabhéngige. Ihre Erwartung ist
gerade

E[14(X;)] =P[X; € A] =P[X,; € A].

Da diese endlich sind, folgen beide Aussagen des Lemmas aus dem Gesetz der
groflen Zahlen. 0O

Die Sammlung der v, (A) stellt fiir jede Realisierung der Zufallsvariablen X; ein
Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf den reellen Zahlen dar. Also, im Rahmen des statisti-
schen Modells, in dem die Ausgénge eines Zufallsexperiments unabhéngige, gleich-
verteilte Zufallsvariablen sind, sind die empirischen Verteilungen, d.h. die Frequen-
zen, tatsichlich Schditzer fiir die gemeinsame Verteilung dieser Zufallsvariablen, und
dieser Schitzer ist dariiber hinaus konsistent.

Mit der Chebychev’schen Ungleichung erhalten wir sogar eine Qualitéitsabschdit-
ung.

Lemma 6.3. Seien X;,i € N, eine Folge rellwertiger, unabhdngiger, identisch verteil-
ter Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2,F,P). Dann gilt, fiir jede Borelmenge A, dass

P{[va(A) — V(A)] > cv(A)] < —

Beweis. Ubung! O

Wie man an der Abschitzung sieht, sind die Schitzungen fiir Mengen kleiner
Masse fehlerhafter als die von groBer Masse. Dies ist nur natiirlich: Ist v(A) klein,
so bedarf er vieler Experimente, bis {iberhaupt einmal ein Ergebnis in A fillt! Die
Qualitdt des Schitzers hidngt also von der erwarteten Zahl der Ereignisse, die in A
fallen, eben nv(A), direkt ab.

In der Statistik benutzt man gerne den Begriff des Konfidenzintervalls. Die ist der
Bereich, in dem ein zu schitzender Parameter auf Grund der Schitzung mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit, oft 0.95%, liegen wird. Wir konnen fiir unseren
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Fall Lemma 6.3 benutzen, um eine .95% Konfidenzintervall fiir v(A) zu finden.
Dazu schreiben wir die Ungleichung (6.4) um in die Form

P |va(4) = V()] > eV/v(A)| < —. (6.5)
Dann bestimmen ¢, so dass die rechte Seite gleich 0.05 wird, also ¢ = 1/1/0.03n.
Das Komplement des Ereignisses in (6.5) is

V(A) —vu(A) <cy/V(A), undv(A)—v,(A) > —c/V(A), (6.6)

das heisst

v(A) e {VN(A) +ey/Va+c2/A+c /2, vw(A) —cy/ Va4 24+ cz/z} . (6.7

mit Wahrscheinlichkeit mindestens 0.95.

6.1.2 Schiitzen von Erwartungswert und Varianz

Wir haben gesehen, dass Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable bereits
wichtige Informationen iiber deren Verteilung enthalten. Es liegt also fiir einen Sta-
tistiker nahe, zunéchst mal diese Kenngrofen zu schétzen, als gleich die ganze Ver-
teilung. Das Gesetz der grolen Zahlen liefert uns wieder Kandidaten fiir solche
Schitzer sowie eine Rechtfertigung. Betrachten wir zunéchst den Mittelwert einer
Verteilung. Nach dem Gesetz der grofen Zahlen konvergiert ja das empirische Mit-
tel,

n
my=n"'Y X (6.8)
i=1

gegen 1 = EX), falls die X; unabhingige, identisch Verteilte Zufallsvariablen sind.
Damit ist die Zufallsvariable m,,, gut geeignet, um als Schditzer tiir den Mittelwert zu
dienen. Betrachten wir nun wieder die Zuverldssigkeit des Schitzers. Wir begniigen
uns mit dem Fall, dass die X; endliche zweite Momente haben. Dann liefert die
Chebychev Ungleichung sofort:

Lemma 6.4. Seien X;,i € N, unabhdngige, gleichverteilte Zufallsvariablen mit Mit-
telwert | und mit endlicher Varianz 6. Dann ist m,, ein Schiitzer fiir 1L und es gilt

2

Pllmy, — p| > cu] < (6.9)

nu?c?’
Wir sehen, dass die Qualitdt des Schitzers erheblich von Verhiltnis o2 / /.12

abhingt. In der Praxis will man sich ja eine gewisse Genauigkeit der Schitzung
vorgeben, und dann n so wihlen, dass diese erzielt wird. Dabei soll natiirlich n so
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klein wie mdglich sein, da in der Regel die Durchfiihrung eines Zufallsexperimentes
Kosten verursacht.

Nun kennen wir natiirlich 4 und 6 nicht, wir wollen p ja gerade bestimmen.
Was u angeht, ist das nicht so tragisch, da wir ja zumindest den Schiatzer m,, ha-
ben. Allerdings reicht das noch nicht aus, um eine “Stoppregel” fiir das benétigte n
zu entwickeln, da wir dazu auch 62 brauchen. Also sollten wir besser auch gleich
versuchen, einen Schitzer fiir die Varianz zu finden und gleich mitzuberechnen.
Naheliegend ist wieder die empirische Varianz, d.h. die Varianz der empirischen
Verteilung Vv,,:

(X; —my)?, (6.10)

™=

Vo= V(X —vy(X))? =

S| =

i=1
wobei X = (X, ...,X,). Wir zeigen zunichst, dass dieser Schiitzer gegen die Varianz
konvergiert, falls o2 endlich ist.

Lemma 6.5. Seien X;,i € N, wie in Lemma 6.4 und sei var(X;) = 6. Dann konver-
giert die Zufallsvariable V,, gegen .

Beweis. Zum Beweis schreiben wir V,, leicht um:
) 2
Vn = - ZXI - mn.
niz

Nach Voraussetzung sind die Xi2 unabhingige, gleichverteilte Zufallsvariablen mit
endlicher Erwartung. Daher konvergiert die erste Summe, wegen dem Gesetz der
groBen Zahlen,
1 n
lim - ¥ X7 = Ex{

n—oon i=1

Andererseits wissen wir, dass 1, — p und somit auch m> — u?. Daraus folgt, dass
n
=Y X7 —m; —» EX{ — (EX,)* = 07,
n:?
i=1

was wir behauptet haben. O

Immerhin sehen wir, dass wir mit Hilfe unserer Schétzer m, und V,’ bereits ein
praktisches Verfahren zur qualitétskontrollierten Schitzung des Mittelwertes haben.
Dazu ersetzen wir in der Abschétzung (6.9) fiir die Wahrscheinlichkeit einer Ab-
weichung des Schiitzers m, vom wahren Wert p, die GroBen u und ¢ durch ih-
re Schitzer. Dies liefert uns einen Schétzer fiir den wahren Fehler, der zumindest
die gute Eigenschaft hat, gegen eine obere Schranke zu konvergieren. Damit liegt
folgende Strategie nahe: Wir suchen einen Schitzer fiir 1, der mit hochstens Wahr-
scheinlichkeit € um mehr als cu falsch liegt. Dann berechnen wir sukzessive m,,, V),
bis zu einem Wert n* wo erstmals

V2

n*m2

<E.
2
1 C
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6.2 Parameterschitzung

Wir hatten im vorigen Kapitel gesehen, wie das Gesetz der grof3en Zahlen verwen-
det werden kann um Schitzer sowohl fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen als auch
Erwartungswert und Varianz zu konstruieren. Allerdings hatten wir auch gesehen,
dass es schwierig und aufwendig ist, Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu schitzen.
Es wire fiir praktische Zwecke wesentlich einfacher, wenn wir bereits a priori et-
was iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der zugrundeliegenden Zufallsvariablen
wiissten, und nur noch einige wenige Parameter identifizieren miissten. Der zentrale
Grenzwertsatz ist ein wesentliches Resultat, dass in gewissen Situationen solche von
wenigen Parametern indizierten Klassen von Verteilungen suggeriert, hier ndmlich
gerade die Gauf3-Verteilung. Nehmen wir etwa als Model an, dass X; eine Familie
von unabhingigen und identisch GauB3-verteilten Zufallvariablen sein, so bleiben als
Parameter nur noch Mittelwert und Varianz zu schitzen, was wir bereit konnen.

Ein interessanteres Beispiel ist die sogenannte lineare Regression. Wir betrachten
etwa einen zeitabhingigen Vorgang, f(¢) € R, t € R, zu gewissen Zeiten t; < 1, <
.-+ < t. Jede Beobachtung liefert einen Messwert z;. Idealerweise wire z; = f(#;),
aber durch Fehler ist diese Gleichung verfélscht und wir sollen annehmen, dass
die Differenz eine Zufallsvariable ist. Unsere Aufgabe ist, aus den Beobachtungen
einen Schitzer fiir f zu gewinnen, und gleichzeitig eine Qualititsabschitzung fiir
den Schiitzer, sowie einen Schiitzer fiir die Verteilung der Fehler, finden.

Ohne weitere Vorabinformation ist dieses Problem praktisch unltsbar, da es un-
endlich viele Parameter involviert. Wir miissen also vereinfachende Annahmen ma-
chen. Zundchst betrachten wir den Fall, in dem wir annehmen, dass f(¢) = a+ bt
eine lineare Funktion ist, wobei a und b unbekannte, zu bestimmende Parameter
sind. Weiter nehmen wir an, dass die Messfehler unabhiingige, identisch verteilte
Zufallsvariablen, X; sind. Dann sind unsere Beobachtungen (im Rahmen des Mo-
dells) beschrieben als Zufallsvariablen

Zi=a+bt;+X;. 6.11)

Eine weitere Vereinfachung trite ein, wenn wie einschrinkende Annahmen an die
Verteilung der X; machen konnten. Hier greift nun der zentrale Grenzwertsatz: wenn
wir der Uberzeugung sind, dass die Fehler X; sich als Summen vieler kleiner “Ele-
mentarfehler”, die unseren Messapparat beeinflussen, ergeben, dann liegt es nahe
anzunehmen, dass die X; GaufB3-verteilt sind, mit unbekanntem Mittelwert, u, und
Varianz, 6. Wir haben also ein vierparametriges Modell fiir unsere Beobachtun-
gen, mit Parametern a,b, 1,62 (wobei wir leicht sehen, dass wir in unserem Fall
zwischen a und p nicht unterscheiden konnen, und daher nur hoffen kénnen, dass
u = 0, d.h. dass unsere Messungen keinen systematischen Fehler aufweisen). Die
Aufgabe der Statistik ist es nun, Schitzer fiir diese Parameter zu finden (also Famili-
en von Zufallsvariablen, die, wenn die Z; durch dieses Modell beschrieben werden),
gegen diese Parameter konvergieren. Eine solche Familie von Schétzern nennt man
konsistent. Letzlich ist dies eigentlich noch nicht genug: wir wiirden auch gerne
wissen, ob unsere Modellannahmen plausibel waren!
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6.2.1 Die Methode der kleinsten quadratischen Abweichung

Ein bereits von Gaul3 vorgeschlagenes Vorgehen zur Losung unseres Regresssions-
problems ist das Prinzip der kleinsten quadratischen Abweichungen. Bei n Beob-
achtungen definieren wir X, durch

(a+bt;—Z;)*. (6.12)

D=

Erg(avb) =
i=1

Dann sind die geschitzten Werte fiir a und b, a*, bx*, gerade die, die den Ausdruck
(6.12) minimieren:
22(a*,b*) = inf Z3(a,b). (6.13)
a,heR
Das Prinzip bedeutet im Wesentlichen, dass wir die die Regressionsparameter so
wihlen, dass die Varianz der Summe der Variablen X; minimal wird. In der Tat ist
dann der Schitzer fiir die Varianz der X; nun gerade

_ 1
6*=-Z(a",b"). (6.14)
n
Interessanterweise kann das Prinzip der kleinsten quadratischen Abweichungen aus
einem allgemeinen Wahrscheinlichleitstheoretisch motivierten Prinzip hergeleitet
werden, wie wir im Folgenden sehen werden.

6.2.2 Das Maximum-Likelihood Prinzip

Eine einleuchtende Idee, wie wir aus einer Familie von statistischen Modellen das
“besteduswihlen konnten ist die folgende. Wir berechnen fiir alle unsere Model-
le, wie grof} die Wahrscheinlichkeit der beobachteten Werte in diesem Modell ist.
Dann wihlen wir dasjenige, dass diese Wahrscheinlichkeit maximiert. Die Wahr-
scheinlichkeit der beobachteten Daten in einem gegebenen Modell bezeichnet man
als likelihood” .

Betrachten wir dazu zunichst ein sehr einfaches Beispiel: Wir beobachten eine
Folge von Miinzwiirfen, z;,...,z, € {0,1}. Wir wollen diese modellieren als Rea-
lisierung von unabhiéngigen, identisch verteilten Bernoulli Zufallsvariablen, X;, mit
Parameter p. Aus den Beobachtungen wollen wir nun den Wert von p schitzen.
Das Maximum-likelihood Prinzip sagt, man schitze p = p(zi,...,z,), so dass die
Wabhrscheinlichkeit der Beobachtungen maximal wird, also, dass

Pn(P;Z1,~~~,Zn) = ]P[Xl =uNXo=2NNXy :Zn] (6.15)

n

[ 0-p)' =

i=1
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maximal wird. Wir nennen p,(p;zi,...,z,) die likelihood Funktion fiir unser Mo-
dell.
Um dasjenige p zu bestimmen, dass p,(p;zi,...,z,) maximiert, suchen wir

zunichst einen kritischen Punkt dieser Funktion, d.h. wir 16sen die Gleichung

0—£p (P'Zl z ) — i(zl_lzl) IEIPZi(l_p)lfzi
- n 5 yeeeyin) —
dp im\p 1-p/ij
n
Zi 1
= pa(Piz1;---,27n) (>
! ,:Zl p(l—p) 1-p

Diese Gleichung hat als einzige Losung

* * 1 <

p:pn:pn(zlw'wzn):;ZZi-

i=1

Da z; € {0, 1} liegen, ist z; = 1,1, so dass der Maximum-Likelihood Schiitzer fiir
die Wahrscheinlichkeit von {X; = 1} gerade gleich der Frequenz des Auftretens
von 1 ist, der uns ja schon als konsistenter Schitzer bekannt ist. In diesem Fall
liefert das Maximum-likelihood Prinzip also nichts neues, gibt aber eine interessante
alternative Interpretation des Schitzers.

Als néchstes betrachten wir das interessantere Beispiel der Regression in dem
oben beschriebenen Gauf3’schen Modell. Hier ist es allerdings so, dass wegen der
Stetigkeit der GauB-Verteilung die Wahrscheinlichkeit jeder Beobachtung gleich
null ist. Anstatt der Wahrscheinlichkeit der Beobachtungen wihlt man daher als “li-
kelihood Funktion” die Wahrscheinlichkeitsdichte an den beobachteten Daten, also
in unserem Fall

n
Pu(a,b,6%:21,...,2) = [ o2 (zi —a—bt;) (6.16)
i=1
nooo (zi —a—bt;)?
=11 sexp | — 5 .
i—1 V2mo 20

Das maximum-likelihood Prinzip sagt nun, dass der maximum-likelihood Schitzer
fiir a,b, 62, a’,b’, (6?)%, dadurch gegeben ist, dass

pu(d: b (6321, .,z0) = max  pu(a,b,6%:z1,...,2,) (6.17)
a,heR,c2eR

In unserem Fall ist die Losung des Maximierungsproblems recht einfach. Es
empfiehlt sich, anstatt direkt p,, zu maximieren, dessen Logarithmus,

2. __n 2 L (zi—a—b;)*
lnpn(a,b,G ’Zla...,Zn)——Eln(zﬂ:G )—;T7

zu maximieren. Dies fiihrt auf die drei Gleichungen
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dl u
anap" =0+ Y (zi—a—bt)/o* =0,
i=1
dln u
af”:o«»Zq@—a—myc%za
i=1
alnpn L 2 4 n
862 :0 < i:ZI(Zifafbti) /26 7@ :0
Es folgt
L 2
c :;zxa—a—mg (6.18)
i=1
1 n
a:;Z@—M) (6.19)
i=1
" ti(zi—a
- Zz—éé(l; ) (6.20)
1= 1
und weiter, mit 7, =Y 7", i,
7}7 17 — I Tz
b = Lici ;Zl - T;—‘Z’ (6.21)
=11 =

n

Nachdem b explizit bekannt ist kann nun a und 62 ebenfalls explizit durch Einsetzen
ausgerechnet werden:

(Z,’ —b:l,'), (622)

™=

(zi —a: —bin)*. (6.23)

-

SI= 3=
1

Wesentlich zu bemerken ist aber, dass die Gleichungen (6.19) und (6.20) besagen,
dass a und b so gewihlt werden miissen, dass der durch (6.18) gegebene Ausdruck
fiir 2 als Funktion von ¢ und b minimiert wird. Letzterer ist aber gerade die Summe
der Quadrate der Abweichung des Beobachtung vom theoretischen Wert. Mit ande-
ren Worten, die maximum-likelihood Methode liefert im Fall der GauB3-Verteilung
gerade die Methode der kleinsten quadratischen Abweichungen fiir die Schitzung
der Parameter a und b.



82 6 Statistik

6.3 Hypothesentests

Mit dem Begriff der Likelihood’haben wir nun auch bereits ein Hilfsmittel gefunden
um eine weitere wichtige Aufgabe der Statistik anzugehen, das Testen von Hypo-
thesen. Ganz allgemein gesprochen geht es dabei darum eine Modellannahme iiber
zufillige Ereignisse anhand von Beobachtungen entweder zu akzeptieren oder zu
verwerfen.

Beispiel 1.

In einer Urne befinden sich N rote und N griine Kugeln. Eine Person, die behaup-
tet rot-griin blind zu sein, zieht M Kugeln. Von diesen Kugeln sind K rot. Sollen
wir glauben, dass die Person die Wahrheit gesagt hat? Dazu stellen wir folgende
Uberlegung an. Wir gehen davon aus, dass die Kugeln in der Urne unabhiingig von
Threr Farbe rein zufillig angeordnet sind. Eine farbenblinde Person wiirde daher ei-
ne zufillige Teilmenge der Kardinalitidt M der 2N Kugeln auswihlen. Wir miissen
berechnen, was die Wahrscheinlichkeit ist, dass darin gerade K rote Kugeln liegen.
Die Zahl der roten Kugeln, Z, ist aber gerade hypergeometrisch verteilt:

N\( N
(k) (&)
()
M
Dies kann man wie folgt verstehen. Die Anzahl der Teilmengen von M Kugeln ist
(%&V) Wenn sich in dieser Teilmenge gerade K rote Kugeln befinden, so gab es (llg)

P(Z=K)= (6.24)

Mbglichkeiten, gerade K der roten Teilmenge und ( MIX K) Mboglichkeiten, M — K der
griinen Teilmenge auszuwihlen.
Betrachten wir nun den Fall N = 10, M = 10 und K = 9. Dann ist

10\ (10
(9)2(51) :Loofv@%m*‘o, (6.25)
(10)

(o) 2%
Dies ist also dusserst unwahrscheinlich, wenn die Person wirklich farbenblind war.
Es liegt daher nahe, die Hypothese zu verwerfen. Es dies sinnvoll? Dazu muss man
sich zunidchst fragen, ob dann ein anderer Ausgang des Experiments wesentlich
wahrscheinlicher gewesen wire. Was wire die Wahrscheinlichkeit sagen wir von 5
roten Kugeln gewesen?

P(Z=9) =

(9(9) 100 _ v

(o) Go) 1ovax”

was um GroBenordnungen groBer ist.

P(Z=5)=

(6.26)
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Beispiel 2.

Eine wichtige Testfrage beim Wetten ist, ob eine Gliickspielmaschine faire Re-
sultate liefert. Der einfachste Fall ist etwa, ob in einer Miinze Kopf und Zahl
tatsdchlich mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommen. Allgemeiner kann man die
Frage formulieren, wie man feststellen kann, ob unabhingige Zufallsvariablen X;
wirklich einen versprochenen Mittelwert y haben. Dazu betrachten wir wieder n
unabhingige Realisierungen dieser Zufallsvariablen, X1, ..., X,. Wir wissen bereits,
dass ein Schitzer fiir den Mittelwert durch {1, =n~ 'Y | X; gegeben ist. Wenn der
beobachtete Schitzer fi, von p abweicht, so kann das zwei Ursachen haben: Die
Zufallsvariablen haben gar nicht den Mittelwert p, oder sie haben diesen Mittel-
wert, und die Abweichung ist rein zufillig. Wir hatten bereits gesehen, dass die
Wahrscheinlichkeit der zufdlligen Abweichung durch die Varianz kontrolliert ist,
und dass die Varianz wiederum durch

=

52 =n"'Y (X; — )2 (6.27)

i=1

geschitzt werden kann. Man fiihrt nun die GroB3e

T, = Jutn—H (6.28)
On

welche die Abweichung des beobachteten Mittelwerts von dem erwarteten Mittel-
wert unter der Hypothese, dass dieser u ist mit der beobachteten Standardabwei-
chung des Mittelwerts vergleicht. Typischerweise sollte dann 7" von der Ordnung
1 sein, wenn die Hypothese richtig ist. Man kann nun einen Schwellenwert fiir T
festlegen, bis zu dem man die Hypothese akzeptieren will, und oberhalb dessen man
sie ablehnt. Man kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung von 7;, mittels des zentra-
len Grenzwertsatzes und des Gesetzes der grolen Zahlen fiir grole n auch leicht
aproximieren: Wenn wir die Modellannahme treffen, dass die X; unabhingig mit
Mittelwert u und endlicher Varianz o sind, dann konvergiert nach dem GGZ &,
gegen o und nach dem ZGS T, gegen eine GauB-verteilte Zufallsvariable mit Mit-
telwert O und Varianz 1. Also haben wir, dass

2
27t

P(|T,| >1) = ¢(t) ~ exp(—1%/2). (6.29)

Allgemeine Prinzipien.

Das grundsitzliche Vorgehen beim Testen von Hypothesen konnen wir wie folgt
beschreiben. Beim Testen geht es letztlich immer darum, zu entscheiden, of wir ein
bestimmtes statistisches Modell akzeptieren wollen oder nicht. Dazu betrachten wir
eine Klasse statistischer Modelle, die durch eine Familie von Parametern, 6 € ®
parametrisiert ist. Im vorigen Beispiel wire 6 etwa der Erwartungswert (. Wir nen-
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nen das WahrscheinlichkeitsmaB des Modells mit Parameter 6 P?. Eine Hypothese
wird nun dadurch formuliert, dass man den Parameterbereich ® disjunkt zerlegt in
0 = Oy U0B. Die Aussage 0 € Oy nennt man dann Hypothese, bzw. Nullhypothese.
Die Wahl der Nullhypothese beruht auf a priori Vorwissen bzw. Vorurteilen. Beim
Miinzwurf wére dies etwa die Annahme, dass die Miinze an sich fair sein sollte.
Diese Hypothese wollen wir nur verwerfen, wenn wir eine hinreichend grosse In-
kompatibilitit mit den Beobachtungen feststellen.

Ein Test ist nun (im einfachsten Fall) eine Teilmenge H € § in unserem Raum
der moglichen Ausginge unseres Zufallsexperiments, also ein Ereignis (allgemeiner
konnen auch Tests aus Zufallsvariablem mit Werten in [0, 1] konstruiert werden).
Beobachten wir nun einen Ausgang, X, unseres Zufallsexperiments, so wollen wir
die Entscheidung iiber die Nullhypothese wie folgt treffen:

e Falls X € H, so akzeptieren wir die Nullhypothese.
e Falls X ¢ H, so verwerfen wir die Nullhypothese.

Es kann dabei zu zweierlei Fehlentscheidungen kommen:

e Wir konnen die Hypothese verwerfen, obwohl sie zutrifft. Dies nennt man einen
Fehler erster Art, oder

e wir konnen die Hypothese akzeptieren, obwohl sie falsch ist. Dies nennt man
einen Fehler zweiter Art.

Ein Test sollte idealerweise die Wahrscheinlichkeit fiir beide Arten von Fehlern
klein machen. Aufgrund der Tatsache, dass die Nullhypothese zunichst ja plausibel
erscheint, ist es allerdings zunichst wichtig, die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
erster Art klein zu machen. Dazu muss man die groStmogliche Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass X ¢ H unter der Nullhypothese klein machen.

Definition 6.6. Ein Ereignis H € § heisst Test der Nullhypothese 6 € &y zum Ni-
veau ¢/, wenn
sup P9 (H®) < a. (6.30)
00y

Das Niveau des Tests ist also die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler erster Art zu
machen. Die Wahl des Schwellenwerts ¢ ist natiirlich entscheidend und muss sich
aus dem Testproblem ergeben. In der Praxis wird gerne o = 0.05 gewihlt.

Die Wahrscheinlichkeit einen Fehler zweiter Art zu machen, ist komplizierter zu
finden. Er tritt ein wenn die Hypothese falsch ist und in dem richtigen Modelldas
Ereignis H auftreten kann. Man fragt sich nun, wie wahrscheinlich dies ist. Dazu de-
finiert man die sog. Giitefunktion Gy (0) = P?(H¢). Man nennt Gy (0) fiir 8 € ©;
auch die Macht oder Schiirfe des Tests bei 6. In der Tat ist Gy (6) die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass Y ¢ H, also dass die Nullhypothese verworfen wird, wenn der
richtige Parameter 0 ist. Umgekehrt ist dann B (6) = 1 — Gy(6) die Wahrschein-
lichkeit dafiir, einen Fehler zweiter Art zu begehen.

Definition 6.7. Ein Test der Nullhypothese 8 € @y zum Niveau « heisst gleichmdifig
bester Test zum Niveau o, falls fiir alle anderen Tests, H' zum Niveau o gilt, dass

Gu(0) > Gy/(0), fiiralled € O. (6.31)
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Beispiel: T-Test.

Wir kommen zu unserem Beispiel des Testens der Hypothese EX; = u zuriick. Hier
ist unser Parameter 8 = EX;. Wir betrachten wir zunéchst die Nullhypothese mit
0o ={u}, ® =R\{u}. Als Test bieten sich die Mengen H; = {|T,,| <t}, fiirt >0
an. Nach unseren friiheren Uberlegungen wissen wir, dass

PH(HE) = PH(|Ty| > 1) ~ / e 2dx = 26(1) (6.32)

ist. Damit konnen wir also leicht durch geeignet Wahl von ¢ einen Test zu jedem
gewiinschten Niveau konstruieren. Fiir einen Test auf 5% etwa wihlen wir da-
zu t, so, dass 2¢ (t.) = 0.05, und unser Testereignis H;, = {|T,,] <.} is dann der
gewlinschte Test.

Wie sieht es mit der Giite des Tests aus? Falls 6 = p + 0, so ist unter PP,

T, = \/n8/6, + T, (6.33)

wo T/ wieder approximativ normal-verteilt ist (unter P?). Damit ist unsere Giitefunktion
approximativ (0.b.d. A. sei 6 > 0)

Jnd o+t
V27 /fa/c 1

Das Integral ist klein, wenn das Integrationsintervall weit von Null weg liegt, es
ist aber nahe bei eins, wenn es die Null umfasst. Fiir den letzteren Fall muss aber
\/nd /o Kklein sein, d.h. § ~ 1/4/n. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art
wird also nur dann nicht sehr klein, wenn Insbesondere bedeutet dies, dass fiir grofie
n ein Fehler zweiter Art nur dann mit grosser Wahrscheinlichkeit auftritt, wenn & <
O(1/+/n) ist. Wir sehen an diesem Beispiel, dass das Testen der Hypothese EX; = u
gegen die Alternative EX; = u problematisch ist, da es sehr wahrscheinlich ist, einen
Fehler zweiter Art zu begehen, wenn der wirkliche Erwartungswert sehr nahe bei
u liegt. Die Giitefunktion gibt uns den Hinweis, welche weiteren Werte ausser der
Nullhypothese ebenfalls nicht one weiteres verworfen werden sollten.

Die oben betrachtete Hypothese der Form @y = {1} nennt man eine zweiseitige
Hypothese. Im Gegensatz dazu nennt man Hypothesen der Form 6 < i oder 6 > u
einseitige Hypothesen.

Im obigen Beispiel ist eine einseitige Hypothese etwa 68 < u, wobei 6 der Er-
wartungswert von X; ist. Unter der Hypothese sollte also das beobachtete [l, eher
kleiner als u sein. Daher wire ein Test der Hypothese 0 > u z.B. das Ereignis
H, = {T, <t}, wobei T, wie in (6.28) gegeben ist. Damit H, die Hypothese zum
Niveau o tested, muss dann gelten, dass

G (0) ~ 1 —P°(|T) — /nS/c,| <t) ~ 1 — e 2dx.  (6.34)

maxP? (7, > 1) < a. (6.35)
0<u

Nun wissen wir wieder, dass fiir grosse n approximativ gilt
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PO(T, > 1) = P(Vn((0 — 1) /6 + T, > 1) = ¢ (1 ++/n(n—6)/6).  (636)

Dann ist aber

maxP® (7, > 1) ~ max ¢ (t + /n(u — 0)/6) = ¢(1). (6.37)
o<u 0<u

In vielen Situationen, wie etwa der obigen, hat man nicht nur einen Test auf
ein bestimmtes Niveau, sondern eine Familie von Tests auf beliebige Niveaus. Ei-
ner gegebenen Beobachtung Z kann man dann den sogenannten p-Wert zuordnen,

nidmlich
p(Z) =min{P(H},t >0:Z € Hf}, (6.38)

das heisst, das Niveau des schirfsten Test (Test zum niedrigsten Niveau), bei dem
die Nullhypothese verworfen worden wire. Es ist klar, dass je kleiner der p-Wert ist,
um so mehr Vertrauen wird man in eine negatives Testergebnis haben. Der p-Wert
wird auch érreichtes Niveau”(level attained”) gennant. Er beschreibt in gewissem
Sinn die Unwahrscheinlichkeit der Beobachtung unter der Nullhypothese.

Anmerkung. Zur Notation: Das Niveau zu dem ein Test tested nennt man auch Si-
gnifikanzniveau. Eine Test zu einem Niveau nennt man auch Signifikanztest. Gele-
gentlich wird ein Test auch Teststatistik genannt.

6.4 Stichproben

Das vielleicht klassischste Problem der Statistik besteht darin, Aussagen iiber
den Zustand eines Systems zu treffen, das nicht vollstindig beobachtet werden kann.
Oft geht es dabei darum, die Zusammensetzung einer grossen Gruppe von Individu-
en, die unterschiedliche Eigenschaften haben, zu schliessen. Dabei mochte man eine
kleine Untergruppe (Stichprobe) auswihlen, deren Zusammensetzung messen, und
darauf auf die gesamte Gruppe schliessen. Dies geschieht etwa bei Prognosen zum
Wahlausgang bei Wahlen und anderen Meinungsumfragen. Ein anderes Beispiel ist
etwa das Problem, die Haufigkeit verschiedenen Spezies von Planzen oder Tieren in
einem Biotop zu bestimmen.

Wir betrachten hier die folgende einfache Situation. Gegeben seien N Personen,
die entweder die Meinung A oder die Meinung B haben kénnen. Die unbekannt
Anzahl der Personen mit Meinung A bezeichnen wir mit Ny. Wir wollen diese Zahl
bestimmen, indem wir eine (kleine) Zahl n von Personen zufillig aus den N Perso-
nen auswihlen und diese Nach Threr Meinung fragen. Die Gruppe der n Personen
bezeichnen wir als Stichprobe. Die Anzahl der Personen in der Stichprobe, die die
Meinung A haben bezeichnen wir mit n4. Wir betrachten Was lernen wir {iber Ny ?

Wir wollen dieses Problem auf zwei Wegen angehen, einmal als Hypothesentest,
und einmal als Bayes’schen Schitzproblem.
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6.4.1 Stichproben als Hypothesentest

Der Zugang iiber Hypothesentests bietet sich dann an, wenn wir a priori eine Ver-
mutung iiber die Zusammensetzung unserer Guppe haben. Angenommen, wir haben
die Meinung, dass mindestens pN (fiir ein p € (0, 1)) Personen die Meinung A ha-
ben. Dann formulieren wir die
Nullhypothese: {N; > pN}.

WIr suchen einen Test in der form {ns > tn}. Wie miissen wir ¢ und n wihlen,
um die Nullhypothese auf dem Niveau 0.95 zu testen?

Dazu benétigen wir die Wahrscheinlichkeit des Stichprobenausgangs unter der
Bedingung, dass N4 = K. Nach unserem allgemeinen Prinzip muss gelten, dass

P =K) < 0.05. .
max P (ny < tn| Ny = K) < 0.05 (6.39)

Nehmen wir Ny = K als gegeben an, so ist unsere Stichprobenauswahl ein kontrol-
liertes Zufallsexperiment, und die Wahrscheinlichkeit den Wert n4 = k zu erhalten,
wenn Ny = K gegeben ist, ist hypergeometrisch (siehe Beispiel 1):

K\ (N—-K
P(np = k|Ny = K) = W k) (6.40)

()

Wir miissen also sicherstellen, dass

m—1 (KY(N-K
) <")((N)’f) <0.05, (6.41)
k=0 n

fiir alle K > pN. Um besser zu verstehen, was das uns sagt, nehmen wir an, dass N
sehr gross gegen n und auch K gross gegen k ist. Dann kénnen wir die Binomialkef-

fizienten approximieren als
K\ K*
~— 6.42
( k) - (6.42)

und so weiter. (Der Fehler, den wir dabei machen ist ein Faktor [T (1 —i/K) >
(1—k/K)* ~ e®/K_was sehr nahe bei eins liegt, wenn & klein gegen K ist.

P(ny = k|Njy = K) = <’Z) (g)k (1 - §>n_k, (6.43)

d.h. unsere Wahrscheinlichkeit kann durch eine Binomialverteilung Bin(n,K/N) ap-
proximiert werden, was zu der Bedingung

tn—1

)y (Z) (K/NY*(1—K/N)"*<0.05 (6.44)

k=0



88 6 Statistik

fiihrt. Klarerweise kann dies nur klein sein, wenn k/n < K/N fiir alle betrachte-
ten Werte von k und K ist. Aufgrund der Monotonieeigenschaften reduzieren sich
unsere Bedingungen daher auf

tn—1

Yy (Z) pi(1—p)" ¥ <0.05. (6.45)

k=0

Hier konnen wir nun aber wieder den Satz von de Moivre-Laplace anwenden. Wir
wihlen t =7, = p — z/+/n. Dann sagt unser Satz, dass der uns sagt, dass fiir » eini-
germassen grof3, die linke Seite gut durch

e /200D gy = §(z/0), (6.46)

\/277:p (I-p /

approximiert wird, wobei wieder 62 = p(1 — p) ist. Also erhalten wir einen Test auf
das Niveau 0.95 wenn wir t = p — 20 //n wihlen.

Wie steht es nun mit der Giite dieses Tests? Die Giitefunktion ist in unserem Fall
fiir K’ < pN

ten—1
Gy(K')=P(na <tnNa=K')~ Y (Z) (K’/N)k (1 —K’/N)”*". (6.47)
k=0

Wenn wir wieder mit dem zentralen Grenzwertsatz approximieren, erhalten wir

~20+Vi(p—K'/N) _
€

\/277:p /oo
=¢(2—-vn (p—K’/N)cr)- (6.48)

Die rechte Seite der Gleichung erreicht den Wert 1/2 wenn /o (p — K'/N)y/n =2,
also fiir K’ = pN — 6N/(o+/n). Wir sehen daher, dass Giite des Tests erst dann
gegen eins (und damit die Wahrscheinlichkeit einen Fehler zweiter Art zu machen
gegen Null geht), wenn der wahre Wert von N4 um einen Betrag von der Ordnung
N/+/n unter dem der Nullhypothese liegt.

Genauso lassen sich natiirlich auch andere Hypothesen iiber N4 testen.

Gu(K') =P(ng < tn|Ny = 2 [sp(1-p) g

6.4.2 Stichproben als Bayes’scher Schditzer

In vielen Fillen hat man keine a priori Hypothese sondern mochte aus der Stich-
probe den Wert von Ny schitzen. Genau genommen méochte man sogar eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir N4 schitzen. Nun ist hier aber eigentlich nichts zufillig
(und insbesondere ist nichts wiederholbar), da wir ja nur ein einziges System be-
trachten und dort N4 eben einen bestimmten Wert hat. Um dennoch probabilistisch
argumentieren zu konnen, nehmen wir den sog. Bayes’schen Standpunkt ein in dem
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Wahrscheinlichkeit einfach ein MaB fiir unser Unwissen ist. Dazu sehen wir auch
die gesamte Anzahl der Personen, die die Meinung N4 haben, als Zufallsvariable
an. A priori wissen wir nur, dass Ny einen Wert zwischen Null und N annimmt, und
nehmen daher als a priori Verteilung P(Ny = K) = ﬁ, fir K € {0,...,N}. Nun
fithren wir auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum die Zufallsvariable ny4 ein, also
das Ergebnis unserer Stichprobe. Was uns nun interessiert, ist die Wahrscheinlick-
heitsverteilung von Ny4, gegeben den beobachteten Wert k der Zufallsvariablen n4.
Nun kennen wir aber die bedingte Verteilung von ng, gegeben den Wert von Ny,

siehe (6.40). Nach Bayes haben wir dann

P(N, = K)

(6.49)

P(N4 = K) kennen wir aus unserer Grundannahme der Gleichverteilung. P(ns = k)
erhalten daraus (nach Satz 3.2, Punkt (ii)), als

N
P(ny =k) = I;OP(nA = k|Ny = K)P(Nsy = K)

Y0 1
= () N+U

n

o (K\(N-K\ _ (N+1
1<Z=’o(k>(n—k><n+1)’ 6.51)

Gh) 1
N+1D)(®)  n+l

d.h. auch die Zufallsvariablen n4 sind a priori gleichverteilt auf Ihrem Wertebereich.

(6.50)

Nun gilt aber

und daher

P(ny = k) = (6.52)

Anmerkung. Die Tatsache, dass, unter der der a priori Annahme, dass wir nichts
wissen, auch die Zufallsvariable n4 gleichverteilt sein soll, scheint sehr plausibel
und konnte fast als Beweis der Gleichung (6.51) dienen. Es gibt allerdings auch
einen rein analytischen Beweis dieser Relation.

Dann erhalten wir fiir die bedingte Verteilung von K

n+1 () (%)
N+1 (M)

n

P(Njy = K|ny = k) = (6.53)

Nehmen wir wieder N >> n etc. an, so konnen wir wieder approximieren:
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k n—k
(g) (1—]I§> (6.54)

xp (n (zln(K/N) . %)111(1 —K/N)))

|
Z| 3
+ [+
—_ =
N
3
N~ N
[¢)

exp (nF(k/n,K/N)),

Die Funktion F(B,0) = Blna+ (1 — ) In(1 — @) strebt bei o =0 und 1 gegen —eco.
Sie ist als Funktion von o konkav und nimmt ihr einziges Maximum bei o« = f3 an,
undes gilt F(B,B)=f lnB +(1=B)In(1 = B). Es folgt, dass der wahrscheinlichste
Wert von K gerade K = k ]1 ist, was wir auch erwarten sollten. Damit haben wir
einen Schitzer fiir K gefunden

Wir konnen weiter die Funktion F(f, &) in der Nihe ihres Maximums Taylor-
entwickeln und erhalten

F(B.a) = F(B.B)— ﬁ(lﬁ)< —BP+0(a—BL). (655

Fiir kleine Werte von § — a konnen wir die Fehlerterme vernachlissigen. Wenn wir
K/N —k/n = x/+/n setzen (also Werte von K betrachten, die nur um xN/y/n vom
Schitzer kN /n, so finden wir

P(Ny = K|ny = k) ~ % (Z) exp (nF(k/n,k/n) - M) . (656)

Hier sehen wir schon klar die GauB3-Verteilung im Anzug. In der Tat, wenn wir den
Binomialkoeffizienten wir in Gleichung (5.11) approximieren, so erhalten wir

Vi 1 x
N 27rk/n(1—k/n)exp< 2k/n(1—k/n ))'

Daraus folgt aber (dhnlich wie im Beweis des Satzes von de Moivre-Laplace) fol-
gendes Resultat zeigen. Wir definieren ein Familie von Zufallsvariablen Zy , =

/n(Ng/N —ny/n). Dann gilt:

Satz 6.8. Fiir jedes B € (0,1) und a < b € R gilt

P(NA = K|nA = k) ~ (657)

limlimP(a <Zy, <b|ns=[Bn]) =

ntfoo Ntoo «/Znﬁ 1-p /

Die wesentliche Botschaft dieses Resultats ist, dass das Ergebnis einer Stichpro-
be der GroBle n mit k mal der Meinung A uns sagt, dass mit Wahrscheinlichkeit 0.95
in die relative Héufigkeit der Meinung A im Intervall [k/n —206/+/n,k/n+20/\/n]
liegt, wo 62 = B(1 — B) ist, wenn N > n. Die absolute Zahl der Personen mit Mei-
nung A bestimmt unsere Stichprobe dagegen mit einem Fehler der Ordnung N /+/n.
Ist etwa N = 10® und wir wollen die Haufigkeit der Meinung A auf 1% mit Konfi-

= (6.58)
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denz 0.95 bestimmen, so miissen wir n ~ 10000 wihlen. Die Bayes’sche Analyse
erlaubt also auf der Basis einer Stichprobe Konfidenzintervalle fiir den Wert der An-
zahl der Personen mit Meinung A in der Gesamtpopulation zu finden. Beachte, dass
die GroBe des Konfidenzintervalls fiir die Haufigkeit Ny /N stets von der Ordnung
1/+/n ist (unabhéngig von der GroBe von N, vorausgesetzt diese ist groB gegen n.

6.5 x>-Anpassungstests

Wir betrachten wieder die Situation eines statistischen Modells wo X;,i € N un-
abhingige identisch verteilte Zufallsvariablem sind. Das Modell sei parametrisiert
durch die Verteilung der Zufallsvariablen X;, 6. Es sei zunichst der Fall angenom-
men, wo X; endlich viele Werte, {1,...,¢} annehmen. Die Hypothesen, die wir be-
trachten wollen sind 6 = P, fiir eine bestimmte Verteilung P, z. B. die Gleichvertei-
lung. Wir suchen nun nach einem geeigneten Test zu einem Niveau .

Dazu betrachten wir n Beobachtungen der Zufallsvariablen Xi,...,X,, und die
entsprechende empirische Verteilung

n

v, = 1 Y ox.. (6.59)
i=1

Wir betrachten den Vektor der Frequenzen
L, = (Va(1),..., v (0)). (6.60)
Wir wollen L,, mit dem Wahrscheinlichkeitsvektor
(P(1),...,P(£)), (6.61)

vergleichen. Wir kénnen nun die Likelihood der beobachteten Frequenzen unter der
Nullhypothese,

14
[P, (6.62)
i=1

mit der maximalen Likelihood unter der Alternative, 8 # P, vergleichen. Nun ist
aber

sup [TO ()™ =T vali)"®. (6.63)
0+4Pi-1 i=1

Betrachten wir nun das Verhiltnis dieser Werte,

[Ty Va (i)™

R, )
[T, P(iy™n@)

(6.64)

Es folgt dass
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Vi .
n 'R, = ; Va(i)In (;é’;) — H(v,,P). (6.65)

Die Grosse H(V,,P) nennt man die relative Entropie der MaBe v, und P. Sie ver-

schwindet genau dann, wenn P = v,,. Ihre Grosse ist ein Mal fiir die Abweichung

von v, von P. Wir konnten also eine Test von der Form {nH (v,,P) < c} betrach-

ten. Dann miissen wir nur noch wissen, wie ¢ zu wihlen ist, um ein gewiinschtes

Testniveau zu erzielen.

Dazu schreiben wir die relative Entropie geschickt um. Es gilt ndmlich

_ pYali) V(i)
wt) = Lo (55

= ip(i)w ( g((i")) ) , (6.66)

mit Y () = 1 — u+ulnu. Dabei haben wir benutzt, dass offensichtlich

S i)\ W o e B
.ZIP(I) <1 P > 7;1)(;)*;%(1) =1-1=0 (6.67)

1

ist. Nun ist <L y(u) = —12—1— Inu+ 1 =Inu, so dass y bei 1 ihr einziges Minimum,
0, annimmt. Weiter ist #I]/(l) = 1, so dass die Taylorapproximation um 1 gege-

ben ist durch y(u) ~ (u— 1)?/2. Damit erhalten wir fiir die relative Entropie die
Approximation

p . 2
Y P() (V"@ - 1) = %Dmp. (6.68)

H(v,,P) =~

Alternativ schreibt man oft auch um:

—nP(i)?

g R
N (nva(i)
Dyp= ; 0 (6.69)

Das sieht an sich schon ganz gut aus als MaB fiir die Abweichung von v,, von P. Der
entscheidende Punkt ist aber, dass fiir die rechte Seite unter der Nullhypothese ein
universeller Grenzwertsatz, dhnlich dem zentralen Grenzwertsatz, gilt.

Satz 6.9. Fiir jedes { und fiir jedes P so, dass P(i) > 0, fiir alle i € {1,...,£} und
fiir alle ¢ > 0 gilt

imP* (Dyp <) = X1 (c), (6.70)
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wobei 15271 die Verteilungsfunktion der y*-Verteilung mit { — 1 Freiheitsgraden ist.

Dabei ist
k
:P(ZZ&g), (6.71)
i=1

wo Z;,i € N, unabhdngige Gauf3-verteilte Zufallsvariablen mit Mittelwert 0 und Va-
rianz 1 sind.

Anmerkung. Da in der Formel fiir D, p ¢ Quadrate auftreten, konnte man zunichst
vermuten, dass in der xz-Verteilung £ Quadrate von Gauf3’schen Zufallsvariablen
auftreten sollten. Der Punkt ist aber, dass die Summanden in (6.68) nicht unabhéngig
sind, da ja stets Y¢_, v, (i) = 1, etc.. Daher bleiben im Grenzwert nur £ — 1 FF-
reiheitsgrade”iibrig.

Der Beweis dieses Satzes wiirde hier zu weit fiihren. Wir beschrinken uns auf
den Fall ¢ = 1, der eine direkte Folge des Satzes von de Moivre-Laplace ist.

Beweis. (Im Fall £ = 1). In diesem Fall gilt, dass

i
()

(nva(i) —nP(i))* (6.72)

Nun ist aber

2 n :
(nv((ll))( P((B)) :< nP(l)l P Z(lxk_l_P(l))> S em

Unter der Verteilung P¥ ist Y}_, 1y, Bin(n, P(1))-verteilt und daher konvergiert
nach dem Satz von de Moivre-Laplace Z, in Verteilung gegen eine Gauf3-verteilte
Zufallsvariable Z mit Mittelwert Null und Varianz 1. Daher gilt

HmP? (D,p < ¢) = imP” (22 < ¢)
ntoo nfoo
= imP" (|2, < ve) = P" (|2] < ve)
nfoeo
=P (22 <¢), (6.74)
wie behauptet. O

Die Funktionen x,% liegen tabelliert vor. Die zugehdrigen Wahrscheinlichkeits-
dichten kann man explizit angeben. Insbesondere folgt nun, dass wir, zumindest fiir
grosse n einen Test der Nullhypothese 6 = P zum Niveau o durch

{Dup <X 11 a) (6.75)
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erhalten, wo 72, ,, den Wert bezeichnet so dass x? (x,% - a) =1 - «a. Diesen Test

nennt man einen x2-Anpassungstest zum Niveau o.

6.6 x>-Test fiir die Normalverteilung

Die GauB3-Verteilung spielt als ein bevorzugtes Modell in der Statistik eine wichtige
Rolle. Daher ist es wichtig, auch die Hypothese, dass Zufallsvariablen GauB3-verteilt
sind, testen zu konnen. Die im vorigen Abschnitt verwendete Methode scheint nicht
direkt anwendbar, da wir angenommen hatten, dass die Zufallsvariablen nur endlich
viele Werte annehmen. Es ist aber leicht, diese Methode an den Fall beliebiger Ver-
teilungen anzupassen. Unser Modell sei also wie oben, aber mit der Nullhypothese,
dass die Verteilung der Zufallsvariablen X; die GauB3-Verteilung mit Mittelwert u
und Varianz o2 ist.

Um einen Test zu konstruieren, diskretisieren wir das Problem. Dazu teilen
wir den Wertebereich R in ¢ disjunkte Teilintervalle [;,...,I; ein, wobei natiirlich
U!_, = R sein muss. Jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf R induziert dann eine
Verteilung P auf der endlichen Menge {1,...,¢} durch

P(j) =P(l;), je{l,....,0}. (6.76)

Indem wir nun testen ob die diskretisierte empirische Verteilung nahe bei der dis-
kretisierten GauB3verteilung liegt, erhalten wir jedenfalls eine Test zum gewiinschten
Niveau fiir unsere Nullhypothese. Um auch den Fehler zweiter Art einigermassen
klein zu machen, muss man die Zerlegung hinreichend fein machen und dann aber
auch geniigend Beobachtungen haben, damit eine substanziell grosse Zahl der Be-
obachtungen in jedes Intervall fillt.

6.7 x>-Test auf Unabhiingigkeit

Eine wichtige Frage, die durch statistische Test gekldrt werden soll, ist die nach
der Unabhingigkeit verschiedener Eigenschaften. Gerade im medizinischen Bereich
wird so etwas sehr hidufig untersucht: So fragt man sich, ob etwa der Verlauf ei-
ner Krankheit von der Einnahme eines Medikaments abhéngig ist oder nicht, oder
man mochte wissen, ob der Verzehr gewisser Nahrungsmittel mit dem Gesundheits-
zustand zusammenhingt, oder nicht. Eine etwas modernere Frage ist es, Zusam-
menhinge zwischen genetischen Charakteristiken und bestimmten Erkrankungen
herauszufinden. Bei all diesen Fragen sucht man im Prinzip nach kausalen Zusam-
menhingen. Man sollte sich allerdings bewusst sein, dass dies sehr schwierig ist und
von statistischen Test selten geleistet werden kann.

Wir wollen die folgende Situation betrachten. Ein Individuum i sei durch zwei
Merkmale, X und Y, charakterisiert. (z. B. Form und Farbe), die jeweils Werte in
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den endliche Mengen A und B annehmen. Wir bezeichnen den Produktraum mit
E = A x B Unser statistisches Modell besteht in der Grundannahme, dass wir ei-
ne beliebige Anzahl von Individuen i € N haben, deren Eigenschaften durch un-
abhingige Zufallsvariablen (X;,Y;),i € N modelliert sind. Modellparameter ist die
gemeinsame Verteilung 6 dieses Paars von Zufallsvariablen. Insbesondere wollen
wir einen Test auf die Nullhypothese, dass X und Z unabhingige Zufallsvariablen
sind, entwerfen.
Wir definieren die sogenannten Randverteilungen

0%(i) =Y 0(i.j), i€A, (6.77)
JEB

0%(j) =Y 0(i,j), j€B. (6.78)
icA

Die Nullhypothese lautet dann: 8 = 64 ® 8. Wenn wir mit .#, und .#p die
Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf den Mengen A und B bezeichnen, so
konnen wir die Nullhypothese in der expliziteren Form

&y = {9 ZV[eAﬁjeBe(i,j) = (X(i)ﬁ(j),ﬁir(l € ./%A,ﬁ € ///B}, (6.79)

schreiben. Um einen Test der Nullhypothese zu entwerfen, wollen wir ganz ana-
log zum Fall des Anpassungstests vorgehen. Dazu betrachten wir die empirische
Verteilung

1 n
Vi=—Y 8x.1) (6.80)
=
Die dieser entsprechende Matrix

wird in der Statistik Kontingenztafel genannt. Wie wollen nun wieder den Like-
lihoodkoeffizienten der Beobachtung bestimmen.
Unter dem Wahrscheinlikeitsmal3 0 ist die Likelihood der Beobachtung v,, gege-
ben durch -
pa(0:va) = ] (66, /)", (6.82)

(i,j)€eAxB

Damit ist das Verhiltnis der maximalen Likelihood zur maximalen Likelihood unter
der Nullhypothese

R, = SUPoco H(i,j)eAxB[e(i,j)]h”<ij)

= : ) (6.83)
SUPge.#, Be.sty H(i,j)eAxB[a(l)ﬁ(J)] m

Das supremum im Zihler wird wieder von der empirischen Verteilung selbst ange-
nommen, ist also [; ; i (i, j)"Vn(’*J ). Fiir die Terme im Nenner gilt
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[T (@@ = TI le@"@x [T B

(i,j)EAXB (i, j)GAXB (i, )€A><B
Z/eb’hn ij) X ZzeA (i)
= H[a(i)]"“A“) < T1IB <j)]”vf 0, (6.84)
€A jeB

wo wir wieder gesetzt haben VA (i) = ¥ ;cp Va (i, j) = %Z]EB hu(ij), etc.. Damit ist

sp [T [e)B( <supn z><supH <>

oMy BEMp (i, j)eAxB QEMp icA Be.#p jeB
A1vA (D) ~1nvB
=TTv@)™ T i)™
i€A jEB
= I Maovee™™. (6.85)
(i,j)€EAXB
Also erhalten wir
valinj) 7" L
R”: VA(VB(j) - H ny 'n nl)s .
Il Lﬁ‘(i)vﬁ(ﬁ} exp (nH (vi, vy @ V) (6.86)

(i.j)eAxB

wo H wieder die relative Entropie ist. Unter der Nullhypothese sollte v, nahe
an einem ProduktmaB sein, also H nahe null sein. Genau wie im Fall des -
Anpassungstest kann man die relative Entropie quadratisch approximieren durch

H(v, vA®vB)zs1 Y, viiveiG) _Valb) zziﬁ (6.87)
n¥n n n n . ]) —2n n- .

(i,/)EAXB va (v

Der Nutzen dieses Verfahren kommt wieder von einem Grenzwertsatz, der dies-
mal von Pearson bewiesen wurde.

Satz 6.10. Fiir jedes Produktmaf3 @ ® B konvergiert D, in Verteilung gegen eine
xfa_l)(b_l)—verteilte Zufallsvariable, wo a = |A| und b =

limp<? (Bn <€) = 211y ([056)); (6.88)

Der Beweis dieses Satzes wiirde den Rahmen der Vorlesung sprengen.

Damit habe wir also ein gutes Verfahren zum Testen auf Unabhiingigkeit. Aus
n Beobachtungen der Merkmale A und B bestimmt man die Kontingenztafel £, (i)
und somit die empirische Verteilung v, (i, j) = 1h,(ij). Weiter bestimmt man die
empirischen Randverteilungen der Merkmale A und B, vA (i), vB(j). Diese setzt man
in die Formel (6.87) ein und erhilt 5,,. Will man nun die Nullhypothese, dass die
Merkmale A und B unabhingig sind zum Nieveau « testen, so benutzt man als Test
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{5,, < X(za—l)(b—l), a}, welches man in einer Tabelle nachschldgt. Man verwirft die

Nullhypothese also nur, wenn D, > X(za,l) (h—1), ist.






Kapitel 7
Nochmal: Der zentrale Grenzwertsatz*

Wir wollen zum Abschluf3 der Vorlesung noch den zentralen Grenzwertsatz 5.5 be-
weisen. Es gibt eine gane Reihe von Méglichkeiten, dies zu tun. Der hier gegenene
Beweis ist dem Buch von Kersting und Wakolbinger [3] entnommen. Er hat den
Vorteil, dass er nur die Kenntnis der Taylorformel aus der reellen Analysis voraus-
setzt.

Gauss’sche Zufallsvariablen haben folgende wichtige Eigenschaft.

Lemma 7.1. Es seien X1 und X, unabhdngige, identisch verteilte Zufallsvariablem
mit Mittelwert Null und Varianzen 6} und 63. Dann ist Z = X +X; eine Gauss’sche
Zufallsvariable mit Mittelwert Null und Varianz 67 + 63.

Beweis. Man kann dieses Lemma z. B. durch explizite Berechnung der Verteilungs-
funktion von Z beweisen. Wir wollen aber ein anderes Argument benutzen, dass
ohne Rechnung auskommt. Dazu benutzen wir den Satz von de Moivre Laplace. Es
seine X;,i € N unabhingige Ber(1/2) Zufallsvariablen. Dann ist

[01 n] 2 [ nj [o7n]
-1/2) = ——— —1/2). (7.1)
f Z Vn / ;
Wegen dem Satz von de Moivre Laplace folgt daraus, dass
[Glzn]
7 Z( Xi—1/2) = X, (7.2)
in Verteilung. Ebenso gilt
) [Glzn]+[622n]
— Y x-1/2)=X. (7.3)

vn o

i=[oZn]+1

Weiterhin sind X und X, unabhéngig. Dazu miissen wir nur zeigen, dass sie unkor-
reliert sind.

99
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o | loful+{o

1
E[X; X5] =limE — X;i—1/2 — X;—1/2 =0. (7.4)
e e N e N
Andererseits ist
) [on]+[037]
X1+X2_hm7 Y &xi—-1/2)=z (7.5)
Teo i=1

Damit ist die Behauptung bewiesen. 0O

Was wir gerade gezeigt haben, ist, dass die Eigenschaft der Gauss-Verteilung im
Lemma 7.1 eine Folge der Tatsache ist, dass die Gauss-Verteilung die Verteilung
eines Grenzwertes einer Summe von unabhingigen Zufallsvariablen ist.

Unser Lemma impliziert insbesondere, dass wenn X;,i € N unabhingige, Gauss-
verteilte Zufallsvariblen mit Mittelwert Null und Varianz eins sind, dann ist fiir jedes
neN,

Zn X, (7.6)

Il
Sl -
M=

Il
—_

i
ebenfalls eine Gauss-verteilte Zufallsvariablen mit Mittelwert Null und Varianz eins.
Wir wollen nun folgenden Satz beweisen.

Lemma 7.2. Seien X;,i € N wie oben und seien Y;,i € N unabhdngige identisch ver-
teilte Zufallsvariablem mit Mittelwert Null und Varianz eins. Es sei W,, = ﬁ Yo v

Sei f: R — R eine dreimal stetig differenzierbare Funktion mit drei beschrinkten
Ableitungen. Dann gilt

}#EE (f(Wa) — f(Zn)) = 0. (7.7)

Beweis. Der Beweis beruht darauf, die Differenz f(W,) — f(Z,) in viele kleine Dif-
ferenzen zu zerlegen. Dazu benutzen wir eine teleskopische Entwicklung’:

fW) = f (”_1/2,.;“) ~f <n—1/2 <X1 +;2Y))
f< ~1/2 <X1+X2+ZY>> f<n—1/2 <X1+X2+X3+§n>>
i

e (':Z:x,-+Yn+>> -/ ("1/2 (le>>

f(Z,). (7.8)

Rt

+
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Dabher ist
E(f(Wa) = f(Z)) =E | f (n—l/zin) ~f (n‘”z (xl + zy>>
L i=1 i—2
+E f(n_l/z (Xl +iYi>> —f<”_1/2 <X1 +X2+iyi>>]
i=2 i=3
.
+ .

. (7.9)

I n—1 n
+Efcﬂﬂ<2x+mg>—f0‘ﬂ2x>
L i=1 i=1

In jedem Summanden unterscheiden sich die Argumente der Funktionen f nun nur
in einem Term. Um alles etwas iibersichtlicher zu machen, fiithren wir die Variablen

k n
wznm<2x+2n> (7.10)

i=1 k+2

ein. Die Terme in den einzelnen Zeilen in (7.9) sind dann von der Form f(U; +
n=12Y, 1) — f(Up +n~"/?X;41 ). Die Taylorentwicklung zur Ordnung 2 gibt dann

F (Ut X ) = f (U0 i)
=0+n" 2V — X)) f (UR)
1
-1

S (R = XG0 (U +Rs, (7.11)

wo R3 das Restglied der Ordnung 3 ist, das wir in der Form
2Ry = Y2y (£ (Ue+n™ oY ) = £ (U0) (7.12)
- Xi4 (f" (Uk +”71/277/Xk+1) —f (Uk)) )

fir 1,1’ € [0,1]. Den Term, der die Gauss’sche Zufallsvariable X, involviert,
konnen wir einfach die Ungleichung

£ (Um0 X ) = £ (U0)] < ClXean, 7.13)

benutzen, da das resultierende |X;|> endliche Erwartung hat. Fiir den anderen
Term geht dies nicht ohne weiteres, da wir nicht voraussetzen, dass |Yk+1|3 end-
liche Erwartung hat. Wir fiihren daher eine Konstante K < o ein und unterscheiden
die Fille |Y+1| < K und |¥41| > K. Wir erhalten damit

f’ (Uk‘Hfl/zrlYkH) —f" (Uk)‘ < Ly j<k” Vet [C+ Ly, 1=k C”.
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Wenn wir diese Abschitzungen in Gleichung (7.11) einsetzen und dann die Erwar-
tung nehmen, erhalten wir

E [f (Uk"f'n*l/zYkH) —f(Uk"Hfl/szﬂﬂ

—04+0+0+n""! (c”’rf‘/2 +K3n 1 2CH+CB [V nlykﬂb,(]) (7.14)

Da nach Vorraussetzung die Erwartung von Yk2+1 endlich ist, existiert der Limes
KtoeovonE [Y/€2+1]]"Yk+l \SK]’ und somit gilt

lim+K 1 oo [Y2, 1y, k] =0 (7.15)
Damit folgt aber

im [E (f(Wa) — £(Zn))| < CE [P 1y, 1=k] » (7.16)

ntoo

fiir jedes K < oo} und daher

lim [ (f(Wa) = (Z)| < &, (7.17)
fiir jedes € > 0, mithin
imE (f(Wi) ~ f(Z0) = 0. (7.18)

Was zu beweisen war. 0O
Aus unserem Lemma folgt aber nun der zentrale Grenzwertsatz sehr leicht.

Beweis (von Satz 5.5). Wenn wir im Lemma 7.7 die Funktion f als die Indikator-
funktion 1, ;) wihlen durften, dann wiren wir schon fertig. Die Indikatorfunktion
ist aber nicht differenzierbar. Nun kann man sich aber leicht iiberlegen, dass man
eine Stufenfunktion beliebig gut durch glatte Funktionen annédhern kann. Insbeson-
dere gibt es fiir jedes & > 0 zwei Funktionen fi, >, die die Eigenschaften, die im
Lemma gefordert werden haben und fiir die gilt

(i) Fiir alle x < a — 6, alle x € [a,b] und alle x > b+ & ist f1(x) = L, p)(x);
(ii)Fiir alle x < a, alle x € [a+ 8,5 — 6] und alle x > b ist fo(x) = L, (x);
(jiiFir alle x € R gilt 0 < f(x) < Ty () < fi(x) < 1.

Dann gilt zunéchst fiir jedes n,
E[H(Wa)] <E (Lo (Wa)] <E[2(Wa)]. (7.19)
Wegen Lemma 7.7 folgt dann

E[f2(2)] < liminfE [T (W)] < listupE 1y (Wa)] <E[Ai(Z)],  (7.20)

wo Z Gauss mit Mittelwert null und Varianz eins ist. Andererseits ist nach Kon-
struktion der Funktionen f;,
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E[fi(2)]<P(a—8<Z<b+8), E[L(2Z)]>Pla+8<Z<b-3§). (1.21)

Da 8 > 0 beliebig kelin sein darf und die Verteilungsfuntion der Gauss-Verteilung
stetig ist, konnen wir die oberen und unteren Schranken in (7.21) beliebig nahe and
P (a <Z < b) bringen, woraus der zentrale Grenzwertsatz folgt. O
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