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Einleitung

Die algorithmische Mathematik vereint die algorithmischen Grundlagen aus verschiedenen
Bereichen der Mathematik

e Diskrete Mathematik
e Numerische Mathematik
e Stochastik

Die Aufgabe der Algorithmischen Mathematik ist die Konstruktion und Analyse von Al-
gorithmen zur Losung mathematischer Probleme. Ursprung dieser Probleme kénnen Aufga-
benstellungen aus Technik, Naturwissenschaften, Wirtschaft und Sozialwissenschaften sein.
Von erheblicher praktische Bedeutung ist deshalb die Umsetzung der Algorithmen in ein
Computerprogramm.
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1 Maschinenzahlen und -arithmetik

Bei der mathematischen Analyse von Algorithmen wird das Rechnen mit reellen Zahlen als
exakt vorausgesetzt. Tatséchlich werden im Rechner jedoch so genannte Maschinenzahlen
verwendet, mit denen ein exaktes Rechnen nicht mdéglich ist.

1.1 Zahlensysteme

Die Darstellung einer Zahl basiert auf Zahlensystemen. Es sei N = {1,2,3,...} die Menge
der natiirlichen Zahlen und b € N, b > 1, beliebig. Dann heifit die Menge ¥, := {0,...,b—1}
das Alphabet des b-adischen Systems. Ein Wort der Lénge n ist eine Aneinanderreihung
von n Symbolen aus ,. b wird als Basis bezeichnet.

Beispiel 1.1.

e Dezimalsystem: b = 10, ¥, = {0,1,2,...,9}. Worte aus diesem Alphabet sind zum
Beispiel 123, 734, 7806. Eine feste Wortlange n = 4 erreicht man durch Hinzufiigen
von Nullen: 0123, 0734, 7806. Im Rechner werden iiblicherweise Worte fester Lange
verwendet (8-, 16-, 32-, 64-Bit) (engl. binary digit).

e Yy = {0, 1} Dual- oder Binéralphabet

e Y3 =1{0,...,7} Octalalphabet

e Y5 ={0,...,9,A, B,C, D, E, F'} Hexadezimalalphabet

e Alte Basen sind b = 12 (Dutzend) und b = 60 (Zeitrechnung).

Die Basen 2, 8, 16 spielen in der Informatik eine entscheidende Rolle.

Satz 1.2. Sei b € N\ {1} und z € Ny := NU{0}. Dann existiert n € N mit z < b", und 2
ist eindeutig als Wort der Lédnge n iiber ¥, darstellbar durch

n—1
Z = E z;b"
=0

mit z; € X fiir alle 0 < ¢ < n.
Vereinfacht wir die Ziffernschreibweise z = (2,1, 2n_2, - - -, 21, 20)» verwendet.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion nach z. Fiir den Induktionsanfang
beachte man, dass fiir alle z < b gilt, dass n = 1 und z = z,.
Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, die Behauptung gelte fiir alle Zahlen 1,2, ..., 2—
1. Im Induktionsschluss zeigen wir, dass unter dieser Annahme die Behauptung fiir z > b
gilt. Es ist ndmlich

z=2-b+(z modb)
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mit 2 := |Z|. Hier verwenden wir fiir z € R die Notationen |z] := max{k € Z : k < z} und
(z mod b) :=z — %] -b.

Wegen Z < z besitzt Z nach Induktionsvoraussetzung eine Darstellung z = (Z,_1, ..., 20)p-
Dabei ist 2,1 = 0, weil aus 2, 10" ' < Z2und 2-b < z < D" folgt 2,_1b" < b™. Also ist
Zp—1 < 1 und somit z,_; = 0. Definiere (z,_1,...,20)p durch z; := 2, 1,i=n—1,...,1, und

2o := 2z mod b. Dann gilt

z=2-b+(z modb)

=b-Y %-b+(z modb)

210"+ (2 mod b)

<
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3
I
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Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen. Angenommen, es existieren zwei verschiedene
Darstellungen z = (2,-1,...,20)6 = (25,_1,-- -, 20)p- Sei p € N der grofite Index mit z, # z,,.
O.B.d.A. gilt z, > 2,. Dann miissen die niederwertigen Stellen z, ,,...,z; die kleinere
(p + 1)-te Stelle z, ausgleichen. Die grofite durch diese p Stellen darstellbare Zahl ist aber

(b—1)b°+...+(b—1)p—1:(b—1)pri:bp—1.

Von der letzten Identitét tiberzeugt man sich schnell durch Ausmultiplizieren. Da aber 1 - b?
eine Einheit der niederwertigen (p 4+ 1)-ten Stelle ist, kann diese nicht ausgeglichen werden.
Dieser Widerspruch beweist die Eindeutigkeit. O

Der Beweis ist konstruktiv: man erhélt einen Algorithmus zur Darstellung einer Zahl in
einem b-adischen System.

Beispiel 1.3. Darstellung von 1364 im Octalsystem

1364 = 170-8 4+ 4

170 =21 -8+ 2
21=2 8+5
2=0 -8+2

Hieraus erhélt man z = (1364);9 = (2524)s.

Algorithmus 1.4 (b-adische Darstellung (x,,_1,..., o), von z € Np).

Input: unsigned int z,b,n;
Output: unsigned int x[n];
for (i=0; i<n; i++) x[i]=0;
i=0;
while (z>0) {
x[i] = z % b; // entspricht (z mod b)



1.2 Darstellung ganzer Zahlen im Rechner

z = z/b; // entspricht ganzzahliger Division
i++;

Die Umwandlung einer Zahl in b-adischer Darstellung in eine Dezimalzahl erfolgt mittels
des Horner-Schemas.

n—1 n—2
z = Z bt = 2o + bz zi+1bi
=0 =0
n—3
= 20 + b <21 + b Z ZH_QbZ)
=0

=2zy+ b(zl + b(Zz + b(Z3 +... (anQ =+ bznfl))))

Algorithmus 1.5 (Umwandlung aus b-adischer Darstellung).

Input: unsigned int x[n],b,n;

Output: unsigned int z;

z=0;

for (i=n; i>0; i--) z = z *x b + x[i-1];

Bemerkung. Man beachte, dass die Variante
for (i=n-1; i>=0; i--) z = z *x b + x[1i];

zwar naheliegend ist, aber tatséchlich eine Endlosschleife darstellt, falls ¢ vom Typ unsigned
int ist.

1.2 Darstellung ganzer Zahlen im Rechner

A~ 9y

Um eine ganze Zahl in Binérdarstellung zu speichern, scheint es natiirlich, ein Bit (0 = "4,
1 = 7-") fiir das Vorzeichen und bei einer Wortldnge von n weitere n — 1 Bits fiir den
Betrag der Zahl zu verwenden. Da die 0 zwei Darstellungen besitzt (£0), kénnen 2" — 1
Zahlen dargestellt werden.

Beispiel 1.6. Im Fall n = 3 ergeben sich folgende Zahlen.

Bitmuster | Dezimaldarstellung
000 +0
001 +1
010 +2
011 +3
100 —0
101 -1
110 —2
111 -3
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Die beschriebene Darstellung ist auf Rechnern allerdings unpraktisch, weil auf Rechnern
nur Additionswerke vorhanden sind. Daher benotigt man eine Darstellung, bei der die Sub-
traktion auf die ziffernweise Addition zuriickgefiihrt werden kann. Dies gelingt mit der so
genannten Komplement-Darstellung.

Definition 1.7. Sei z = (z,-1,2n-2,...,20)p eine n-stellige b-adische Zahl. Das b-
Komplement K,(z) ist definiert als Ky(z) = (b—1—2z,_1,b—1—2,_9,...,0—1—z)p+ 1.
Beispiel 1.8.

[ ] KlO((325)10) == (674)10 + (1)10 == (675)10

e K,((10110)5) = (01001)3 + (1)9 = (01010)4

Lemma 1.9. Fiir jede n-stellige b-adische Zahl gilt
(1) z+ Ky(z) =b",

(i1) Kyp(Ky(2)) = 2.

Beweis. Nach Definition des b-Komplements ist

n—1
2+ Ky(2)=(0—1,....b=1)y+ (1), =1+ (b— 1)V
=0
n—1
=14+ (-1 bV =b"—1+1=0b"
=0

Fiir (i) beachte man, dass aus (7) folgt

—— ——

! !
z z

und hieraus K;(Kp(2)) = 2. O

Nach (i) von Lemma 1.9 ergibt sich das b-Komplement von z bei n Stellen als Differenz
von b" zu z; siehe Beispiel 1.8 fiir n = 3.

Definition 1.10. Sei z € Z mit — [%J <z < [%W Die b-Komplement-Darstellung
(2) Kk, von z ist definiert als

(), = {(z)b, falls z > 0,
K (Ky(|2]))p, sonst.

Hierbei ist [z] := min{k € Z : k > «} fiir + € R. Das Intervall [— |%]|,[%]) heiBt
darstellbarer Bereich.



1.2 Darstellung ganzer Zahlen im Rechner

Beispiel 1.11.

(a) Im Fall b = 10,n = 2 ist der darstellbare Bereich —50 < z < 50. Konkrete Darstellun-

gen sind
Zahl | Darstellung
43 43
—13 87
—27 73
38 38

(b) Im Fall b = 2,n = 3 ist der darstellbare Bereich —4 < z < 4. Konkrete Darstellungen

sind

Zahl | Bitmuster
—4 100
-3 101
-2 110
-1 111

0 000

1 001

2 010

3 011

Dies erklért die Bemerkung vom Ende des Abschnitts 1.1. Die Zahl —1 hat die Darstellung
(111...1)k,. Diese Ziffern als unsigned int interpretiert ergeben (1,...,1)y =2"—1>0.
Ein #hnliches Problem tritt beim so genannten Unter- bzw. Uberlauf (Verlassen des dar-
stellbaren Bereiches) beim Typ int auf. Die grofite darstellbare Zahl ist (011...1)g, =
271 — 1 =: Ty Withrend 2o + 1 = (10...0)g, als —2""1 interpretiert wird.

Betrachten wir nun die Addition von Zahlen in dieser Darstellung. Dazu sei mit & die zif-
fernweise Addition der Darstellungen zweier Zahlen bezeichnet, wobei ein eventueller Uber-
lauf auf die (n 4 1)-te Stelle vernachlédssigt wird, d.h. wir rechnen modulo 0"

Satz 1.12. Seien z,y n-stellige Zahlen und x,y,z + y im darstellbaren Bereich. Dann gilt
(ZL‘ + y)Kb = (x)Kb 57 (y)Kb'

Beweis. Fiir z > 0 gilt per Definition (2)g, = 2. Im Fall 2 < 0 haben wir nach Lemma 1.9
(2)k, = Kp(—2) = b" + 2. In beiden Féllen gilt daher z = (z)k, mod b". Insbesondere ist
(r)k, + (¥)Kk, mod b" =x+y = (x +y)k, mod b". ]

Beispiel 1.13. Sei b = 10,n = 2. Dann ergibt sich ein darstellbarer Bereich —50 < z < 50.
Wir erhalten

(27 k0 @ (12),, = 27+ 12 mod 100= 39 = (39)x,,,
(27) k1o @ (—15) ke = 27+ 85 mod 100= 12 = (12),,,
(27) k0 @ (—34) ko = 27+ 66 mod 100= 93 = (=7)x,,,

(—27) k0 ® (=21) g, = 73479 mod 100= 52 = (—48) k..
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Die Subtraktion zweier Zahlen x,y 148t sich mittels x — y = = + (—y) auf die Addition
zuriickfiithren.

Satz 1.14. Seien x,y n-stellige Zahlen und x,y,x — y im darstellbaren Bereich. Dann gilt
(= —y)k, = (¥)k, ® Ke((y)x,)-

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass (—y)x, = Kp((y)k,) gilt. Ist ndmlich y > 0, so gilt
per Definition (—y)k, = Ki(y) = Kp((y)k,). Im Fall y < 0 hat man (—y)x, = —y =
Ky(Ky(—y)) = Kp((y)k,). Nach Satz 1.12 gilt dann
(= =), = @)k, & (=Y)K, = (@)K, & K((y)K,).
U

Beispiel 1.15. Es sei b = 10, n = 2. Hieraus folgt fiir den darstellbaren Bereich —50 < z <
50. Wir erhalten

(37)[(10 D Klo((28)[{10) == 37 + 72 mod 100 =9 = (37 — 28)[{10,
(37) k1o @ K10((48)ky,) = 37+ 52 mod 100= 89 = (37 — 48) ,,,
(—12) k0 @ K10((24) ic,y) = 88+ 76 mod 100= 64 = (—12 — 24) ..

1.3 Darstellung reeller Zahlen

1.3.1 Festkommazahlen

Definition 1.16. Bei der Festkommadarstellung (engl. fixed point presentation) wird
bei vorgegebener Stellenzahl n eine feste Anzahl an Nachkommastellen vereinbart, d.h.

k—1
2= H(2k-1, Zk—2, -+ -y 20- Z—1y -+ -3 Zk—m) = £ g z;b'

i=k—n

mit k Vorkomma- und n — k Nachkommastellen.

Beispiel 1.17.
e (271.314)19 = 271.314,

o (101.011)y = 22 + 20 4 22 4 23 = 5 375,

Der Hauptnachteil der Festkommazahlen ist, dass der Abstand ¢ := 2¥~" zwischen zwei be-
nachbarten Zahlen immer gleich ist. Liegt beispielsweise ein Rechenergebnis x genau zwischen
zwei Festkommazahlen xy und zy + 9, so muss gerundet werden. Die Rundungsgenauigkeit
betréagt %, d.h. |z — x| = g. Der relative Fehler héngt dann aber von der Gréfle von x ab:

|z — x| _é

| 2]

Beispielsweise ist fiir 6 = 1072 und z = 0.5 der relative Fehler % = 1073, wihrend fiir

x = 0.05 der relative Fehler 10~2 betriigt. Weil man aber an einer relativen Genauigkeit
interessiert ist, die nicht von der Grofle der Zahl abhéngt, verwendet man anstelle der Fest-

kommazahlen die im Folgenden vorgestellten Gleitkommazahlen.
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1.3.2 Gleitkommazahlen

Ahnlich wie in Satz 1.2 beweist man

Satz 1.18. Sei b € N\ {1}. Jedes © € R besitzt eine Darstellung x = £ .o d;b"" mit
d; € Yy und e € Z.

Beweis. Sei xy € R und 0.E. sei zy > 0. Dann gibt es e € Z mit 0 < 29 < b*"!. Setzt man

o
b= 3]
0 b
so ist do € ¥p. Wegen dy < 322 < dp + 1 <= dob® < 9 < dob® + b° folgt fiir

Tl ‘= Ty — dobe

die Abschitzung 0 < z; < b°. Genauso wie x; aus xy generiert wurde, kann man nun z, aus
X1, T3 aus T, usw. erzeugen. Nach s Schritten erhdlt man somit

s—1
To = Z b + x4
i=0

mit d; € 3, und es gilt 0 < 2, < b5, Wegen b5 —— 0 folgt 2, — 0 und daraus

S§—00 5—00

die Behauptung. O

Man beachte, dass die Darstellung aus Satz 1.18 nicht eindeutig ist. Beispielsweise hat
man 1.4-1073 = 0.14- 1072 Die Eindeutigkeit kann aber durch Normierung, d.h. z.B. durch
die Forderung dy # 0, erzwungen werden. Wegen der Endlichkeit des Rechners beschranken
wir uns auf Zahlen, die folgende Darstellung besitzen.

Definition 1.19. Die Menge der normalisierten Gleitkommazahlen sei gegeben durch

t—1 p—1
F(b, t,p) = {iZdibe‘i td; €%y, dog# 0, e=%) e/, e; € Eb} U {0}.
=0

J=0

Dabei bezeichnet b € N\ {1} die Linge der Basis, t € N die Mantissenlinge und p die
Exponentenliange.
Man speichert also die Informationen

(Um7 dt717 RO d07 Ve, ep*h DRI 60)

mit vy, ve € {+, =} und d;, e; € . Der zugeordnete Wert einer solchen Maschinenzahl ist
Uy, - m - b° mit dem Vorzeichen v,,, der Mantisse m = Zﬁ;é d;b=" und dem Exponenten

1 ]
e=ve) _yeb.

Beispiel 1.20. Die Dezimalzahl z = 3.375 hat die Gleitkommadarstellung (b = 2, ¢ = 5,
p=2)
r=(+,1,1,0,1,1,4,0,1).
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Dies sieht man aus

t—1
m:Zdib’i:1~20+1-2*1+0-2*2+1-2*3+1-2*4
1=0
1 1 1
— 14+ -4+ -+ — =16875
MR 873,

e=1-2+0-2"=1,
r = 1.6875 - 2' = 3.375.

Bemerkung. Weil bei der Basis b = 2 das erste Bit dy = 1 feststeht, wird es oft nicht
dargestellt (sog. "hidden bit”). In diesem Fall werden ¢ Mantissenbits zur Darstellung von
dy,...,d; verwendet. Die Null muss dann gesondert dargestellt werden, z.B. indem man die
Bits der Mantisse als Null und den Exponenten als kleinster darstellbarer Exponent 1 — 27
wihlt (IEEE Standard 754). (di,...,d;) wird oft auch als Signifikant bezeichnet. Beim
"hidden bit” gelang man somit zu folgendem Zahlenbereich

e betragsméBig grofite Zahl: xp. = (1.1. .. 1)2% = 26max it epax = 2P — 1

e betragsméBig kleinste Zahl ungleich Null: x,;, = (1.0.. .0)2*(1'“10)2 = 2%min Mit ey =
2 — 2P, Dabei beachte man, dass 1 — 2P fiir die Darstellung der Null reserviert ist.

Bei vorgegebenem Exponenten e liegt die Menge der mit diesem Exponenten darstellbaren
Zahlen im Intervall 2¢ < z < 2°71 weil (bei positivem Vorzeichen)

v = (Ldy,...,d)2° = (1+ —)2°

2t
fiir ein ganzzahliges k mit 0 < k < 2.
Es konnen fiir einen Exponenten insgesamt 2¢ Zahlen dargestellt werden.

_Qe—i-l _9e 0 — 22—217 9¢ 2e+1

Tmin

‘HlHHH‘ ‘HHlHH‘ ‘ ‘HlHHH‘
‘HNHHH‘ ‘ ‘ ‘ ‘HNHHH‘ ‘HHHNH‘
t

2! 2! 2

1.3.3 Genauigkeit der Gleitkommadarstellung

Die Endlichkeit der Menge F der Maschinenzahlen erzwingt bei der Konvertierung oder der
Darstellung von Zwischenergebnissen die Rundung auf Maschinenzahlen.

Definition 1.21. Die Rundung rd : R — F(b, t,p) ist definiert durch

|z — rd(z)| = rilel]§1|x —al.

Den maximalen relativen Rundungsfehler ey fiir x;, < |z| < Zp.x nennt man Maschi-
nengenauigkeit. Die Stellen der Mantisse heilen signifikante Stellen. Eine t-stellige
Mantisse bezeichnet man auch als t-stellige Arithmetik.
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Bytes | Basis | Lénge der | hidden bit | Bits fiir den
Format ‘ 1+t+p ‘ Mantisse ‘ Exponenten
single 4 2 24 ja 8
double 8 ‘ 2 ‘ 53 ‘ ja ‘ 11

Tabelle 1.1: Zwei Zahlentypen mit ihren Parametern.

Bemerkung.
(a) Es gilt rd(z) = z(1 4 ¢) mit |e] < ep weil

xr —rd(x)

T

r—x(l+e¢)

EF =2

= |e].

(b) Liegt = genau in der Mitte zwischen zwei benachbarten Gleitkommazahlen, so wird
abgerundet.

Satz 1.22. Die Maschinengenauigkeit fiir F(b, t, p) ist ep = 3b' .
Beweis. Sei x =Y ;2 d;b°"". Dann sind
t—1 t—1
=Y dib*" und 2" :=b 4 Z dib*"
i=0 i=0

beide in F, und es gilt 2/ < x < 2”. Daher folgt |z — rd(z)| < 1|2” — 2/| = 2b°7. Wegen
dy # 0 gilt |x| > b°. Also folgt

|z — rd(x) < Lpet+t 1b1 .
|| =2 b 2

O

Die Maschinengenauigkeit ey ist die wichtigste Grofle eines Gleitkommasystems. Die An-
zahl signifikanter Stellen s im Dezimalsystem berechnet man durch Auflésen von

1 1
— _bl—t _ _101—5
Ty 2

nach s. Danach ergibt sich s = [1 + (¢ — 1) log; b].

Beispiel 1.23. Wir betrachten die im IEEE-Standard 754 definierten Zahlentypen single
und double. Aus Tabelle 1.1 ergibt sich fiir den Typ double ein minimaler und maximaler
Exponent e, = 2 — 2P = —1022 bzw. €. = 2P — 1 = 1023 und daraus

Tmax = (2 —271)2% 71~ 1.797 - 10°%,
Tmin = 2272 &~ 2.225 - 1073%,

Auflerdem ist ep = %21*53 ~ 1.1-107%, was 16 signifikanten Dezimalstellen entspricht.
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Der Exponent ey, — 1 = —1023 wird verwendet, um sog. denormalisierte Gleitkom-
mazahlen zu speichern. Dabei reprisentiert die Mantisse (0,0, ...,0) die Zahl 0 und eine
positive Mantisse einen Wert zwischen 0 und z,,;, als Festkommazahl. Ein Overflow (+ inf)
wird durch den maximalen Exponenten mit Bitmuster (1...1) und Mantisse 0 représentiert.
Die Werte NaN (engl. not a number) werden als Darstellung fiir indefinite Werte verwendet.
Diese treten z.B. auf, wenn man Operationen wie % ausfithrt. NaN wird ebenfalls durch den
maximalen Exponenten aber mit positiver Mantisse kodiert. Der Exponent wird um |ey;,|+1

verschoben, d.h. statt e wird e + |eyin| gespeichert (sog. Biasdarstellung).
Beispiel 1.24. Die Dezimalzahl 10.0 wird im IEEE-Standard 754 dargestellt als

0 010...0 10000000010
Vorzeichen | Signifikant Exponent
+ 1.25 1026 — 1023 = 3

Wiéhrend —0, 8 als (gerundetes) Bitmuster

1 1001101...10011010 01111111110
Vorzeichen Signifikant Exponent
— 1.599... 1022 — 1023 = —1

gespeichert wird.

Weil © = 2¢p die kleinste Zahl ist, fir die rd(1 + z) > 1, kann die Maschinengenauigkeit
auf einem Rechner mit folgendem Algorithmus bestimmt werden.

Algorithmus 1.25 (Bestimmung von ep).

double eps = 1.0;
while (1.0+eps > 1.0) eps = eps/2;
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2 Fehleranalyse

2.1 Rechnerarithmetik

Wegen der Endlichkeit der Maschinenzahlen entstehen Fehler nicht nur bei der Eingabe von
Daten, sondern auch bei den elementaren Rechenoperationen +, —, %, /. Man hat auf dem
Rechner nur eine Pseudoarithmetik, d.h. die Menge [ ist nicht abgeschlossen beziiglich dieser
Operationen.

Beispiel 2.1. Betrachte Gleitkommazahlen F mit Mantissenldnge ¢ = 5 und Basis b = 10.
Mit 2 = 2.5684 und y = 3.2791 - 1073 gilt, dass

r+y=257157T91 ¢ F 1d(zx +y) = 2.5714,
r*xy = 0.008422044044 ¢ F rd(z * y) = 8.4220 - 1073,
/y = 783.2637004 ¢ F, rd(z/y) = 7.8326 - 10%.

Obiges Beispiel verdeutlicht, dass fiir #,y € F nicht notwendigerweise x oy € F gilt,
wobei o € {4, —, , /}. Stattdessen wird auf dem Rechner eine Ersatzoperation x ©y € F
ausgefiihrt. Im Folgenden nehmen wir an, dass

r@y=rd(xoy) firallex,yeTl. (2.1)

Dies bedeutet, dass z © y denselben Wert hat, als wiirde man x oy zunéchst exakt berechnen
und das Ergebnis dann runden.

Annahme (2.1) wird z.B. vom IEEE-Standard 754 gefordert. Hardwaremafig wird dafiir mit
einer lingeren Mantisse gerechnet und das Ergebnis dann gerundet. Unter der Annahme
(2.1) gilt im Fall 25, < |z, |y|, |2 0 y| < Tmax fir den relativen Fehler

rd(zoy) —zoy

< EF-

rQy—zoy|
l‘oy o

roy

Das Kommutativgesetz fiir Addition und Multiplikation gilt auch in der Rechnerarithme-
tik, Distributivgesetz- und Assoziativgesetz im Allgemeinen jedoch nicht.

Beispiel 2.2. Betrachte F mit b=10,t=2. Firx =4.1,y=82-10"tund 2 =1,4-107!
hat man

(x@y) ®z=49300.14=50, 2®(yDz) =4.130.96 =5.1,
r®(ydz2)=41®096=39, z®ydr®z=34¢057=4.0

Mathematisch dquivalente Ausdriicke konnen beim Ausfithren auf dem Rechner zu wesentlich

unterschiedlichen Ergebnissen fithren, selbst dann, wenn die Eingangsdaten Maschinenzahlen
sind.

11



2 Fehleranalyse

2.2 Fehlerfortpflanzung

Bei der Fehlerfortpflanzung untersucht man, wie sich Fehler in den Eingabedaten im Laufe
einer Berechnung verstirken. Man untersucht, welcher Fehler bei exakter Auswertung der
fehlerhaften Eingabedaten auftritt.

Lemma 2.3. Es seien z, y die mit relativen Fehlern

behafteten Werten fiir x bzw. y. Dann gilt fiir den relativen Fehler

(zoy) = (Toy)

Eo = ; S y T K, 9
o o€ {+,-%, /)
dass
z Y
Ex = Eg €
* rxy  Yzty
Ex = Ep + Ey — ExEy,
Cy
g/ =~y ty __gy(ex Ey)
Beweis. in den Ubungsaufgaben. O

Aus Lemma 2.3 erkennt man, dass sich die Fehler bei Multiplikation und Division im
Wesentlichen addieren bzw. subtrahieren. Bei der Addition und der Subtraktion kann der
relative Fehler jedoch sehr verstiarkt werden, falls |« £ y| sehr klein ist im Vergleich zu ||
und |y|. Diesen Effekt bezeichnet man als Ausléschung. Es gilt, ihn soweit wie moglich zu
vermeiden.

Beispiel 2.4. Betrachte die quadratische Gleichung 2 4 2px + ¢ = 0. Die Losungen dieser
Gleichung sind x 2 = —p £ 1/p? — ¢. Diese lassen sich gemés

d = sqrt(p*p-q);
xl1 = -p-d;
X2 = -ptd;

berechnen. Fiir p = 100 und ¢ = 1 bei dreistelliger dezimaler Rechnerarithmetik ergibt sich
d=+/p>—d=+10000 — 1 = v/9999 = 100

und somit 1 = —p —d = —200, 2o = —p+d = 0.
Richtig wére aber 7 = —200 und 2z, = —0.005, wenn das Ergebnis mit drei Stellen angegeben
werden soll. Weil die Maschinengenauigkeit ep = % 1073 = 0.005 betrigt, ist das Ergebnis
x9 = 0 schlicht falsch.

Dieser Ausloschungseffekt bei der Berechnung von z, kann durch Anderung der Art und
Weise, wie x5 berechnet wird, vermieden werden. Wegen

22— (v) +a9)r + 1129 = (v — 1) (2w — 33) = 2* +2pr + ¢ fiirallex € R

12



2.2 Fehlerfortpflanzung

folgt durch Koeffizientenvergleich x; + x9 = —2p und z; - x5 = ¢, was als Wurzelsatz von
Vieta bekannt ist.

Berechnet man nur die betragsméfig grofite Nullstelle und die andere mittels 1 - x5 = ¢, so
erhélt man den folgenden Algorithmus:

d = sqrt(p*p-q);

if (p >= 0) x1 = -p -d;
else x1 = d-p;
x2 = q/x1;

Hier ergibt sich d = 100, 21 = —p — d = —200, 2, = 1/ — 200 = —0.005.

Bei der Fehleranalyse unterscheidet man drei Arten von Fehlern:

1. Datenfehler: Um ein Rechenverfahren zu starten, benotigt man Eingabedaten. Diese
sind im Allgemeinen ungenau (z.B. Messdaten) oder lassen sich nicht exakt im Rechner
darstellen.

2. Rundungsfehler: Wegen der begrenzten Rechengenauigkeit sind alle Zwischenergebnisse
gerundet.

3. Verfahrensfehler: Viele numerische Verfahren liefern selbst bei einer exakten Arith-
metik nach endlich vielen Schritten keine exakte Losung, sondern ndhern sich einer
solchen nur beliebig genau an. Beispielsweise kann mit Hilfe der Iteration

1 a ,
SI,’Z'+1Z:§ SL’Z—Fx— s 220,1,2,...,

mit Startwert zo = 1 die Quadratwurzel aus a > 0 berechnet werden. Kein z; stimmt
mit /a iiberein, nur die Differenz |z; — \/a| wird fiir wachsende i beliebig klein. Da
man nur endlich viele Schritte ausfithren kann, entsteht ein Fehler. Dieser wird als
Verfahrensfehler bezeichnet.

Definition 2.5. Bei der Vorwértsanalyse untersucht man, wie sich der relative Fehler
im Verlaufe einer Rechnung akkumuliert. Bei der Riickwértsanalyse wird jeder Rechen-
schritt als exakt bei gestorten Daten interpretiert, und es wird abgeschétzt, wie grofi die
Eingangsdatenstorung ist.

Beispiel 2.6. Wir untersuchen die Addition zweier Zahlen.
Vorwértsanalyse: © @ y = rd(x + y) = (x + y)(1 + ¢) mit |g| < e,
Riickwértsanalyse: @y =x(1+¢) +y(1 +¢&) =2 + g mit |g| < ep.

Beispiel 2.7. Berechnung Z?Zl a;b; fir a;, b; € R

double s = 0.0;
for (i=0; i<n; ++i) s=s+alil*b[i];

Sei tz = CLZ@bZ = Qa; * bl(l + Ei) und S; = S;_1 D tz = (Si—l + tl)(l + ’)/Z), S = 0, mit
le], |vi| < ep. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass wegen sy = 0 die erste Addition exakt
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2 Fehleranalyse

durchgefiihrt werden kann, d.h. wir haben v; = 0. Dann gilt

s =ay-bi(1+¢e)
So=1[a; - by (1+e1)+as ba(l+e2)](1+72)
= aj - bl(l —|—€1>(1 —|—"}/2) “+ag - 62(1 —|—82)(1 —|—’)/2)

Zaz i(L+e) [J+7)

J=i

(. 4

4

f=al

Bei der Riickwértsanalyse werden die Fehler als gestorte Eingabedaten interpretiert:
b; = b;(1 + ¢;). Hieraus folgt

L+6;=(L+e) [J@+)
j=t

und somit
(1 o €F>n71+2 < 1"‘51' < (1 +€]F)nfz+2.

Mit der Bernoullischen Ungleichung (1 — x)" > 1 — nx, x < 1, erhdlt man

52‘ Z (1 — E]F)nfi+2 —1 Z —(n — 14+ 2)8]}7,
(1 _ 5%)n7i+2

5, < (1 nmit2 - VT
_( +EIE‘) (I—EF)n_H—Q
< 1. - (77,—24.—2)8]17 .
“1—(n—1+2)ey 1—(n—1i+2)ey
Hieraus folgt
5] < (n—i+2)ep
T 1—(n—i+2)ey

und

i=1

2.3 Kondition und Stabilitat

Ein zu l6sendes Problem ist dadurch gekennzeichnet, dass zu gegebenen Daten x ein Ergebnis
y zu berechnen ist, wobei der Zusammenhang zwischen x und y durch

y = f(v) (2.2)

beschrieben wird.

Definition 2.8. Ein Problem (2.2) heiit wohlgestellt, wenn es zu jedem x genau eine
Losung y gibt und die Zuordnung x +— y stetig ist.
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2.3 Kondition und Stabilitat

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : R — R. Fiir fehlerbehaftete Daten =
x + Ax gilt
[z + Ax) — f(=)
Ax
Folglich gilt fiir den Datenfehler Ay := f(z) — f(x)

~ ['(x)

Ay f(@Ar _ fl(x)-aAx
vy f@) ) @

Definition 2.9. Fiir f(x) # 0 definiert man die Konditionszahl von f an der Stelle x als

_|f) -

Ein Problem heifit schlecht konditioniert, falls die Konditionszahl deutlich groéfer ist als
1, andernfalls heifit es gut konditioniert.

Beispiel 2.10.

e f(x) =z +a. Dann ist die Konditionszahl _+-. Das Problem ist schlecht konditioniert,
falls |z + a klein ist im Vergleich zu x (Ausloschung).

o f(z) = x-a. Dann ist k(f,z) = |%£| = 1. Folglich ist die Multiplikation immer gut

xT-a

konditioniert.
Ag-1/2
e f(x) = /x. Dann ist k(f,2) =~ 2\36/5 = 5. Somit ist auch das Radizieren stets gut
konditioniert.

Definition 2.11. Erfiillt ein Algorithmus f zur Losung eines Problems f

'M <cy-k(f,x)-er

()

mit einer méfig grofen Konstanten cy > 0, so wird der Algorithmus f als vorwértsstabil
bezeichnet. Ergibt die Riickwértsanalyse f(x) = f(z + Ax) mit

Az

< CRr - €F

und ist cg > 0 nicht zu grofB, so ist f riickwértsstabil.

Bemerkung.

e Die Kondition ist eine Eigenschaft des Problems, wohingegen die Stabilitéit eine Ei-
genschaft eines Algorithmus ist. Ist ein Problem schlecht konditioniert, so kann kein
Algorithmus verhindern, dass sich Eingabefehler vergrofiern. Ein gut konditioniertes
Problem mit einem stabilen Algorithmus liefert gute numerische Ergebnisse.
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2 Fehleranalyse

e Riickwiartsstabile Algorithmen zur Losung von gut konditionierten Problemen sind
auch vorwértsstabil, denn es gilt

f(@) = f@)] _ [fe+A2) = f@@)] _ |Adl
|/ ()] /()] Y

< K-CR-EFp.

Beispiel 2.12. Wir kommen zuriick zu Beispiel 2.4. Fiir f(x) = —p+ /p?> — x mit |z| < p
gilt

P —x(p—+/p*—2)
1 z(p+ /p* — x)

N P PN
1 p+\/m
2| ik —=

Die Nullstellenberechnung ist also gut konditioniert. Folglich ist der erste Algorithmus aus
Beispiel 2.4 instabil.

['z) -
()

(f,x) =

8

~ 1
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3 Dreitermrekursion

3.1 Theoretische Grundlagen

Definition 3.1. Eine Rekursion der Form
Dk = QgPr—1 +bppr—2 +cp, k=2,3,... (3.1)

mit ay, by, ¢, € R heift Dreitermrekursion. Gilt ¢, = 0 fiir alle k, so heifit die Dreiterm-
rekursion homogen, sonst inhomogen. Gilt by, # 0 fiir alle k, so wird

1 Cr

ag
o= ——Dp_ —pp — — 3.2
Pr—2 bkpk 1+ bkpk by (3.2)

als Riickwértsrekursion bezeichnet. Geht (3.2) aus (3.1) durch Vertauschen von py und
pr_o hervor, d.h. gilt b, = —1, so heifit die Rekursion symmetrisch.

Beispiel 3.2.

(a) Sei pr, = axpr—1 + bpPr—2, ar = 2cos(x), by = —1, k = 2,3, .... Dies liefert mit py = 1,
p1(x) = cos(x), dass
pr(z) =cos(k-x), k=23,....

Dies sieht man mit den trigonometrischen Beziehungen

cos(x £ y) = (cosz)(cosy) F (sinx)(siny).

(b) Die Rekursionsformel fiir die Tschebycheff-Polynome lautet
Ti(x) = 22T (x) — Trp—o(z), k=2,3,...

mit Startwerten Tp(x) = 1, Ti(x) = x. Diese Rekursionsformel ist vom Typ (a), falls
man z = cos f einsetzt. Daher gilt T (cos#) = cos(k) < Ti(x) = cos(k arccos(z)).

(c) Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert durch fp = fx_1 + fr_2, £ = 2,3 ... mit
Startwerten fo =0, f; = 1.

Algorithmus 3.3. (Dreitermrekursion)

Input: unsigned int n;
double al[n-2],b[n-2],c[n-2],p0,pl; // Achtung: Indexshift
Output: double pl[n];
p[0] = pO;
pl1] = pi1;
for (k=2; k<n; k++) plkl=alk-2]*p[k-1]1+b[k-2]*xp[k-2]+c[k-2];
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3 Dreitermrekursion

Beispiel 3.4. Im Fall der Dreitermrekursion
D= =251 4 P2, k=2,3,.. . mitpy=1,p =vV2—1

liefert Algorithmus 3.3 das folgende Ergebnis.

15

10

-10

-15

k

Wie wir im Folgenden sehen werden, handelt es sich hierbei um eine Instabilitdt. Um zu
verstehen, warum diese auftritt, miissen wir Dreitermrekursionen zunéchst etwas analysieren.
Dazu benotigen wir den Begriff des Eigenwerts einer Matrix A € R™"™. Wir definieren das

charakteristische Polynom
X(A) :=det(A — \I),

wobei I € R™*" die Einheitsmatrix, d.h. die Matrix mit den Eintragen

1 i

IZ] _ { ) ? ja

0, sonst,
bezeichnet. Jede Nullstelle A € C von y heifit Eigenwert von A. Der Name Eigenwert riihrt
aus der Tatsache her, dass die Bedingung det(A — A\) = 0 &quivalent zur Existenz eines

0 # z € R™ mit Ax = Az ist. x heifit Eigenvektor.
Die homogene Dreitermrekursion

Dk = QpPr—1 + bppr—2, k=2,3,...
kann umgeschrieben werden geméf
[pk } _ [ak bk} {qu} _ A, |:pk—1} k=23
Pr—1 L 0] [pr—2 Pr—2
Rekursiv folgt somit

Pr—1 0 Do
mit By, = Ay, - ... Ay € R?*2, Offensichtlich gilt fiir alle £, € R

s o] vela]) =em o] wen ] =<l ] <o )

2] wnn -
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3.1 Theoretische Grundlagen

Die Folge {px} hangt also linear von den Startwerten B 1} € R? ab.
0

Im Fall konstanter Koeffizienten a, = a, b, = b folgt

. k—1 . a b
pema, <[t 1]

Beispiel 3.5. Wir bestimmen das charakteristische Polynom x von A. Es gilt

X()\):det(A—)\I):det<EL 8}-%5 ﬂ):det {CLIA _bA}

=-XNa—A)—b=XN—a\—b

Satz 3.6. Seien \i, \y die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x von A. Dann ist
die Losung der homogenen Dreitermrekursion

Pk = apg—1 +bpr—2, k=2,3,...
gegeben durch

pr=aX+ 8\ k=0,1,2,...
mit a, f € R Losungen von o+ 3 = pg und al; + Sy = p;.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach k. Fiir £ = 0,1 ist die
Aussage trivial. Angenommen, die Behauptung gilt fiir alle natiirlichen Zahlen bis zu einem
k € N. Dann ist

P41 = apy + bpp_1
= a(a)\'f + ﬁ)\g) + b(a)\'ffl + BAS’I)
= aXf " (a\ +b) + BA T (aAg + b)

Wegen x (A1) = 0 und x(A2) = 0 folgt die Behauptung. O

Wenden wir nun den letzten Satz auf Beispiel 3.4 an. Das charakteristische Polynom
X(A) = A*4+2X —1 hat die Nullstellen \; = —14+v2. Aus a+6 =1 und a\ +5 s = vV2—1
erhélt man o = 1, 8 = 0. Nach Satz 3.6 ist die Losung der Dreitermrekursion also

== (V2 - <l

Dies erhélt man auch bei folgendem Algorithmus:

Algorithmus 3.7. (geschlossene Losung der Dreitermrekursion)

Input: wunsigned int n;
double a,b,p0,pl;
Output: double pl[n];
lambdal = a/2 + sqrt(axa/4+b);
lambda2 = a/2 - sqrt(axa/4+b);
beta = (pl-lambdal*p0)/(lambda2-lambdal);
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3 Dreitermrekursion

alpha = pO-beta;

pl[0] = pO;

pli]l = pi;

11 = lambdal;

12 = lambda2;

for (k=2; k<n; ++k) {
11 *= lambdal; // 11
12 *x= lambda?2;
plk] = alphax*11l + betax12;

l1*lambdal;

Im Fall der Werte aus Beispiel 3.4 liefert dieser Algorithmus das folgende Ergebnis.

15

10

-10

-15

k

Wir untersuchen die Kondition des Problems, um diese unterschiedlichen Ergebnisse zu
erkldren. Dazu betrachten wir f: R — R mit f(po, p1) = pr. Gestorte Daten

po=1+¢eo, p1=M1+e1), leolsler] L e,

ergeben gestorte Koeffizienten

a=1+ €0 A — &1 )\1
Ao — A Ao — A1’
At
B = (51—60))\2_)\1
und die gestorte Losung
P (1 +€0)\2>\—2)\1 _ElAgA—lAl) CaiC _EO)AQA_lAlAg'

Folglich ergibt sich der relative Fehler
B A A Mo ()
Bl v ik v w0 vy ()\1>

A A\
= €0+(€1—€0))\2_)\1 ((A_l) —1)

Dk — Dk
Pk
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3.2 Miller-Algorithmus

Im Fall |[A2] > || explodiert der relative Fehler. Genau dies passierte in Beispiel 3.4. Der
Term A5 wichst exponentiell, withrend die exakte Losung exponentiell abfillt. Wie kann man
dennoch so genannte Minimall6sungen berechnen?

Definition 3.8. Die Losung {py} der Dreitermrekursion (3.1) zu den Startwerten py,p;
heift Minimallésung, falls fiir jede Losung {q.} zu den von pg, p; linear unabhingigen
Daten qy, q1 gilt
. Pk
lim — = 0.
k—oo

Die Losung {q} wird auch als dominante Lésung bezeichnet.

Beispiel 3.9. In Beispiel 3.4 ist {p;} genau dann Minimallésung, wenn g = 0.

Es ist klar, dass die Minimallosung nur bis auf einen skalaren Faktor eindeutig bestimmt
ist. Daher fiihren wir die Normierung pg + p? = 1 ein.

3.2 Miller-Algorithmus

Wir suchen die Minimallosung, d.h. diejenige Losung, die zu dem kleineren Eigenwert kor-
respondiert. Betrachte die zu (3.1) gehorende Riickwértsrekursion

a 1
qrk—2 = _Eqk—l + EQkak =n,n— 17"'71
mit Startwerten g, = 0, ¢,_1 = 1. Das charakteristische Polynom von
—a 1
)
=[]
ist ) )
—det(C— M) =det | b H b | =248y
x(p) = det( ) e[ 1 —u} R
Daher besitzt C' die Eigenwerte
_ —aEtvar+4b 1
frz = 2 Y

welche reziprok zu den Eigenwerten von A sind. Daher werden kleine Eigenwerte zu grofien,
gegen die dann die Rekursion stabil konvergiert. Aus o + 8 = 0 und SVERA %2 = 1 ergeben
sich die Koeffizienten

A1 Ao A1 Ao
o= , [B=- .
)\2 — )\1 >\2 - >\1
Aufgrund der Losungsdarstellung
o s
k. = )\n—k + )\n—k

folgt im Fall [A\;| < |Aq]

q_k; N A?ik )\gfk . a2 X\s n—00 )\k
T e B BaT 1
© 1+ £

Fiir n = 100 wird pso aus Beispiel 3.4 auf 13 Nachkommastellen genau berechnet.
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3 Dreitermrekursion

Algorithmus 3.10 (Miller-Algorithmus).
(i) wihle n geniigend grofi.
(ii) Riickwartsrekursion:

R a., L,
pk—Zz_Epk—l+gpka k:’I’L,’I’L—l,...,Q,

mit den Startwerten p, =0, p,_1 = 1.

(iii) Normierung: setze p,(c") =2 £=0,1,2,...,n
Py P71

Satz 3.11. Sei {p,} eine Minimallésung der homogenen Dreitermrekursion mit pg +p? = 1.
Dann gilt fiir die Lésung des Miller-Algorithmus

lim p,i"):pk, k=0,1,2,...,n.

n—oo

Beweis. Sei {py} eine normierte dominante Losung mit zu [pl,po}T linear unabhéngigen

Startvektoren [ql, qo} T Wegen

[ qk } — gkl [Ch} und [pk } — Akt [pl}
dk—1 qo0 Pk—1 Do

sind auch [qk, qk,l}T, [pk,pk,l]T linear unabhéngig, weil aus
O:a[qk}Jrﬁ[pk]:Ak1(a[ql}+6{p1D
k-1 Pr—1 4q0 Po

o q1 D1
V= LJJ o {po}

und hieraus o = § = 0. Also kénnen wir den Startvektor [ﬁn, ﬁn,l}T als Linearkombination

folgt, dass

von [pn,pn,l}T und [qn,qn,l}T darstellen:

Pn | _ | Pn G | _ | Pn @ ||
Lﬁn—l] =¢ |:pn—1:| e |:Qn—1} B [pn—l Qn—1:| {J

—1 N
H:{pn Qn:| {pn]
C Pn—1 Q4n-—1 ﬁn—l
DPnGn-1— nPn—1 |~ Pn-1 Pn | |1

_ 1 |:_Qn:|
Pndn-1 — GnPn-1 Pn

und somit
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3.2 Miller-Algorithmus
Wegen der Linearitéat folgt

N _ AnDPk — Pndk _ dn Pn
Pr=Epe + Car = = Pk — —qk |-
GnPn—1 — PnGn—1 GnPn—1 — Pnln—1 An
Aus
2 2 q2 2 2 b 2 2 P2
Po + Pi = 8 o+ P — 2= (Podo + pra1) + (@ + ¢ ")
0 ! (qnpn—l _ann—l)Q ( 0 ! n( 00 ! 1) ( 0 1) TQL
2 2
— n g (1—2@(:#9;)
(pn—lQn - Qn—lpn) dn qry

mit ¢ := poqo + p1q1 erhalten wir

R L B
VP + P} \/1—2c§—z+§—§

wegen p,, /¢, — 0 fir n — oc.
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4 Sortieralgorithmen

Wir betrachten das folgende Sortierproblem: Gegeben seien n Zahlen z1, ..., z, € R. Gesucht
ist eine Permutation 7, so dass z;, < 2z, < ... < z,.. Von Bedeutung ist die Sortierung,
wenn z.B. Ausdriicke der Art )" | z; zu berechnen sind.

Definition 4.1. Eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,n} — {1,...,n} heiBt Permutation.
Wir schreiben w(k) = m, k=1,...,n.

Satz 4.2. Es gibtn!l =n-(n—1)-...-2-1 Permutationen von {1,... ,n}.

Beweis. Im Fall n = 1 ist die Behauptung klar. Angenommen, die Aussage gilt fiir ein n € N.
Sei m eine Permutation iiber {1,...,n + 1}. Dann existiert ein k € {1,...,n + 1}, so dass
7(k) = n+ 1. Die Abbildung

™ k—=1k+1,...,n+1} = {1,...,n}

definiert durch 7¥)(i) = 7 (i), i # k, ist eine Permutation iiber n Zahlen. Umgekehrt ist
jede Abbildung dieser zusammengesetzten Form eine Permutation tiber {1,...,n+ 1}. Dies
ergibt (n + 1)n! = (n 4 1)! Permutationen. O

Ein naiver Algorithmus besteht darin, alle moglichen Permutationen zu testen, ob sie
die gewiinschte Sortierung garantieren. Fiir jede Permutation sind n — 1 Vergleiche durch-
zufithren. Also ergeben sich im ungiinstigsten Fall (engl. worst case) (n — 1)n! Operationen.

4.1 Bubblesort

Aus der Transitivitdt der Ordnungsrelation “<”
TSy, Yz = <2

ergibt sich folgende Idee, die eine bessere Effizienz verspricht.

Die Zahlenfolge wird in aufsteigender Reihenfolge durchlaufen. Dabei werden immer zwei
benachbarte Elemente vertauscht, falls sie in falscher Reihenfolge stehen. Am Ende steht das
grofite Element am Ende der Folge und muss beim néchsten Durchlauf nicht mehr betrachtet
werden. Der Name bubblesort rithrt daher, dass die grofleren Zahlen wie Blasen im Wasser
aufsteigen.

Beispiel 4.3. Wir wollen die Zahlen z; =5, 25 = 3, 23 = 2 aufsteigend sortieren.
Im 1. Durchlauf haben wir (5,3,2) — (3,5,2) — (3,2,5).
Im 2. Durchlauf ist (3,2,5) = (2,3,5).
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4 Sortieralgorithmen

Die Anzahl der Vergleiche im k = 1,...,n — 1-ten Schritt ist n — k. Also ergeben sich
insgesamt

Vergleiche, was eine erhebliche Reduktion des Aufwandes gegeniiber der naiven Vorgehens-
weise bedeutet.

Algorithmus 4.4 (Bubblesort).

Input: unsigned int n;
double z[n];
Output: double z[n]; // in aufsteigender Sortierung
for (k=1; k<n; ++k) {
swapped = false;
for (1=0; 1l<n-k; ++1) {
if (z[11>z[1+1]) {
tmp = z[1];
z[1] = z[1+1];
z[1+1] = tmp;
swapped = true;
}
}
if (swapped == false) break; // Folge ist bereits sortiert
}

Fiir die Komplexitétsanalyse ist die folgende Funktion niitzlich:

Definition 4.5. Seien f,g: Rt — R" zwei Funktionen. Dann schreibt man

(i) f=0(g), “f ist groB O von g”, falls es zwei Konstanten xo, ¢ > 0 gibt mit f(z) < c-g(z)
fiir alle x > xg,

(ii)) f = o(g) “f ist klein o von g”, falls fiir alle ¢ > 0 ein xy € R existiert mit f(z) < c-g(z)
fiir alle © > x,

(iii) f =0©(g), falls f = O(g) und g = O(f).

Beispiel 4.6. f(x) =2z + 25, g(z) = 2? — 10

(a) f=0(g), well fir c=1und zg =7 gilt 2z + 25 < 2z + (v — 1)? — 11 = 2> — 10.

(b) f =o(g), weil fiir alle ¢ > 0 und alle z > g = £ + /10 + 2¢ + % gilt

1 1
c(x® —10) = ¢(x — =)* + 22 — = — 10¢ > 2z + 25.
C C
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4.2 Mergesort

(c) Die Komplexitit von Bubblesort ist O(n?). Man beachte: Sie ist nicht ©(n?), weil nur
O(n) Operationen notig sind, wenn die Folge bereits sortiert ist.

Satz 4.7. Seien f,g: RT — R* zwei Funktionen. Dann gilt
(a) f=o0(g9) < lim, % = 0.

(b) Gibt es ein ¢ > 0 mit lim,_, L2 = ¢, so gilt f = O(g).

g(x)

Beweis.
u (a): Es gilt

f=o(9) & Ve>03zy € RY mit f(z) <c-g(x)

& Ve > 03z, € RT mit /() <ecVz > x
g(z)
& lim M =0.
u (b): Wir haben

lim M—c<:>V5>OE|3:0mit |M—C| <e Vx> x
z—00 g(z g(z)

SVe>0dzggmit c—e < M <c+eVr>x.

g(x)
Insbesondere existiert hat man fiir die Wahl € = %
fx) <3c-g(x) = f=0(y) }
= f =06(g).
o) <if@)  =g=o() 700

4.2 Mergesort

Mergesort ist ein weiteres Sortierverfahren, das gegeniiber Bubblesort den Vorteil besitzt,
dass der Aufwand durch O(nlogn) beschriankt ist, um n Zahlen zu sortieren. Die Steigerung
der Effizienz beruht auf folgender Beobachtung. Gegeben seien die sortierten Menge

M, ={x1,...,2p, x; <xj, i <j},
My:{yh'"aym; yigyj, ’l<]}

Dann lésst sich die Menge M := M, U M, mit m + n — 1 Vergleichen sortieren, indem man
das jeweils kleinste Element der beiden Mengen entfernt und M hinzufiigt.

Beispiel 4.8. Es seien M, = {1,5,9} und M, = {3,7,8}.
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4 Sortieralgorithmen

M, |M, |M

1,5,93,7,8

59 3,78 |1

59 |78 |1,3

9 7.8 |1,3,5

9 8 1,3,5,7

9 1,3,5,7,8
1,3,5,7,8,9

Dieses Zusammenfiigen (engl. merge) bildet die Grundlage zu folgendem divide-and-conquer-
Algorithmus:

Algorithmus 4.9 (Mergesort).

(i) Ist n =1, so gibt es nichts zu tun.
Andernfalls sortiere M, = {z1,...,2n/2)} und M, = {zns2),..., 2} mit Algorith-
mus 4.9.

(ii) Fiige die sortierten Mengen zu einer Menge zusammen.

Bemerkung.

(a) Man beachte, dass Mergesort sich selbst aufruft. Man spricht von einer Rekursion bzw.
von einem rekursiven Algorithmus.

(b) Divide-and-conquer-Algorithmen verfahren immer nach folgendem Prinzip: Teile das
Ausgangsproblem in etwa gleich grofie Teile, 16se diese dann separat und fiige die Losun-
gen zur Gesamtlosung zusammen.

Beispiel 4.10.

10,6,51,2,11,3.1,47
Divide

10,6,51,2 11,3,1,47
/ . . \ / . . \

10.6 Divide 512 113 Divide 147
SN 7N SN 7N
G m i
N N N 7
6,10 2,51 3,11 1,47
Merge Merge
2,6,10,51 1,3,11,47
Merge

1,2,3,6,10,11,47,51

Eine mogliche Implementierung von Mergesort ist:
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4.2 Mergesort

Algorithmus 4.11. void merge(z,nbeg,nend,nsep)
// vereinigt z[nbeg...nsep] und z[nsep+1...nend]
double xz;
unsigned int nbeg, nend, nsep;
{
double tmp[nend-nbeg+1];
unsigned int i = nbeg, j = nsep+l, k = 0;
while ((i<=nsep) && (j<=nend)) {
if (z[il<=z[j]) tmplk++] = z[i++];
else tmpl[k++] = z[j++];
}
while (i<=nsep) tmplk++] = z[i++]; // Reste anhaengen
while (j<=nend) tmpl[k++] = z[j++];
for (k=nbeg; k<=nend; ++k) z[k] = tmpl[k-nbeg];

}
void mergesort (z, nbeg, nend) // sortiert z[nbeg...nend]
{
if (nbeg<nend) A
unsigned int nsep = (nbeg+nend)/2;
mergesort (z, nbeg, nsep); // rekursiver Aufruf
mergesort (z, nsep+l, nend); // rekursiver Aufruf
merge (z, nbeg, nend, nsep); // conquer: merge
}
}

Der Aufruf erfolgt mittels mergesort(z, 0, n-1);

Satz 4.12. Der Aufwand des Mergesort-Algorithmus ist O(nlogn).

Beweis. Es bezeichne T'(n) die Anzahl der Operationen von Mergesort fiir n Elemente. An-
genommen, n = 2* fiir ein k¥ € N. Dann gilt

T(n)<2-T(n/2)+c-n (4.1)
mit ¢ € N. Wir zeigen induktiv, dass T'(2%) < 2*T'(1) + ¢ - k - 2F gilt.

Fir & = 1 ist wegen (4.1) T'(2) < 2-T(1) + 2 - ¢. Angenommen, die Aussage gilt fiir ein
k € N. Dann ist

TN <2.T@2F) +c- 2" <202"T(1) + ¢ k- 2F) 4 ¢ - 28
= 2MIT(1) 4 ¢ 28 (k + 1).
Wegen k = log, n gilt somit 7'(n) = O(nlogn).

Die Behauptung gilt auch fiir beliebiges n € N. Es existiert & € N mit 2% < n < 2FL,
Wegen T'(n) < T(281) = O(281(k + 1)) = O(2"k) < O(nlog,n) folgt die Behauptung. [
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4 Sortieralgorithmen

Gegeniiber Bubblesort haben wir somit einen signifikanten Vorteil bzgl. des Aufwandes.
Allgemein gilt fiir die Komplexitdt von divide-and-conquer-Algorithmen der folgende Satz.

Satz 4.13 (Master-Theorem). Wir betrachten Funktionen T : N — N definiert durch
T(n) = aT(n/b) + f(n)

mit einer Funktion f : N — N und Konstanten a > 1, b > 1. Sei f(n) = O(n?) mit p > 0.
Dann gilt
O(nP), falls a < bP,
T(n) =< O(nPlogn), fallsa="b",
O(n'°&@)  falls a > bP.

4.3 Quicksort

Quicksort ist ein weiteres Sortierverfahren. Es basiert ebenfalls auf dem divide-and-conquer-
Prinzip, spart aber im Vergleich zu Mergesort den Merge-Schritt. Die Idee besteht darin, die
Menge Z :={z,..., z,} bzgl. eines Elementes x € Z in Untermengen

{ze€Z:z<z}U{z}u{zeZ:2<2}

zu unterteilen, diese (rekursiv) zu sortieren und die sortierten Mengen zusammenzusetzen.

Beispiel 4.14.

7,2,55,19,1,10

21/ m \551910
PN

PN

1,2 10,19,55

1,2,7,10,19,55

Algorithmus 4.15 (Quicksort).

unsigned partition(z, nbeg, nend) // sortiert z[nbeg..nend]
double *z; // liefert Position d. letzten Elementes <=x zurueck
unsigned nbeg, nend;

{
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4.3 Quicksort

double x = z[nend]; // x wird als letztes Element gewaehlt
unsigned i = nbeg; // kein Element vor i ist groesser als x
unsigned j = nend-1; // kein Element nach j ist kleiner als x

do {
while ((i<nend) && (z[il<=x)) ++1i;
while ((j>nbeg) && (z[jl>=x)) --j;

if (i<j) {
double tmp = z[i]; // vertausche z[i] und z[j]
z[i] = z[j];
z[j]l = tmp;
}
} while (i<j);
z[nend] = z[i]; z[i] = x; // vertausche x an Endposition
return 1i;

}

void quicksort (z, nbeg, nend)
double xz;
unsigned nbeg, nend;

{
if (nbeg<nend) {
unsigned p = partition(z, nbeg, nend);
quicksort (z, nbeg, p-1);
quicksort (z, p+1, nend);
}
}

Der Aufruf erfolgt mittels quicksort(z, 0, n-1). Man beachte, dass Quicksort im Ver-
gleich zu Mergesort keinen zusétzlichen Speicher benétigt, der so grof ist wie das Feld z.
Man sagt, der Algorithmus lauft “in place”.

Satz 4.16. Der Quicksort-Algorithmus hat eine Worst-Case-Komplexitét von O(n?).

Beweis. Sei T'(n) die Anzahl der Operationen fiir n Elemente. Dann gilt

T(n)<c-n+ max[T(k)+T(n— k).

1<k<n

Wir zeigen, dass T'(n) < c¢-n?. Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial. Angenommen, die Be-
hauptung gilt fiir alle natiirlichen Zahlen kleiner als n € N. Dann folgt wegen max;<j,, (k*+
(n—k)?) =1+ (n—1)>

1<k<n

T(n)<c-n+ max [T(k)+ T(n— k)] §c~n—|—1121]?<>%[c~k2+c-(n—k)2]

2 2

<cntcte-n—1)2=cn*—c-n+2c<c-n’
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4 Sortieralgorithmen

Bemerkung. Die Worst-Case-Komplexitdt wird angenommen, falls die Menge bereits sor-
tiert ist.

Satz 4.17. Der Aufwand von Quicksort ist im Durchschnitt O(nlogn).

Beweis. Sei P, die Menge aller Permutationen iiber {1,...,n}. Dann ist der mittlere Auf-
wand durch

T(n)= % Z T(m)
TE€Py
gegeben, wobei T'(m) den Aufwand von Quicksort fiir die Sortierung einer Permutation m € P,
bezeichnet. Wir teilen P, in Mengen P,gk), k=1,...,n,mit pP¥ = {meP,:m,=k},n>2.
Weil das letzte Element aus P\ fest ist, gilt |P7(Lk)| =n-1Lk=1,2,...,n.
Fiir alle 7 € P ergibt der Teilungsschritt zwei Permutationen 7 und 7® iiber {1, ..., k—
1} bzw. {k+1,...,n}. Somit folgt T(7) =n — 1+ T(7M) + T(7*) und somit

Y T =PP|(n=1)+ Y [TxY)+T(x?)].

rep® rePM

Wenn 7 alle Permutationen aus P." durchliuft, entstehen fiir 7 alle Permutationen von

{1,...,k — 1} und zwar jede genau EZ:B,‘ -mal, weil |P,§k)| = (n—1)!. Also gilt

> T(ﬂ(l)):H Y Ty =mn-1)T(k-1)

WEPT(L]C) ' W(I)EP]E,I

und analog

Y TEP)=(n-1)IT(k-1).
ﬂEPr(Lk)

Als Folgerung erhélt man die rekursive Abschéatzung

T(n) = % > T(r) = %Z > T()

TEP, k=1 e pk)
1 < _ _
= EZ(n— D (n—1+T(k—1)+T(n—k)
T k=1

n

:n—1+% T(k—1)+T(n— k)]

k=1
9 n—1
=n—1+=> T(k)
"=
Hieraus folgt insbesondere, dass
_ n—1 n—1_ 2
Tn)=n-—1- (n—2)+ Tn—1)+—-T(n-1)
n
2 n+1
=—(n—-1 T(n—-1
Sn-1)+ T )
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mit T(0) =1, T(1) = 1.
Wir zeigen induktiv, dass T'(n) < 2(n+1) Y1 1. Fiir n = 2 gilt

n

— 1 1

T(2):3§6(1+§):2(n+1)2?

Angenommen, die Aussage gilt fiir ein n € N. Dann folgt

n

_ 2 n+2_— 1
T 1) = T < 2 2 —
(1) = —gnt o T < g+ 2+ )le

n+2 n 1 n—l—l1

<92 2 2 - =2 2 -,

< n+1+ (n + );Z (n + )Zzlz

Die Partialsumme ) | % der harmonischen Reihe 148t sich durch ein Integral abschétzen.
Die Rechtecke mit den Ecken (i —1,0) und (¢, 1/7), ¢ = 2,3, ..., sind Teil der Fliche, die der
Graph der Funktion 1/z, z > 1, mit der a-Achse einschliesst. Daher gilt

"1 "1 "
Si=14di<te [ Ldo=ltlogn
1 i:2Z 1 X

i=1

woraus

T(n) <2(n+1)(1+logn)=0O(nlogn)
folgt. O

4.4 Eine untere Schranke fiir das Sortierproblem

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, welche Laufzeit ein Verfahren zur Sortierung
von n unterschiedlichen Elementen mindestens haben muss.

Satz 4.18. Jeder Algorithmus zur Sortierung von n Elementen, der die Information tiber die
Elemente ausschliefllich durch paarweise Vergleiche erhélt, benétigt mindestens logn! viele
Vergleiche.

Fiir den Beweis betrachten wir den FEntscheidungsbaum, der jedem Sortierverfahren mit
paarweisen Vergleichen fiir festes n zugeordnet werden kann. Allgemein kénnen wir den
Entscheidungsbaum wie folgt beschreiben:

e Innere Knoten sind Vergleiche im Algorithmus

e Ein Weg von der Wurzel des Baumes zu einem Blatt entspricht der zeitlichen Abfolge
der Vergleiche. Ein Weitergehen nach rechts entspricht einem richtigen Vergleich, nach
links einem falschen.

e Die n! Blatter des Baumes stellen die Permutationen der Eingabefolge dar, die jeweils
zur Abfolge der Vergleiche gehort.

Beispiel 4.19. Der Entscheidungsbaum fiir {zy, 2o, 23} ist wie folgt gegeben:
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4 Sortieralgorithmen

21 < 29
nein

21 < 23 29 < Z3
nein nein

22 < 23 ’ ’ 222’123 Zl < 23 ’ ’ 212223
nein ja nein ja
’ 232921 ’ ’ 292321 ’ ’ 232179 ’ ’ Z123%9 ’

Beweis zu Satz 4.18. Wir miissen eine untere Schranke fiir die Hohe des Entscheidungsbau-
mes finden. Bestenfalls ist der Baum balanciert, d.h. alle Blatter liegen in der gleichen Ebene.
Ein balancierter Baum hat also pro Ebene 1,2, 4,8, ...,2™ Knoten. Da wir n! Blatter haben,
folgt 2 = n! bzw.

m = log, n!
- (n n n)
_og2\2 3 3)
5]
>log2< 2)
(logzn—l)

O

Bemerkung. Die Funktion f(n) = logn! verhélt sich im Wesentlichen wie nlogn, denn es
gilt auch die Abschéitzung
logn! <logn™ = nlogn.

Also folgt logn! = ©(nlogn). Daher ist Mergesort asymptotisch optimal. Allerdings benotigt
Mergesort im Allgemeinen mehr als [logn!| viele Vergleiche.

4.5 Binare Heaps und Heapsort

Fiir viele Zwecke ist es sinnvoll, Elemente einer Folge hinzuzufiigen und Elemente aus einer
Folge zu entfernen. Das Einfiigen von Elementen in ein Array kann mit O(1) Aufwand durch-
gefiihrt werden, wiahrend das Entfernen des kleinsten Elementes O(n) Aufwand bendétigt. Ist
das Array sortiert, so benétigt man fiir das Einfiigen O(n) und fiir das Loschen O(1).

Mit Hilfe von sog. bindren Heaps konnen Einfiigen und Entfernen mit jeweils O(logn)
Aufwand durchgefiihrt werden.

Definition 4.20. Eine Zahlenfolge z, ..., z, besitzt die Heapeigenschaft, falls gilt:
(1) Zi SZZiyi: 1a-"7 Ln/2J7

(i) z; < 29141, 0=1,...,|(n —1)/2].
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Beispiel 4.21. Die folgende Zahlenfolge besitzt die Heapeigenschaft.

i |1

2 3 6 7
% |3 47

5 10 11 12
§ 10 11

10 13 15

4 8 9
5 6 9
Indem man jeweils die Elemente z9; und 29;11 in einem Baum unter z; anordnet, ldsst sich

die Heapeigenschaft leicht ablesen, da zu jedem Element die darunter liegenden mindestens
genauso grof sein miissen.

Natiirlich kann man Heaps auch als Bdume (d.h. mit Hilfe von Pointern) abspeichern.
Dies kann allerdings die Datenlokalitét beeintréachtigen, was sich negativ auf Cache-Effekte
im Rechner auswirkt. Daher sollte die Speicherung in dem obigen Array mit Hilfe der sog.
Kekulé- Anordnung bevorzugt werden.

Lemma 4.22. Falls die Folge zq, ..., z, die Heapeigenschaft besitzt, so gilt z; < z;, 1 =
1,...,n.

Beweis. Sei j der kleinste Index mit der Eigenschaft z; < 2,4 = 1,...,n. Ist 7 = 1, so
ist nichts zu zeigen. Im anderen Fall ist j > 1. Dann gilt wegen der Heapeigenschaft, dass
2|/2) < zj. Dies fithrt zum Widerspruch, weil j als kleinster Index definiert wurde. O

Ein kleinstes Element ldsst sich daher bei einer Folge mit Heapeigenschaft in O(1) finden.
Im Folgenden zeigen wir, wie Elemente eingefiigt bzw. entfernt werden koénnen und man
dabei die Heapeigenschaft erhélt.

Zum Einfiigen eines Elementes fiige man dieses am Ende der Zahlenfolge als z,,; an.
Besitzt die neue Folge die Heapeigenschaft, so ist nichts zu tun. Andernfalls tauscht man
das eingefiigte Element sukzessive jeweils mit dem dariiberstehenden Element.

Beispiel 4.23. Wir wollen die Zahl 6 in die Folge aus Beispiel 4.21 unter Erhaltung der
Heapeigenschaft einfiigen. Dann ergibt die beschriebene Vorgehensweise die folgende Folge
von Baumen.
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Damit ist die Heapeigenschaft wiederhergestellt.

Algorithmus 4.24 (Einfiigen in Heap).

void Insert(x, z, heapsize)
int x, *z;
unsigned int heapsize;
{
unsigned int i = heapsize;
while (i>0 && z[(i-1)/2)]1>x) {
z[i] = z[(i-1)/2];
i = (i-1)/2;
}

z[i] = x;

Die beiden folgenden Lemmata behandeln die Korrektheit des Algorithmus 4.24 (also die
Frage, ob die Heapeigenschaft erhalten wird) und die Komplexitidt des Algorithmus.

Lemma 4.25. Sei z1, ..., 2, eine Zahlenfolge, die die Heapeigenschaft besitzt, falls z; durch
2|jj2) > zj ersetzt wird. Durch Vertauschen von z; mit z|;/ erhédlt man entweder eine
Folge mit Heapeigenschaft oder es gilt z||j/2j/2) > Z|j/2) und man erhélt eine Folge mit
Heapeigenschaft, falls man z|;/5 durch z||;/2)/2) ersetzt.

Beweis. Es bezeichne {z;} die Folge, die durch Vertauschen von z; mit 2|,/ entsteht. Be-
sitzt die Folge {2/} die Heapeigenschaft, so ist nichts weiter zu tun. Andernfalls gilt nach
Vorraussetzung, dass

17/2] +1, falls |j/2] gerade,

) 211 < min{ 220, %4, by J1 1=
(1) 21721 /2) < min{z 05, 21}, o {U/QJ —1, falls [j/2] ungerade,

36
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7+ 1, j gerade,

i) 21552 < 24, J2 1=
(ii) li/2] = Zjas J2 {j‘la j ungerade,

(111) ZLj/QJ S min{ZQj,ZQj+1}.
Hieraus folgt, dass

(iid)
;= 2j2) < min{zy, 29501} = min{zy), 23544},
/ / (i0) ,
2ija) <% =R S Zp = %,

Da die Veranderung an den Positionen j und |j/2] nur die Relationen zwischen den Posi-
tiopeg |17/2] /2], L]/ZJ, Jo, J, 27 und 2j +‘1 eventuell dndern, muss 2[|; o) | > 2|, Sein,
weil die anderen Relationen gerade nachgewiesen wurden.

Ersetzt man z|; »| durch z| ;5 5|, s0 gilt

0)
2212 = 2llifle) S 2 = 2
) ) 0) (i) )
Zija) = A\Lij2)/2) = ALl S 2l S 2 = 2,

In diesem Fall ist also die Heapeigenschaft erfiillt. O

Satz 4.26. Der Algorithmus 4.24 fiigt ein Element z,,, in die Folge zi,..., 2,, 2,41 mit
Aufwand O(logn) so ein, dass die Heapeigenschaft erhalten bleibt.

Beweis. Die Erhaltung der Heapeigenschaft folgt durch sukzessive Anwendung des Lem-
mas 4.25 auf die Folge z1,...,2,11. Der Aufwand betrigt O(logn), weil die Folge n +
L (n+1)/2],[|[(n+1)/2] /2] ,... nach spitestens O(logn) Schritten den Wert 1 erreicht.

O

Ein Element kann unter Erhaltung der Heapeigenschaft dadurch entfernt werden, dass die
entstehende Liicke jeweils durch das kleinere der beiden Elemente zo; bzw. 25,11 ersetzt wird,
bis keine darunter liegenden Elemente mehr existieren. Man beachte, dass der Index des zu
16schenden Elements bekannt sein muss, weil eine Suche im Heap nicht effizient durchgefiihrt
werden kann.

Beispiel 4.27. Wir wollen die 4 aus der Folge von Beispiel 4.21 entfernen:
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Satz 4.28. Falls zy, ..., z, die Heapeigenschaft besitzt, so kann durch obige Vorgehenswei-
se ein Element mit Aufwand O(logn) so entfernt werden, dass die resultierende Folge die
Heapeigenschaft besitzt.

Beweis. analog zum Beweis von Satz 4.26. O

Bemerkung. Anstelle der obigen Vorgehensweise kann auch das letzte Element an die frei-
werdende Position kopiert werden. In diesem Fall entsteht keine Liicke, nachdem die Heapei-
genschaft wiederhergestellt wurde. Dazu muss aber das eingefiigte Element zunéchst wie bei
Beispiel 4.23 aufwérts und anschlieSfend wie bei Beispiel 4.27 abwérts den Heap durchlaufen.
Wird das erste Element geloscht, so geniigt natiirlich der Durchlauf nach unten.

Mit Hilfe binédrer Heaps lassen sich nun n Zahlen mit Aufwand O(nlogn) sortieren.
Zunéchst werden die Zahlen sukzessive mit Gesamtaufwand O(n logn) in den Heap eingefiigt.
Danach wird der Heap sukzessive abgebaut, indem jeweils das oben stehende Element (nach
Lemmad4.25 ist dies das jeweils kleinste Element) vom Heap wie oben beschrieben entfernt
wird. Der resultierende Algorithmus wird entsprechend Heapsort genannt.
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5 Graphen

5.1 Grundbegriffe

Definition 5.1. Ein Graph ist ein Paar G = (V, E') bestehend aus endlichen Mengen V' von
Knoten (engl. vertices) und E Kanten (engl. edges). Die Kanten stehen fiir Verbindungen
zwischen den verschiedenen Knoten und kénnen gerichtet oder ungerichtet sein.

e Fiir gerichtete Graphen (sog. Digraphen) ist E C {(v,w) € V x V : v # w}. Ist
e = (v,w) € E, dann heifit v der Anfangsknoten und w der Endknoten der Kante
e.

e fiir ungerichtete Graphen ist E die Menge von ungeordneten Paaren (v,w) mit
v,w €V und v # w.

FEine Kante e = (v, w) heifit zu den Knoten v,w € V inzident.

Beachte: Es gilt (v,w) = (w,v), falls (v,w) eine Kante in einem ungerichteten Graphen
ist. Dies gilt jedoch nicht in einem gerichteten Graphen. Den zugrundeliegenden unge-
richteten Graphen G’ eines gerichteten Graphen G erhélt man, indem man bei gleicher
Knotenmenge die Kanten in G als ungeordnete Paare in G’ interpretiert.

Beispiel 5.2.

e Gerichteter Graph G = {(v,w), (w, z), (v, z), (z,v), (y, )}

@8\@\

O

e Ungerichteter Graph G = {(v,w), (w, z), (v, z), (z,y)}:

®
G—@,
®

Bemerkung. In gerichteten Graphen werden manchmal auch Kanten der Form (v, v) zu-
gelassen. Man spricht von Schleifen.
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5 Graphen

o

Definition 5.3. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Weg oder Pfad in G ist eine Knotenfolge
™ =1Y9,V1,...,Up

mit v > 1 und (v;,v;11) € E, i = 0,...,7 — 1. Wir sprechen von einem Weg, der von
v nach w fiihrt, wenn der Anfangsknoten vy = v und der Endknoten v, = w ist. Ein
Weg heifit einfach, falls gilt, dass vy, vy, . .., v,_1 paarweise verschieden sind. Der Weg heif3t
geschlossen, falls vy = v,. Die Anzahl der Knoten r, die in w durchlaufen werden, wird als
Liénge |r| von 7 bezeichnet. Ein kiirzester Weg von v nach w ist ein Weg von v nach
w minimaler Linge. Ein Knoten w heifit von einem Knoten v erreichbar, falls ein Weg
T =1g,...,0, In G existiert, so dass vy = v und v, = w.

Beispiel 5.4. Beispiele fiir Wege in den beiden Graphen aus Beispiel 5.2 sind

(a) m = v,w (Linge 1),

(b) m = v, w,x (Linge 2),

(C) T3 =0,W,%,Y,T,Y (Lange 5)

Im ungerichteten Fall ist auch 74y = v, w, z,v (Lénge 3) ein Weg.

Definition 5.5. Sei G = (V, E) ein Graph und v € V. Wir definieren
e die Menge der (direkten) Nachfolger von v als suc(v) ={w € V : (v,w) € E},
e die Menge der (direkten) Vorgédnger von v als pre(v) = {w € V : (w,v) € E},

e cin Knoten w € suc(v) Upre(v) ist ein Nachbar von v, und v, w heiflen benachbart
oder adjazent,

e die Menge aller von v erreichbaren Knoten als suc*(v) = {w € V
w ist von v erreichbar},

e die Menge der Knoten, die v erreichen kénnen pre*(v) = {w € V : v € suc*(w)}.

Fiir ungerichtete Graphen gilt offenbar pre(v) = suc(v) und auch pre*(v) = suc*(v) fiir alle
velV.

Beispiel 5.6. Fiir den gerichteten Graphen aus Beispiel 5.2 ist

suc(v) = {w,z}, suc*(v)={w,z,y}, pre(v)=rpre*(v)=10

und
suc(y) = {z}, suc’(y)={z, y}.

Im ungerichteten Fall ist suc(z) = {v, w,y} und suc*(z) = {v,w, z,y}.
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5.2 Zusammenhang

Definition 5.7. Sei G = (V, E) ein Graph. Wir definieren den Grad eines Knoten v € V
als
degv := |{(z,y) € E: x = v oder y = v}|

unter Beriicksichtigung der Eigenschaft (x,y) = (y,x) bei ungerichteten Graphen. Im ge-
richteten Fall heifit deg®(v) = |suc(v)| Ausgangsknotengrad und deg (v) := |pre(v)|
Eingangsknotengrad von v. Knoten mit Grad 0 heifien isoliert.

Satz 5.8. Fiir jeden Graphen G = (V, E) gilt

Zdegv = 2|E)|.

veV

Beweis. Zu jeder Kante e € F gehoren genau zwei Knoten. Auf der linken Seite der Gleichung
zéhlt man daher jede Kante genau zweimal. O

Satz 5.9. Fiir jeden Digraphen G = (V, E) gilt

S degt(v) = 3 deg™(v) = ||

veV veV

Beweis. Zu jeder Kante e = (v,w) € E ist v € pre(w) und w € suc(v). Daher zdhlt man bei
beiden Summen jede Kante genau einmal. O

5.2 Zusammenhang

Definition 5.10. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und C C V. C' heiit zusam-
menhéingend, falls je zwei Knoten v,w € C, v # w, voneinander erreichbar sind, d.h. falls
gilt w € suc*(v) und v € suc*(w). Ist der Graph gerichtet, so heifit C' zusammenhéingend,
falls C' im zugrundeliegenden ungerichteten Graphen zusammenhéngend ist. C' heilt Zu-
sammenhangskomponente von G, falls C eine nicht-leere maximale zusammenhédngende
Knotenmenge ist. Maximalitidt bedeutet hier, dass C' in keiner anderen zusammenhéngenden
Menge C'" C V echt enthalten ist (also C' # C"). Der Graph G heifit zusammenhéngend,
falls V' zusammenhéngend ist.

Beispiel 5.11. Ein nicht zusammenhéngender Graph mit drei Zusammenhangskomponen-
ten ist
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5 Graphen

Ein zusammenhéngender Graph ist

()

Bemerkung. Offenbar sind die Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen

« 7

die Aquivalenzklassen der Knotenmenge V' unter der Aquivalenzrelation “~”, wobei
v~w <= vUsuc’(v) = w Usuc*(w).

Insbesondere zerfillt G' in paarweise disjunkte Zusammenhangskomponenten Cy,Cs, ..., C.

mit . .
v=Ja, E={JE,
i=1 1=1

WObelEZ:Em(CZXCZ),Z:L,T

Satz 5.12. Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist genau dann zusammenhéangend, wenn
{(vyw)e E:veX, weV\X}#0

firalle) # X C V.

Beweis. Sei ) # X € Vund v € X, w € V' \ X. Weil G zusammenhéngend ist, gibt es
einen Weg von v nach w. Da v € X, aber w ¢ X, muss der Weg eine Kante (z,y) enthalten,
sodass z € X,y & X.

Umgekehrt sei angenommen, dass G nicht zusammenhéngend ist. Dann existieren zwei
Knoten v,w € V, zwischen denen kein Weg existiert. Setze X := {v} U suc*(v). Dann gilt
v € X und w ¢ X und somit ) # X C V. Aus der Definition der Menge X folgt aber
{(vyw)€e E:ve X, weV\ X} =0 Dies liefert den Widerspruch, die Annahme ist somit
falsch. O

Satz 5.13. Ist G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit n = |V| > 1 Knoten und mit
m = |E| Kanten, so gilt: Ist G zusammenhéngend, so gilt m > n — 1

Beweis. Wir beweisen den Satz per vollstédndiger Induktion nach n. Fiirn =1 folgt m =0 =
n — 1; fiir n = 2 ist G zusammenhéngend genau dann, wenn m = 1 = n — 1. Wir betrachten
nun den Fall n > 3. Wahle v € V', so dass

k = degv = mindeg w.
weV

Es gilt £ > 0, denn sonst wére v ein isolierter Knoten. Im Fall k£ > 2 folgt

2m:2\E\:Zdegw2n~k22n
——

weV >k
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5.2 Zusammenhang

und folglich m > n > n— 1. Fiir k = 1 ergibt sich die Aussage wie folgt: Es sei G’ = (V', E’)
derjenige Graph, der durch Entfernen des Knoten v und der inzidenten Kante entsteht. Mit

G ist auch G’ zusammenhéngend und nach Induktionsvorraussetzung folgt wegen |V’| = n—1
und |F'|=m —1
m—1=|F'|>nh-1)—1=n-2

und daraus die Behauptung m > n — 1. O

Definition 5.14. FEin einfacher Zyklus oder einfacher Kreis in einem Graphen G =
(V, E) ist ein einfacher, geschlossener Weg m = vy, ..., v, mit r > 2 (gerichteter Graph) bzw.
r > 3 (ungerichteter Graph).

Beispiel 5.15. Der gerichtete Graph

joy
@*
o)

besitzt die einfachen Zyklen 7 = x,y,z und 7y = v, w, x,v. Der ungerichtete Graph

Jo
G—@,
®

besitzt den einfachen Zyklus m; = v, w, z,v. Der Weg my = x, y, x ist hingegen kein Zyklus.

Definition 5.16. Ein Graph heifit azyklisch oder zyklenfrei, falls es keine Zyklen in
G gibt. FEin ungerichteter, azyklischer und zusammenhédngender Graph ist ein Baum. Ein
Knoten v € V' eines Baumes mit degv = 1 heifit Blatt. Ist v € V' kein Blatt, so wird v als
innerer Knoten bezeichnet.

Beispiel 5.17. Azyklischer gerichteter Graph:
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5 Graphen

Azyklischer ungerichteter Graph:

Satz 5.18. Sei G = (V, FE) ein ungerichteter Graph mit n Knoten. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) G ist ein Baum
i) G hat n — 1 Kanten und ist zusammenhéingend.
(ii) g
iii) G hat n — 1 Kanten und ist azyklisch.
V-
(iv) G ist azyklisch und das Hinzufiigen einer beliebigen Kante erzeugt einen Zyklus.

(v) G ist zusammenhéingend und das Entfernen einer Kante erzeugt einen unzusammen-
héngenden Graphen.

(vi) Jedes Paar von verschiedenen Knoten in G ist durch genau einen einfachen Weg mit-
einander verbunden.

Fiir den Beweis von Satz 5.18 benétigen wir das folgende

Lemma 5.19. Flir einen azyklischen und ungerichteten Graphen gilt |V | = |E| + p, wobei
p die Anzahl der Zusammenhangskomponenten bezeichnet.

Beweis. Die Behauptung ist klar fiir m := |E| = 0. Angenommen, die Aussage gilt fiir ein
m. Fiigen wir eine zusitzliche Kante hinzu, d.h. |E| = m + 1, so muss sich die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten p um Eins reduzieren, weil sonst ein Zyklus entsteht. 0

Beweis von Satz 5.18.

(i) = (vi): Dies folgt aus der Tatsache, dass die Vereinigung zweier disjunkter einfacher Wege
mit gleichem Anfangs- und Endknoten ein Zyklus ist.

(vi) = (v): G ist zusammenhéngend nach Definition und das Entfernen der Kante (v, w)
macht w unerreichbar von v.

(v) = (iv): G ist azyklisch, weil sonst eine Kante entfernt werden kann, so dass G weiterhin
zusammenhéngend ist. Da es in G stets einen Weg von v nach w gibt, liefert das Hinzufiigen
einer Kante einen Zyklus.

(iv) = (iii): Weil das Hinzufligen einer beliebigen Kante einen Zyklus erzeugt, muss G
zusammenhéngend sein. Nach Lemma 5.19 gilt dann n = m + 1.

(iii) = (ii): Weil G azyklisch ist mit n — 1 Kanten folgt nach Lemma 5.19, dass p = 1. Also
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5.3 Speicherung von Graphen

ist G zusammenhéngend.
(ii) = (i) Wir zerstéren Zyklen in G durch Entfernen von Kanten. Haben wir k& Kanten so
entfernt, dass der resultierende Graph azyklisch ist, so folgt aus Lemma 5.19

n—1—k+ p =n
—— =~

Kanten =1

und hieraus £k = 0. G ist also bereits azyklisch. Weil G nach Voraussetzung ausserdem
zusammenhéngend ist, ist G ein Baum. U

Das folgende Lemma ist niitzlich, um die Anzahl der Knoten in einem Baum ausgehend
von einer bekannten Anzahl von Blattern abzuschétzen.

Lemma 5.20. Sei L die Menge der Blétter in einem Baum mit V \ L # (). Weiter sei
v € V'\ L ein innerer Knoten, die sog. Wurzel. Wir definieren

py :=min{degw : w € V\ (LU {v})}.

Gilt g, :== min{degv, p, — 1} > 2, so folgt

oL — 1
|V|§%g2|L|—1.

y =

Beweis. Wir entfernen sukzessive die Blétter ausgehend vom Baum V; := V| indem wir in
jedem Schritt alle Nachbarn vom Grad 1 eines inneren Knoten entfernen. Es bezeichne k die
Anzahl der Schritte bis nur noch v iibrig ist, und es sei V, der Baum nach ¢ Schritten. Dann
gilt bis zum (k—1)-ten Schritt, dass |Vy| = |Vi—1|—(pe—1) und |L(Vp)| = |L(Vi—1)| — (pe—2),
¢ =1,...,k —1, wobei p, den Grad des ¢-ten Knoten bezeichnet. Im letzten Schritt gilt
1 =|Vi| = |Vk—1| —degv und 1 = |L(Vy)| = |L(Vik-1)| — (degv — 1). Also haben wir

k—1 k—1
Vol = Vil +degv+ Y (pe—1) = 1+degv+ Y (pe— 1),
=1 (=1
k—1 k—1
[L(Vo)| = [L(Vi)| +degv— 1+ (pe—2) =1—k+degv+ Y (pe—1).
/=1 /=1

Hieraus folgt k = |Vo| — |L(Vp)| und mit min{degv,p, — 1} > ¢, > 2, dass

G| L(Vo)| — 1

ILVo)l 2 1+ k(g = 1) 2 1+ (@0 = DVl = [EW)]) = Vo] = == —

5.3 Speicherung von Graphen

Eine Moglichkeit, Graphen auf einem Rechner zu speichern, sind sog. Adjazenzmatrizen.
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5 Graphen

Definition 5.21. Sei G = (V, E) ein Graph mit Knoten v;, i = 1,...,n := |V|. Die Matrix

A € R™" heifit Adjazenzmatrix von G, falls

0, sonst.

{1, falls (v;,v;) € E,
CLZ'j =

Beispiel 5.22. Der gerichtete Graph

jogl

(o
)

besitzt die Adiazenzmatrix

01110
00100
A=10 0 0 0 1
000O0O
00100
Beim zugrundeliegendend ungerichteten Graphen ist
01110
1 0100
A=|1 1 0 0 1
100 00
00100

Die Adjazenzmatrix ungerichteter Graphen ist immer symmetrisch, d.h. es gilt a;; = aj;,
i,j,=1,...,n, weil (v;,v;) = (vj,v;) fiir ungerichtete Graphen. Speichert man jeden Eintrag
der Adjazenzmatrix, so werden unabhingng von der Anzahl der Kanten |V|?> Speicherein-
heiten bendtigt. Effizienter ist es, Graphen durch sog. Adjazenzlisten darzustellen. Dabei
speichert man zu jedem Knoten v € V eine Liste aller Knoten w € V mit der Eigenschaft,

dass (v,w) € E.

Beispiel 5.23. Die Adjazenzlisten zum gerichteten Graphen aus Beispiel 5.22 sind

V1o V2,V3,U4

Vg . Vs
V3 . Vs
Uy -

Vs : Vs

Adjazenzlisten konnen als einfach verkettete Listen mit Elementen der Form

struct list_item {

unsigned int idx; // Nummer des Knotens
list_item *next; // Pointer auf naechstes Element

};
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5.4 Graphendurchmusterung

Sind @ und b vom Typ list_item, so enthélt a.idx die Nummer des Knoten und a.next
=&b; definiert b als Nachfolger von a. Das Ende der Liste wird durch b.next=NULL markiert.
Merken muss man sich jeweils den Anfang der Liste, wofiir ein Array der Lange |V| benotigt
wird. Fiir gerichtete Graphen haben Adjazenzlisten den Speicherbedarf |V| + |E|; fiir unge-
richtete Graphen werden |V |4 2| E| Speichereinheiten benétigt, da jede Kante in zwei Listen
vorkommt. In der folgenden Tabelle sind Aufwand und Speicherbedarf von Adjazenzmatrizen
bzw. -listen gegeniibergestellt.

Adjazenzmatrix | Adjazenzliste
Speicher O(n?) O(n+m)
Knoten einfiigen O(n) 0(1)
Knoten entfernen O(n) O(n+m)
Kante einfiigen O(1) O(1)
Kante entfernen O(1) 0(1)
Testen, ob (v,w) € F O(1) O(m)

Bemerkung. Kann man auf die Moglichkeit, Adjazenzlisten zu verédndern, verzichten, so
geniigt es, die Position der von Null verschiedenen Eintrdge der schwachbesetzten Matrix
zu speichern. Die Adjazenzmatrix zum gerichteten Graphen aus Beispiel 5.22 wird dann
gespeichert als die Arrays

cols:=(2,3,4,3,5,3) und rptr:=(1,4,5,6,6,7).

Dabei enthélt cols die Spaltenindizes der nicht verschwindenden Eintrdge und rptr legt
fest, welches Element im Array cols das erste der jeweiligen Zeile ist. Genauer sind die
Eintrage mit den Positionen rptr[i] bis rptr [i+1]-1 die Eintrédge der ¢-ten Zeile. Im letzten
Eintrag von rptr wird daher die um Eins erhohte Anzahl der nicht verschwindenden Eintrége
gespeichert. Bei dieser Datenstruktur handelt es sich um eine Spezialisierung des CRS-
Formats (engl. compressed row storage), bei dem zusétzlich die Werte der Matrixeintréige
in einem weiteren Feld der Lénge des Feldes cols gespeichert werden. Bei ungerichteten
Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch. Daher geniigt es, den oberen Dreiecksanteil
im CRS-Format zu speichern. Man erhélt fiir den ungerichteten Graphen aus Beispiel 5.22
die Arrays cols = (2,3,4,3,5) und rptr = (1,4,5,6,6,6).

5.4 Graphendurchmusterung

Héufig muss ein Graph entlang seiner Kanten von einem Startknoten s € V' durchgegangen
werden (sog. Durchmusterung), um z.B. einen Knoten mit maximalem Abstand zu s zu
finden. Die Hauptproblematik hierbei ist, dass die Durchmusterung wegen maoglicher Zyklen
im Graphen in eine Endlosschleife laufen kann. Populére Graphendurchmusterungsmethoden
sind die Tiefensuche und die Breitensuche. Beiden liegt folgender Algorithmus zugrunde:

Algorithmus 5.24.
Input:  Graph G = (V, F) und Startknoten s € V'
Output: azyklischer Graph G’ = (R,T) mit R = {s} Usuc*(s) und 7' C £
R:={s}; Q :={s}; T := 0; // R Resultat, () ‘‘Queue’’, T ‘‘Tree’’

while (Q # 0) {
wihle v € () beliebig;
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5 Graphen

if (Jw € V' \ R mit e := (v,w) € E) {
) R:=RU{w}; Q = QU {w}; T =T U{e};

e Q= Q\ {v};

Satz 5.25. Algorithmus 5.24 liefert einen azyklischen zusammenhéingenden Graphen G' =
(R,T) mit R = {s}Usuc*(s) und T C E.

Beweis. Zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus ist (R, T) zusammenhéngend, weil mit einem
Knoten auch die verbindende Kante zu R bzw. T' hinzugefiigt wird. Ausserdem ist (R, T)
azyklisch, denn eine neue Kante e verbindet stets Knoten v € Q C R, w € V' \ R.

Angenommen, am Ende des Algorithmus existiert ein von s erreichbarer Knoten w, der nicht
in R ist. Sei 7 ein einfacher Weg, der s mit w in G verbindet und (z,y) € E eine Kante mit
x € Rund y € R. Weil x € R, muss = zu einem gewissen Zeitpunkt in () gewesen sein. Der
Algorithmus terminiert nicht, bevor x aus () entfernt wurde. Dies geschieht jedoch nur, falls
(z,y) & E. Dies liefert den Widerspruch. O

Satz 5.26. Wir nehmen an, die Ausfiihrung von “wéhle v € @) beliebig” und “Gw € V \ R
mit (v,w) € E” ist mit O(1) Aufwand mdéglich. Dann besitzt Algorithmus 5.24 die Gesamt-
komplexitidt O(|V] + |E).

Beweis. Jeder Knoten wird hochstens (degv + 1)-mal und jede Kante e € E wird hochstens
zweimal betrachtet. Damit ergibt sich eine Gesamtkomplexitiat von O(|V|+ |E]). O

Algorithmus 5.24 kann beispielsweise verwendet werden, um die Zusammenhangskompo-
nenten eines ungerichteten Graphen zu bestimmen, indem man ihn auf einen beliebigen
Knoten s € V anwendet. Falls R = V, so ist G zusammenhéngend. Andernfalls ist (R, T)
eine Zusammenhangskomponente von GG, und man fahrt mit der Anwendung von Algorith-
mus 5.24 auf einen Knoten aus dem Rest V' \ R fort. Damit ergibt sich

Satz 5.27. Die Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen kénnen mit
O(|V] + |E|) Aufwand bestimmt werden.

Je nachdem, wie der Knoten v € @) in Algorithmus 5.24 ausgewéhlt wird, ergibt sich eine
andere Reihenfolge, in der der Graph durchmustert wird. Bei der Tiefensuche oder DFS-
Suche (engl. Depth-First-Search) wird derjenige Knoten v € @) ausgewéhlt, der zuletzt zu @
hinzugefiigt wurde, wéhrend bei der Breitensuche oder BFS-Suche (engl. Breadth-First-
Search) der zuerst zu @ hinzugefiigte Knoten ausgewéhlt wird.

Beispiel 5.28. Wir betrachten den Graphen G gegeben durch seine Adjazenzlisten
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5.4 Graphendurchmusterung

V1 ¢ Ug,Us @

Vg ' U4, Us5,V3,01

U3 V1,V2,Us @ @

Vg @ V,Vs

Vs © V2,V3,U4 @

Bei der Tiefensuche mit s = vy ergibt sich die Besuchsreihenfolge: vy, vo, vy, vs, v3.

Die Breitensuche liefert die Reihenfolge vy, v, v3, v4, v5 und somit den Baum

JO}
jolo
OlRO]

Auf dem Graph G 148t sich eine Metrik definieren. Fiir v,w € V definiere
distg(v, w) := min{|7|, 7 verbindet v mit w in G}

als Abstand von v und w, falls ein solcher Weg existiert. Andernfalls setze diste(V, W) = oo.
Indem wir in Algorithmus 5.24 eine Variable ¢ einfiihren, die die Entfernung eines Knoten
von s speichert, konnen wir mit Hilfe einer Breitensuche einen kiirzesten Weg von s zu allen
erreichbaren Knoten bestimmen.

Algorithmus 5.29.
Input:  Graph G = (V, F) und Startknoten s € V'
Output: azyklischer Graph G’ = (R,T) mit R = {s} Usuc*(s) und 7' C E, {(v), v € R

R:={s}; Q :={s}; T :=0; £(s) := 0; // Initialisierung
while (Q #0) {

v := erster Knoten in @);
Q:=Q\{v} // Breitensuche
for (w € suc(v) \ R) {

R:=RU{w}; Q =QU{w}; T =T U{(v,w)}; l(w) :=L(v) + 1;
}

}
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5 Graphen

Satz 5.30. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann enthélt der BFS-Graph G' =
(R,T) von Algorithmus 5.29 zum Startknoten s € V einen kiirzesten Weg zu jedem v €
suc*(s), und es gilt, dass distg(s,v) = {(v) fiir allev € R

Beweis. Wir beobachten zunéchst, dass fiir das in Algorithmus 5.29 gewéhlte v gilt
lw) </Ll(v)+1 firallewe@ (5.1)

und

U(z) = ly), (5.2)

falls x nach y in @) aufgenommen wird. Wir zeigen nun, dass zu jedem Zeitpunkt des Algo-
rihtmus gilt:
((v) = dist(g)(s,v) = dista(s,v)

fir alle v € R. Die Aussage ((v) = dist(g (s, v) ist klar, weil G' = (R,T) azyklisch ist.
Angenommen, es gibt einen Knoten w mit dist(r7)(s, w) # diste(s, w), also dist(g (s, w) >
distg(s, w). Existieren mehrere solcher Knoten, so wéhle w als denjenigen Knoten, der den
geringsten Abstand zu s hat. Sei 7 ein kiirzester Weg von s nach w in GG, und es bezeichne
e = (v,w) die letzte Kante auf w. Dann gilt nach Konstruktion von w, dass distg(s,v) =
dist (g (s,v) und

distg(s,v) + 1 = distg(s, w) < dist(gr (s, w).

Also gilt
((v) 4+ 1 =dist(gr(s,v) + 1 = distg(s,v) + 1 < dist(g (s, w) = {(w). (5.3)

Aus (5.1) folgt, dass w & Q). Wire w bereits in ) aufgenommen gewesen, so hitte dies vor v
sein miissen. Dann wére aber nach (5.2) (v) > ¢(w) ein Widerspruch zu (5.3). Also war w
noch nicht in @ und kann somit nicht in R sein. Es gilt also w € suc(v) \ R und somit nach
Algorithmus 5.29, dass {(w) = ¢(v) + 1 im Widerspruch zu (5.3). O

5.5 Minimal spannende Baume

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Es sei eine Gewichts- bzw. Kostenfunktion ¢ : £ — R
fiir die Kanten des Graphen gegeben. Das Tripel (V) F, C') wird auch als gewichteter Graph
bezeichnet. Fiir Teilmengen F' C E der Kantenmenge F definieren wir

Definition 5.31. Ein Graph H = (V(H),E(H)) heifit Teilgraph des Graphen G =
(V(G), E(G)), falls V(H) C V(G) und E(H) C E(G). Gilt V(H) = V(G), so wird H als
(auf)spannender Teilgraph bezeichnet. Fiir einen Teilgraphen H sei ¢(H) := c¢(FE(H))
die Kosten bzw. das Gewicht von H.

Beim Minimum-Spanning-Tree-Problem ist ein spannender Teilgraph 7" C GG mit minima-
len Kosten ¢(T) gesucht. Anwendungen sind kostengiinstige zusammenhéngende Netzwerke
wie beispielsweise Telefonnetze.
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Algorithmus 5.32 (Kruskals Algorithmus).
Input:  Ein zusammenhéngender ungerichteter Graph G = (V, E)
Gewichte ¢ : F — R
Output: Ein minimal spannender Baum

Sortiere E(G), so dass c(e1) < ... < clen);
Setze T := (V(G), 0);
for (i=1, i <; ++1)

if (T'U{e;} azyklisch) T :=T U{e;};

Beispiel 5.33. Wir betrachten den folgenden Graphen. Die Kostenfunktion ¢ : £ — R ist
durch Zahlen entlang der Kanten dargestellt.

/ 1&\ 1: 2(1), 4(3), 5(4)
4 2 2:1(1), 3(3), 5(1)
@ @ @ 3:2(3), 4(1), 5(2)
4:1(3), 3(1), 5(1)

Xl / 5:1(4), 2(1), 3(2), 4(1)

4 @%@/@1/@
® ol

Bemerkung. Der Test, ob T'U{e;} azyklisch ist, ldst sich mit O(1) Aufwand durchfiihren,
wenn man sich fiir jeden Knoten die ZusammenhangsKomponente merkt, in der er aktuell
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5 Graphen

liegt. Zu Beginn liegen alle Knoten in unterschiedlichen Komponenten. Wird eine Kante
e; zu T hinzugefiigt, so werden zwei Komponenten vereinigt und die entsprechenden Wer-
te der Knoten der einen Komponente auf die der anderen gesetzt. Daher muss lediglich
gepriift werden, ob die Anfangs- und Endknoten der einzufiigenden Kante in unterschiedli-
chen Komponenten liegen. Bei der Aktualisierung der Komponenteninformation sollte der
Komponentenwert der Komponente mit der kleineren auf den Wert der Komponente mit
der groBeren Michtigkeit gesetzt werden. Dies stellt sicher, dass jeder Knoten hochstens
O(log n)-mal eine neue Komponentennummer erhalt.

Satz 5.34. Der Algorithmus von Kruskal bestimmt einen minimal spannenden Baum und
kann mit O(mlogn) Aufwand durchgefiihrt werden.

Beweis. Der vom Algorithmus von Kruskal zuriickgelieferte Graph ist offensichtlich azy-
klisch. Angenommen, 7T ist nicht zusammenhéngend. Dann gibt es eine Partition V = AUB,
ANB =0 mit |A|, |B|] > 1, sodass keine Kante von T' zwischen A und B verlduft. Da G
zusammenhéngend ist, muss aber in G eine Kante zwischen A und B existieren. Diese wére
in der letzten Zeile des Algorithmus von Kruskal zu T hinzugefiigt worden, was einen Wi-
derspruch liefert.

Wir zeigen nun, dass 7' ein minimal spannender Baum ist. Sei 7™ ein minimal spannender
Baum, so dass der kleinste Index i, fiir den ¢; € T aber ¢; & T™ grofitmoglich ist. Falls
dieser Index nicht existiert, so gilt 7' = T* und wir sind fertig. Ansonsten betrachte den
Graphen 7™ U {e;}. Dieser enthéhlt einen Zyklus. Weil T' azyklisch ist, muss dieser Kreis
eine Kante e; € T' enthalten. Die Kanten, die vor ¢; in T' eingefiigt wurden, sind gemaf der
Definition von 7 auch alle in 7™ enthalten. Zu dem Zeitpunkt, zu dem Kruskals Algorithmus
die Kante e; hinzufiigt, hétte daher auch e; zu T" hinzugefiigt werden konnen, ohne einen
Kreis zu erzeugen. Da aber e; ¢ T', muss j > i und somit c(e;) > c(e;) gelten. Dann ist aber
T":= (T*U{e;}) \{e;} ein minimalspannender Baum, der der Definition von 7™ widerspricht,
weil e, € T', v < i, und somit der minimale Index ¢, fiir den ey € T aber ¢; € T", grofer als
7 sein muss.

Zum Aufwand des Algorithmus: Das Sortieren der m Kanten benttigt O(mlogm) Opera-
tionen. Nach Satz 5.13 gilt

n-(n—1)
n—1<m<——=

und somit O(mlogm) = O(mlogn). Nach der letzten Bemerkung bendtigt der Test, ob
TU{e;} azyklisch ist, in jedem der m Durchldufe der for-Schleife O(1) Operationen. Inklusive
der Aktualisierung der Komponentenummern werden daher O(m + nlogn) Operationen fiir
die for-Schleife benotigt. O

5.6 Kiirzeste Wege

Gegeben sei ein Graph G = (V, E') und eine Gewichtsfunktion ¢ : ' — R. Wir verallgemei-
nern die Definition des Abstands dist (v, w) zweier Knoten v, w € V| indem wir die Kosten
c entlang der Kanten berticksichtigen

min{c(m) : 7 ist ein Weg von v nach w}, falls w von v erreichbar,

dist(g,e) (v, w) := {

00, sonst.
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Entsprechend verallgemeinern wir den Begriff des kiirzesten Weges, indem wir diesen Ab-
standsbegriff zu Grunde legen.

Beispiel 5.35. Gegeben sei der folgende gewichtete Graph (V) E, ¢)

Der kiirzeste Weg von v nach w ist m = v,z,w. Seine Weglidnge ist ¢(m) = 1+ 2 = 3,
wahrend der direkte Weg my = v, w die Weglénge ¢(my) = 4 hat.

Beim kiirzesten Wege-Problem besteht die Aufgabe darin, fiir ein Paar s,¢ € V einen
kiirzesten Weg von s nach ¢ zu finden, bzw. die Angabe, dass ein solcher Weg nicht existiert.
Eine offensichtliche Anwendung ist die Planung von Verkehrsrouten. Es zeigt sich, dass das
Problem schwierig ist, falls negative Kantengewichte vorkommen.

Beispiel 5.36. Wir betrachten den folgenden Graphen

2 2
4 ( )
Der Weg m; = v, w, z, v hat die Lange ¢(m) = —1, der Weg m = v, w, z,v,w, z,v die Linge
¢(me) = —2. Daher existiert kein kiirzester Weg.

Wir setzen daher voraus, dass alle Gewichte positiv sind.

Algorithmus 5.37 (Dijkstras Algorithmus).
Input: Ein Digraph G = (V,E),v: E >R sV
Output: {(z) = dist(g (s, ) fir alle x € V,
p(z) enthélt den vorletzten Knoten auf dem minimalen Weg von s nach z,
falls ein solcher existiert.

0(s) :=0; l(z) = oo fur alle x € V' \ {s}; Q :=V;
while (Q #0) {

z := Knoten in ) mit ¢(z) minimal;

Q:=Q\{z}
E){

for (y € Q mit e :

if (U(z) + ele) <
Ky) = €(z) +

p(y) = z;

(z,y) €
£(y)) {
c(e);

}

}
}
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5 Graphen

Beispiel 5.38. Wir betrachten den folgenden gewichteten Graphen und suchen den kiirzes-
ten Weg ausgehend von a.

Iteration | z p(z) | a b ¢ d e
4

! 0 0 o0 o0 00 o0
1 a — |— 1 4 oo o0
2 b a |- — 4 2

1 3 d b |- — 3 — 5

1 3 4 c d |- — — — 4

S e ¢ |- - - - -

1
d (©)

Bemerkung.

(a) Der Algorithmus von Dijkstra berechnet einen kiirzesten Weg von s zu allen erreichbaren
Knoten ¢t € suc*(s) U {s}. Es ist kein Algorithmus mit geringerer Komplexitit bekannt,
der den kiirzesten Weg zu genau einem Knoten ¢ € suc*(s) U {s} bestimmt.

(b) £(t) gibt iber die Erreichbarkeit bzw. die Lange eines kiirzesten Weges Auskunft. Der
Weg kann rekonstruiert werden, indem mit dem Feld p der Weg riickwérts gegangen
wird. In Beispiel 5.38 kann man einen kiirzesten Weg von a nach e als p(e) = ¢, p(c) = d,
p(d) = b, p(b) = a rekonstruieren. Ist man nur an der Weglidnge interessiert, so kann p
aus Algorithmus 5.37 entfernt werden.

Satz 5.39. Dijkstras Algorithmus arbeitet korrekt. Der Aufwand ist von der Ordnung |V'|*.

Beweis. Angenommen, die Aussage ist falsch. Sei x der erste Knoten, der aus () entfernt
wird mit ¢(z) # dist(g,c) (s, z). Dann gilt x # s und £(x) > dist(q ) (s, x), weil die 7-te Zeile
die Existenz eines Weges von s nach z der Lénge hochstens ¢(z) sichert. Wir betrachten
den Zeitpunkt, bevor = aus ) entfernt wird. Sei s = vy,...,v; = x ein kiirzester Weg von s
nach z in G und 7 der gréfite Index eines Knoten, der bereits aus () entfernt wurde. Dieser
Index existiert, weil s € ), und es gilt ¢+ < k, weil = noch in ). Wegen v;,; € Q gilt
(viv1) < L(v;) + c(vi, v;41) nach Zeile 6 und 7. Wegen Zeile 3 gilt

U(z) < l(vig1) < () + c(vi, vig1) < distge)(s, ).

Hierbei gilt die letzte Ungleichung, weil vy,...,v; ein kiirzester Weg von s nach x ist.
Dies ergibt einen Widerspruch zur Annahme; die Aussage ist also richtig. Wegen ¢(x) =
dist(,¢)(s, ) ist p(x) der vorletzte Knoten auf einem kiirzesten Weg von s nach x.

Zur Laufzeit: Die while-Schleife wird |V|-mal durchlaufen, wobei jeder Durchlauf O(|V|)
Aufwand benotigt (bereits in Zeile 3). O

Bemerkung. Im Fall von Gewichten ¢ = 1 kann Algorithmus 5.29 mit Aufwand O(|V|+|E|)
verwendet werden, um einen kiirzesten Weg zu bestimmen.

Durch die Verwendung von Heaps 148t sich Dijkstras Algorithmus effizienter implementie-
ren.
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Satz 5.40. Dijkstras Algorithmus kann so implementiert werden, dass der Aufwand von der
Ordnung |V| - log |V| ist.

Beweis. Ist die Menge @) als bindrer Heap implementiert, dann benotigen die Zeilen 3 und
4 O(log|V|) Operationen. Ebenso werden fiir die Zeilen 6 und 7 O(log|V'|) Operationen
benétigt. Die while-Schleife wird |V|-mal durchlaufen. O

Wir hatten bereits angemerkt, dass Dijkstras Algorithmus bei negativen Gewichten Schwie-
rigkeiten hat. Im Fall von konservativen Gewichten, d.h. es gibt keinen Zyklus in G mit
negativem Gewicht, gilt ein Prinzip, das wir bereits mehrfach verwendet haben.

Lemma 5.41. Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph und ¢ : E — R konservativ. Sei
T:8=0...,01 = w ein Weg zwischen s,w € V mit héchstens k € N Kanten. Dann ist
7' s =wy,...,v; ein kiirzester Weg zwischen s und v, unter allen Wegen zwischen s und vy,
mit hochstens k — 1 Kanten.

Beweis. Angenommen, 7’ ist ein kiirzester Weg zwischen s und v, mit hochstens k& — 1
Kanten und ¢(7’) < ¢(m \ { (v, w)}) = e(7) — (v, w). Falls w & V(n'), so ist 7" U {(vg, w)}
ein kiirzerer Weg von s nach w als 7 mit hochstens k& Kanten. Im anderen Fall (w € V(7))
gilt

(o)) = () + (v, w) = (7 4 U {(0k, w)}) < e(m) = ey ) U{(0r, w)}) < (),

weil ¢ konservativ und 77, U{(vk, w)} ein Zyklus ist. Dies widerspricht der Wahl von 7. I

Algorithmus 5.42 (Moore-Bellman-Ford).
Input:  Ein gerichteter Graph G, konservatives ¢: F — R, s € V
Output: {(z) = dist(gq (s, ) fir alle z € V, Vorgéngerinformation p.

l(s) =0; l(x) =00 fir z € V' \ {s};
for (i=1;i<|V|; ++1) {
for ((z,y) € E) {
if ({(y) > U(z) + c(z,y)) {
U(y) == L(z) + c(z, y);
p(y) = m;
}
}
}

Satz 5.43. Der Moore-Bellman-Ford Algorithmus arbeitet korrekt und kann in O(|V|- |E|)
Operationen ausgefiihrt werden.

Beweis. Wir zeigen induktiv {iber die Anzahl der £ Kanten eines kiirzesten Weges zwischen
s und y, dass £(y) = dist(g (s, y) nach spitestens k Iterationen der for-Schleife in der 2.
Zeile terminiert.

Der Fall £ = 1 ist klar. Fiir den Induktionsschritt sei y ein Konten, so dass ein kiirzester
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Weg 7 zwischen s und y mit £ Kanten existiert. Es bezeichne z den vorletzten Knoten dieses
Weges. Dann ist 7, ;) nach Lemma 5.41 ein kiirzester Weg zwischen s und x der Lénge k —1.
Hieraus folgt per Induktionsannahme ¢(z) = dist(g (s, #) nach k£ — 1 Iterationen und somit

g(y> S £<x> + C(.T, y) = diSt(G’,c) (87 SL’) + C(.ﬁ(]’ y) = diSt(G,C)(S7 y)
Die Abschétzung £(y) > dist(g.) (s, y) ist wieder klar. O

Bemerkung. Um die Abstédnde zwischen allen Paaren von Knoten zu berechnen, kann
man |V]-mal den Moore-Bellman-Ford Algorithmus aufrufen. Dies erfordert O(|V|* - |E|)
Operationen. Der aus der Literatur bekannte Algorithmus von Floyd-Warshall benétigt dafiir
O(|V']?) Operationen.

5.7 Netzwerkfliisse

Zur Motivation von Netzwerkflussproblemen betrachten wir das folgende aktuelle

Beispiel 5.44. In den Depots Ay, ..., A, des Weihnachtsmannes liegen 74, ..., r, Geschenke
zum Transport bereit. In den Stédten By, ..., B, warten dy, . .., d, Kinder auf ihr Geschenk.
Dabei nehmen wir an, dass jedes Kind das gleiche Geschenk bekommt. Von Depot A; kénnen
an Heiligabend vom Knecht Ruprecht und seinen Kollegen hiochstens c¢(A;, B;) Geschenke
zur Stadt B; transportiert werden. Es ergeben sich folgende Fragen:

1. Ist es moglich, jedem Kind ein Geschenk zu bringen?
2. Falls nein, wieviele Geschenke kénnen maximal zu den Kindern gebracht werden?
3. Wieviele Geschenke sollen von Depot A; in die Stadt B; transportiert werden?

Den Kanten (A;, Bj) ordnen wir die Kapazitét ¢(A;, B;) zu. Um die Menge der vorhandenen
bzw. der benotigten Geschenke zu erfassen, fithren wir zwei weitere Knoten s, ¢ und Kanten
(s, A;) bzw. (B;,t) mit Kapazitéiten v; bzw. d; ein.

C(Al, Bl)
T,

2)

Zur Beantwortung dieser drei Fragen l16sen wir folgendes Problem: Was ist der maximale
Fluss von s nach ¢ und wie sieht dieser aus? Dabei ist der Fluss auf einer Kante durch ihre
Kapazitéit beschrinkt und der gesamte Fluss, der einen Knoten betritt, muss diesen auch
wieder verlassen.
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Definition 5.45. Ein Netzwerk ist ein Tupel N = (V, E, ¢, s,t) bestehend aus
(i) einem Digraphen G(V, E),
(ii) einer Kapazitéitsfunktion ¢ : E — R*,

(iii) einer Quelle s € V' mit pre(s) = 0,

(iv) einer Senke t € V' mit suc(t) = 0.

Ein Fluss f : E — R ist eine Funktion, die folgende Bedingungen erfiillt:
(i) Kapazititsbedingung: f(v,w) < ¢(v,w) fiir alle (v,w) € E,

(ii) Flusserhaltung

Z f(u’v): Z f(vaw)

u€pre(v) wesuc(v)

fiir allev € V' \ {t, s}.

Der Wert eines Flusses f ist definiert als

If1:= )" f(sv).
)

vesuc(s

Der maximale Fluss eines Netzwerkes N ist der maximale Wert aller Fliisse fiir N.

Beispiel 5.46. Wir betrachten das folgende Netzwerk

Der maximale Fluss ist 3.

Definition 5.47. Ein Schnitt fiir N = (V,E,c,s,t) ist eine Knotenmenge S C V mit

s€ S, t & S. Die Kapazitét eines Schnittes ist gegeben durch

cap(.S) ::Z Z c(v,w).

vES wesuc(v)\S

Die minimale Schnittkapazitéiit von N ist die minimale Kapazitit aller Schnitte fiir N.

Lemma 5.48. Sei S ein Schnitt fiir N = (V, E, ¢, s,t). Dann gilt fiir jeden Fluss f
(1)

=X >, fw-— Y fluv)],

veS \wesuc(v)\S uepre(v)\S
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(ii) [f] < cap(S5)
Beweis. Aussage (i) folgt aus der Flusserhaltung

fl= > fls,v)=>) vaw > fuw)

vesuc(s) veS \wesuc(v) u€pre(v)
S few- 3 s
veS \wesuc(v)\S uepre(v)\S
+> 2{: flo,w)— Y flu,v)
veS \wesuc(v)NS uepre(v)NS .

=0

Die beiden letzten Summen stimmen iiberein, weil
{(v,w):ve S, wesuc(v)NS} ={(v,w) :weS, vepre(w)NS}.

Weil 0 < f(e) < c(e) fiir alle e € E, folgt (ii) aus

|f\<z Z f(v,w) <Z Z w) = cap(9).

veS wesuc(v)\S veS wesuc(v)\S

O

Definition 5.49. Sei G = (V, E) ein Digraph. Fiir e = (v,w) € E bezeichne e~! := (w,v)
als gegenliufige Kante. Ist ¢ : E — R* eine Kapazititenfunktion und f : E — R{ ein
Fluss, dann sind die Restkapazitédten c; definiert durch

cr(e) :=cle) — f(e) und cs(e™) = f(e).
Der Restgraph Gy besteht aus den Knoten V und den Kanten
E(Gy):={e€ E:cile) >0}U{e " :e€ E und cs(e”!) > 0}.

FEin augmentierender Weg ist ein Weg von s nach t im Restgraphen G/.

Beispiel 5.50. Wir betrachten folgendes Netzwerk mit Fluss/Kapazitét.

2/2 N3
O,

0/1 0/4

Der Restgraph ist
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Dabei sind gegenldufige Kanten gepunktet dargestellt.

Sei 7 ein augmentierender Weg und 0 < v < mineegr cr(e). Unter der Augmentierung
des Flusses f entlang m um v versteht man das Folgende. Fiir jedes e € F(7) erhohe f(e) um
v, falls e € E(G) und verringere f(e™!) um v, falls e=! € E(G). Durch diese Augmentierung
erhdlt man einen neuen Fluss f’ entlang 7 mit |f'| = [f] + 7.

Algorithmus 5.51 (Ford-Fulkerson).
Input: Netzwerk N = (V, E, ¢, s,t)
Output: Fluss f maximalen Wertes

Setze f(e) =0 fur alle e € E;
while (3 augmentierender Weg ) {

= Imin c
¥ GE()f()

augmentiere den Fluss f entlang 7 um ~;

}

Satz 5.52. Ein Fluss von s nach t hat genau dann maximalen Wert, wenn es keinen aug-
mentierenden Weg gibt.

Beweis. Falls es einen augmentierenden Weg 7 gibt, so kann f entlang 7 zu einem Fluss mit
grofferem Wert augmentiert werden.

Falls es keinen augmentierenden Weg gibt, so ist ¢ von s aus in Gy nicht erreichbar. Sei R die
Menge der von s aus in G erreichbaren Knoten. Dann gilt f(e) = c(e) fir alle e = (v, w),
v € R, w € suc(v) \ Rund f(e) =0 fur alle e = (v,w), w € R, v € pre(w) \ R, weil sonst
nach Definition von Gy eine Kante aus R herauslduft in Gy. Nach Lemma 5.48 (i) gilt

|fl = Z Z f(vw Z Z fuv Z Z c(v,w):cap(R).

vER wesuc(v)\ vER uepre(v)\ vER wesuc(v)\

Nach Lemma 5.48 (ii) hat f maximalen Wert. O

Satz 5.53 (Max-Flow-Min-Cut Theorem). In einem Netzwerk (V, E, ¢, s,t) stimmt der
maximalen Fluss von s nach t und die minimale Schnittkapazitét iiberein.

Beweis. Nach Lemma 5.48 (ii) ist der Wert eines Flusses von s nach ¢ hochstens so grof wie
die Kapazitit eines Schnittes. Im Beweis von Satz 5.52 wurde ein Schnitt R definiert mit
|| = cap(R). O
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Satz 5.54. Der Algorithmus von Ford-Fulkerson ist korrekt und bendétigt bei ganzzahligen
Kapazitéten O (|E| - Y. c(e)) Aufwand.

Beweis. Die Korrektheit ergibt sich aus Satz 5.52. Fiir die Aufwandsabschétzung beriick-
sichtige man, dass sich der Fluss bei jedem Durchlauf der while-Schleife um mindestens 1
erhoht. Ein Schleifendurchlauf benotigt O(| E|) Aufwand. O

Beispiel 5.55. Wir betrachten folgendes Netzwerk.

Offensichtlich ist der maximale Fluss 2M. Augmentieren wir abwechselnd entlang der Wege
s,v,w,t und s, w,v,t, so erhoht sich der Wert von f um ~ = 1. Folglich werden 2M Schritte
benétigt.

Bemerkung. Ford und Fulkerson haben anhand eines Beispiels gezeigt, dass bei irrationalen
Kapazitdten der Algorithmus moglicherweise nicht terminiert. Ferner kann der Algorithmus
exponentiellen Aufwand verursachen.

Beispiel 5.55 zeigt, dass bei ungeschickter Wahl des augmentierenden Weges die Anzahl
der Augmentierungsschritte sehr grof§ sein kann. Polynomielle Laufzeiten kénnen im Ford-
Fulkerson-Algorithmus durch die Wahl eines kiirzesten Weges erreicht werden. Hierbei be-
zieht sich die Liange auf die Anzahl der Kanten.

Algorithmus 5.56 (Edmonds-Karp).
Input: Netzwerk N = (V, E, ¢, s,t)
Output: Fluss f maximalen Wertes

Setze f(e) =0 fiir alle e € E;
while (3 augmentierender Weg) {
wéhle kiirzesten augmentierenden Weg 7 von s nach ¢;

= min c¢(e);
i e€E(r) rle);

augmentiere den Fluss f entlang 7 um ~;

}

Bemerkung. Die Wahl eines kiirzesten Weges kann durch eine Breitensuche im Restgra-
phen realisiert werden; vgl. Algorithmus 5.29.
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5.7 Netzwerkfliisse

Beispiel 5.57. Wir illustrieren den Edmonds-Karp-Algorithmus anhand des folgenden Netz-
werks.

Restgraph und kiirzester
augmentierender Weg

Netzwerk mit aktuellem Fluss

0/2
0/5
0/8 @
074 0/12
0/2
0/7
2/2
2/5
0/8 @
074 0/12
0/2
0/7
2/2
2/5
0/8 @
074 2/12
2/2
2/7
2/2
5/5
3/8 @
074 5/12
2/2

2/7
Fiir die Laufzeitabschiatzung des Algorithmus benotigen wir

Lemma 5.58. Der Abstand disth(s, x), x € V, wichst monoton mit jedem Schleifendurch-
lauf des Edmonds-Karp-Algorithmus.

Beweis. Fiir x = s ist dies sicher richtig. Sei also x # s. Angenommen, es gibt einen Knoten
x € V, sodass distg f(s, x) in einer Iteration des Algorithmus kleiner wird. Sei f der Fluss,
bevor distg, (s, ) fiir ein € V zum ersten Mal kleiner wird und sei f’ der Fluss eine
Iteration spéter. Ferner sei z so gewdhlt, dass distg,, (s, ) < distg,(s,z) und distg,, (s, z)
unter allen moglichen Wahlen von z minimal ist. Sei 7 ein kiirzester Weg von s nach x in
G und y der Vorgénger von z in 7. Dann gilt

distg,, (s, z) = distg,, (s,y) + 1

und nach Wahl von z
diste,, (s,y) > diste, (s, y).
Wir zeigen, dass (y,z) € E(Gy). Falls doch, so gélte

distq, (s, z) < distg,(s,y) + 1 < dist,, (s, y) + 1 < distg,, (s, )
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5 Graphen

im Widerspruch zu unserer Annahme fiir z. Es gilt also (y, ) € E(Gy) und (y,z) € E(Gy).
Daher muss der Edmonds-Karp-Algorithmus den Fluss entlang der Kante (x,y) erhoht ha-
ben, um von f zu f zu kommen. Weil der Edmonds-Karp-Algorithmus immer einen kiirzesten
augmentierenden Weg auswihlt, muss die Kante (z,y) in dem kiirzesten Weg von s nach y
enthalten sein. Es folgt

distg, (s, ) = distg,(s,y) — 1 < distg,, (s,y) — 1 = distg,, (s, 2) — 2,

was distg, (s, ) < distg, (s, 2) widerspricht. Unsere Annahme ist falsch. O

Satz 5.59. Algorithmus 5.56 terminiert unabhédngig von den Kapazitdten nach hochstens
2|V| - |E| Schritten und benétigt daher O(|V| - |E|?*) Aufwand.

Beweis. Sei (x,y) eine kritische Kante auf einem kiirzesten ausgewihlten augmentierenden
Weg 7, d.-h. cp(z,y) = 7. Es gilt distg,(s,y) = distg, (s, ) + 1. Die Kante (z,y) wird aus
Gy entfernt. Sie kann zu einem spéteren Zeitpunkt nur dann wieder hinzugefiigt werden,
falls (y,x) in einem augmentierenden (kiirzesten) Weg auftritt. Sei f’ der Fluss zu diesem
Zeitpunkt. Dann gilt diste,,(s,z) = distg,(s,y) + 1. Da distg,(s,y) < distg,, (s, y) nach
Lemma 5.58, folgt

distq,, (s, ) = distg,, (s,y) + 1 > distg, (s, y) + 1 = distg, (s, z) + 2.

Falls eine Kante mehrfach kritisch ist, so erhcht sich der Abstand von s nach x jedesmal.
Weil der Abstand hochstens [V| — 1 ist, kann die Kante hochstens |V|-mal kritisch sein.
Es gibt |E| Kanten, die kritisch werden kénnen. Also gibt es hochstens 1|V| - |E| Schritte.
Bei Terminierung von Algorithmus 5.56 existiert kein augmentierender Weg von s nach ¢
im Restgraphen G;. Nach Satz 5.52 ist der Fluss dann maximal. Die Aufwandsabschétzung
ergibt sich, weil die Breitensuche den Aufwand O(|E|) hat. Weil G zusammenhéngend ist,
gilt ndmlich |V| -1 < |E|. O

5.8 Matchings in bipartiten Graphen

Definition 5.60. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Matching von G ist eine
Kantenmenge M C E, sodass fiir alle (v, w), (z,y) € M gilt

(0,w) # (2,y) = {v,w}n{z,y} =0,

d.h. jeder Knoten von G liegt auf hochstens einer Kante von M. Ein Matching M heifit
maximal, falls M U {e} kein Matching ist fiir alle e € E\ M. M ist gréBtes Matching,
falls |M| > |M’| fiir alle Matchings M’ von G.

Algorithmus 5.61 (Maximales Matching).
Input:  ungerichteter Graph G = (V, E)
Output: maximales Matching M
M = 0;
while (Jde € £\ M mit M U {e} ist Matching) M := M U {e};
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5.8 Matchings in bipartiten Graphen

Satz 5.62. Algorithmus 5.61 ist korrekt und benétigt O(|E|) Aufwand.

Bewezis. klar m

Ein maximales Matching ist im Allgemeinen kein grofites Matching. Der folgende Satz
besagt aber, dass sich die Kardinalitdt eines maximalen Matchings hochstens bis auf eine
Konstante von der eines grofiten Matchings unterscheidet.

Satz 5.63. Sei M ein maximales und M* ein groftes Matching. Dann gilt |M| > £|M*|.

Beweis. Sei S = {x € V : de € M mit « € e}. Dann ist |S| = 2|M|. Fir (x,y) € M* gilt
{z,y} NS # 0, sonst wire M U{(x,y)} ein Matching. Weil M* selbst ein Matching ist, gibt
es keine weitere Kante, die x oder y enthélt. Hieraus folgt |M*| < |S| = 2|M|. O

Beispiel 5.64. Die Schranke aus Satz 5.63 ist bestmoglich, wie folgender Graph zeigt.

OO M =2

Im Folgenden wollen wir uns darauf beschrinken, grofite Matchings in sog. bipartiten
Graphen zu suchen.

Definition 5.65. FEin ungerichteter Graph G = (V, E) heifit bipartit oder zweigeteilt,
falls nicht-leere Knotenmengen Vi, V5 existeren, sodass

(i) V=VuW, VinV, =0,

(ii) fiir jede Kante (v,w) € E ist {v,w} NV; # O und {v,w} NV, # 0, d.h. alle Kanten
verlaufen zwischen einem Knoten aus Vi und einem Knoten aus V3; es gibt also keine
Kanten jeweils innerhalb von V| und V5.

Die Mengen Vi, Vs heiBen Bipartition. Ein Matching M heifit perfekt, falls |M| = |Vi|.

Beispiel 5.66 (Arbeitsvermittlungsproblem). Drei Personen V; := {x,y, z} besitzen unter-
schiedliche Fahigkeiten, die sie fiir drei ausgeschriebene Stellen Vs := {a,b, ¢} qualifizieren.
Ziel ist es, moglichst vielen Personen eine Stelle zu vermitteln. Wir erhalten beispielsweise
den folgenden Graphen, in dem jede Kante die Eignung einer Person fiir eine Stelle symbo-
lisiert.
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5 Graphen

OO,
Ops~0
& ©

Ein groBites Matching ist M := {(z,¢), (y,b), (z,a)}.

Die Bestimmung eines gréfiten Matchings kann auf ein Flussproblem zuriickgefiihrt wer-
den. Die Losung dieses Flussproblems mittels des Ford-Fulkerson-Algorithmus benotigt O(|V|-
|E|) Aufwand. Mit dem folgenden Algorithmus von Hopcroft und Karp kann ein grofites
Matching mit Aufwand O(y/|V]-|E|) bestimmt werden. Um den Algorithmus vorstellen zu
kénnen, bendtigen wir einige Begriffserkldrungen.

Definition 5.67. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und M C FE ein Matching.
Ein Pfad in G, bei dem sich Kanten e € M und Kanten e ¢ M abwechseln, heiit M -
alternierend. Ein Knoten v € V heifit frei, falls v ¢ e fiir alle e € M. Ein einfacher
M -alternierender Pfand m = (vq, . .., vy) mit freien Knoten vy, vy heifit M -augmentierend.

Beispiel 5.68. Wir betrachten das Matching M = {(vq, v3), (v, v5)} im folgenden Graphen.
OwOw®

Der Weg 7 := (v, vg, v, V4, Us, Ug) ist M-augmentierend. Betrachte das Matching

N:=(M\n)U(r\ M),

in dem im Vergleich zu M die Kanten e € 7 N M entfernt und e € 7w mit e € M hinzugefiigt
werden. Dann gilt N = {(vy, v2), (v3,v4), (vs,v6)} und somit |N| = |M|+ 1.

Mit Hilfe eines M-augmentierenden Weges kann offenbar die Kardinalitdt des Matchings
vergrofert werden.

Satz 5.69. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und M C E ein Matching. M ist genau
dann ein grofites Matching, falls es keinen M -augmentierendend Pfad gibt.
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5.8 Matchings in bipartiten Graphen

Beweis. Wir zeigen die Negierung der Aussage. Sei m = (vy, ..., v,) ein M-augmentierender
Pfad. Die Menge N := (M \ 7) U (7 \ M) ist ein Matching, weil M ein Matching ist und
v1, vy frei sind. Ferner gilt |N| = | M| + 1, weil die Anzahl der Kanten in 7 ungerade ist und
(v1,v9), (V—1,vx) & M. Also ist M kein grofites Matching.

Fiir die Gegenrichtung sei M’ ein Matching mit |M’| > |M]. Sei N := (M'\ M) U (M \ M’)
und betrachte den durch N induzierten Subgraphen GG’. Dazu entferne alle Kanten, die nicht
in N sind und danach alle isolierten Knoten. Die Knoten in G’ haben Grad 1 oder 2, weil fiir
einen groferen Grad mindestens zwei M-Kanten oder mindestens zwei M’-Kanten anliegen
miissten, was der Matchingeigenschaft von M und M’ widerspricht. Daher besteht G’ aus
disjunkten einfachen Pfaden oder Zyklen. Die Zyklen in G’ enthalten die gleiche Anzahl von
M- und M’-Kanten, weil weder zwei M-Kanten noch zwei M’-Kanten aneinander stofien
konnen. Weil aber |M'| > |M]| gilt, muss es in G’ mehr M’-Kanten als M-Kanten geben.
Also muss es mindestens einen einfachen Weg geben, der abwechselnd aus M- und M’-Kanten
besteht und mit M’-Kante beginnt und endet. Die Anfangs- und Endknoten sind frei, weil
in G keine weitere M'-Kante anliegen kann. Wiirde eine M-Kante anliegen, so wére sie dann
auch in G’ enthalten. Dieser Pfad ist offenbar M-augmentierend. O

Aus dem letzten Satz ergibt sich ein einfacher Matching-Algorithmus. Um nur M-alter-
nierende Wege zu beschreiten, definieren wir den gerichteten Graphen Gy = (V4 U Vs, Eyy)
mit

Ey ={(u,v):ueVi,veVy (u,v) e M}U{(v,u):u € Vi,ve Vs (u,v) € E\ M}.

Beispiel 5.70. Wir betrachten den bipartiten Graphen G = (V; U V3, E).
Vl OXO><O
Vo O O O
Pfade in GG sind offenbar M-alternierend.

Algorithmus 5.71 (Einfacher Matching-Algorithmus).
Input:  Bipartiter Graph G = (V, E)
OQutput: grofites Matching M

M = 0;
konstruiere G y;
suche mittels Breitensuche einen gerichteten Pfad 7 in GG, zwischen zwei freien Knoten;
if (7 existiert) {
M :=(M\7)U(r\ M),
goto 2;

}

Satz 5.72. Algorithmus 5.71 berechnet ein grofites Matching fiir einen bipartiten Graphen
G = (V, E) mit Aufwand O(|V| - |E|).
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Beweis. Gerichtete Pfade in G zwischen freien Knoten sind offenbar M-augmentierend und
umgekehrt. Wenn es einen solchen Pfad gibt, wird er auch per Breitensuche gefunden. Dies
benotigt O(|E|) Operationen. Die Kardinalitét von M wird in jedem Schleifendurchlauf um 1
erhoht. Die Kardinalitét eines grofiten Matchings ist durch L%|V|J nach oben beschrénkt. [

Dieser einfache Algorithmus soll nun verbessert werden, so dass ein Aufwand von der Ord-
nung \/m |E| entsteht. Dazu wird das Matching in jedem Schritt durch die Augmentierung
von mehreren knotendisjunkten Pfaden vergréflert. Wir verwenden im Folgenden die Nota-
tion My @ My := (M \ Ms) U (Ms\ M;). Die Bedeutung der beiden folgenden Lemmata wird
erst bei der Komplexitiatsanalyse des Hopcroft-Karp-Algorithmus klar werden.

Lemma 5.73. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und M C E ein Matching. Sei 7 ein
kiirzester M-augmentierender Pfad N := M @ 7. Ist @’ ein N-augmentierender Pfad, so gilt

7’| 2 || + |7

Beweis. Betrachte N’ := N @ n’. Dann gilt |[N'| = |N|+ 1 = |M]| + 2. Wegen
N'=MeN=Mao(Mor)er)=rodr

enthélt N” zwei M-augmentierende Pfade 7y, m. Folglich ist |N”| > |m| + |ma|. Weil 7
ein kiirzester M-augmentierender Weg ist, gilt |7| < min{|m|, |m2|}. Somit ist |[N”| > 2|x|.
Andererseits gilt |7 @ 7’| = |7| + |7'| — |7 N «’|. Hieraus folgt |x| + |7'| — |7 N 7’| > 2|x|. O

Das folgende Lemma verwendet die im letzen Lemma gemachte Beobachtung fiir eine Folge
augmentierender Wege.

Lemma 5.74. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Sei My := () und M;,1 := M; & 7,
1 > 0, wobei ; ein kiirzester M;-augmentierender Weg ist. Dann gilt

(j) |7Tz| < |7Ti+1|,

(ii) |m| = |mj|, i # j = m und 7; sind knotendisjunkt.

Beweis. Der erste Teil folgt aus Lemma 5.73. Fiir den zweiten Teil nehmen wir an, es gidbe
zwei nicht-knotendisjunkte Pfade 7, 7;, ¢ # j mit |m;| = |m;|. Dann haben nach (i) auch alle
Pfade 7m,, + < v < 7, diese Lange. Wir wahlen zwei Indizes k,l mit ¢« < k < £ < 7, so dass
7, und 7, nicht knotendisjunkt aber alle 7,, k < v < ¢, knotendisjunkt zu 7 und 7, sind.
Die Existenz solcher Indizes ist gesichert, weil im Zweifel fiir £ = ¢ — 1 die Bedingung fiir v
trivial wird. Die Wahl von k und ¢ stellt sicher, dass m, ein M} -augmentierender Pfad ist.
Sei v € V(m) NV (m). Die zu v inzidente Kante aus My ist in 7, und in 74 enthalten, weil
sonst m, nicht My j-augmentierend sein kann. Also ist 7, N7, # (). Nach Lemma 5.73 folgt
der Widerspruch |my| > |m| + |76 O 7| > | g O

Im letzten Beweis haben wir bereits verwendet, dass knotendisjunkte M-augmentierende
Pfade gleichzeitig zu M “addiert” werden konnen, ohne dass diese sich gegenseitig beieinflus-
sen. Wir konnen also gefahrlos | M| um mehr als 1 in jedem Schleifendurchlauf vergréfiern.
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Algorithmus 5.75 (Hopcroft-Karp-Algorithmus).
Input:  Bipartiter Graph G = (V, E)
Output: grofites Matching M

1. M:= 0

2:  konstruiere G yy;

3:  Berechne eine maximale Menge 7y, . .., m; knotendisjunkter kiirzester Wege
in GG zwischen zwei freien Knoten;

4: if (k>1){

5: M =M®&m Prs® ... D m;

6: goto 2;

7}

Bemerkung. Um jeden Schleifendurchlauf effizient durchfithren zu kénnen, fiigen wir G,
zwei Knoten s und ¢ und alle Kanten (s,v), (w,t) mit freien v € Vi bzw. freien w € V;
hinzu. Ausgehend von s wird eine Breitensuche durchgefiihrt, und alle Kanten, die nicht
auf einem kiirzesten Weg nach ¢ liegen, werden entfernt. Offenbar sind dann alle kiirzesten
M-augmentierenden Pfade in diesem Graphen enthalten. Um sicher zu stellen, dass wir
knotendisjunkte M-augmentierende Pfade erhalten, entfernen wir alle Kanten und Knoten
eines bereits bestimmten kiirzesten Weges. Dies garantiert einen Aufwand von der Ordnung
|E| fiir Zeile 3 von Algorithmus 5.75.

Satz 5.76. Der Algorithmus von Hopcraft und Karp berechnet ein gréfites Matching fiir
einen bipartiten Graphen mit Aufwand O(\/|V|- |E]).

Bewezis. Die Korrektheit haben wir schon in Satz 5.69 behandelt. Wir zeigen, dass O(\/m )
Schleifendurchlaufe notig sind. Dann ergibt sich die Komplexitéatsabschéitzung aus der letzten
Bemerkung.

Betrachte nochmals den Graphen G’ aus dem Beweis zu Satz 5.69. G’ entsteht aus M
und M’, wobei M unser aktuelles Matching und M’ ein grofites Matching bezeichnen. Seien
C; == (V;, E;) die Zusammenhangskomponenten von G’, die wir als einfache Wege oder
Zyklen identifiziert hatten. Wir hatten auch gesehen, dass

C; ist genau dann M-augmentierend, wenn §; = 1. Weil aber
> 6 =M - |M|,

muss es mindestens |M’|—|M| knotendisjunkte M-augmentierende Pfade geben. Diese Pfade

enthalten zusammen hochstens |M| Kanten aus M. Daher muss ein M-augmentierender

Weg existieren, der hochstens ¢ := {%J Kanten aus M enthélt. Weil M- und M'-
Kanten alternieren, ist die Linge dieses Pfades durch 2¢ + 1 nach oben beschréankt. Wir

unterscheiden nun zwei Phasen des Hopcroft-Karp-Algorithmus. In der ersten Phase gelte
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M| < L|M’| - «/|M’|J. Dann ist

||~ /17| | = | /AT
204+1<2 +1=2 +1
|| = | || = /TR V1|

Ml
o | M +1<2y/|M] - 1.

||

Fiir eine Abschéatzung der Anzahl der Schritte ist eine obere Schranke fiir die Lange kiirzester
M-augmentierender Pfade ausreichend, weil nach Lemma 5.74 die Lénge der Pfade bei jedem
Schritt wichst. Daher ist nach O(y/|M’|) Schleifendurchldaufen die erste Phase beendet. In
der zweiten Phase ist |M| nur noch um hochstens /|M’| von der Kardinalitit eines grofiten
Matchings entfernt. Weil jeder Schleifendurchlauf |M| um mindestens 1 erhoht, kann auch
die zweite Phase nicht mehr als O(y/|M’|) Schleifendurchldufe benotigen. Wegen |M'| < 5
folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Wir haben uns beim Matching-Problem auf bipartite Graphen konzentriert.
Will man die Inhalte dieses Abschnitts auf allgemeine Graphen anwenden, so stellt man
fest, dass sowohl Satz 5.69 als auch Lemma 5.74 auch weiterhin gelten. Ein Problem tritt
ausschliellich bei der effizienten Implementierung der Zeile 3 von Algorithmus 5.75 auf. Der
Algorithmus von Micali und Vazirani verallgemeinert den Hopcroft-Karp-Algorithmus auf
allgemeine Graphen und besitzt die gleiche asymptotischen Komplexitét.
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6 Lineare Gleichungssysteme

Im Folgenden bezeichne K™*" K € {R,C}, den Raum der m x n-Matrizen

ay; ... QAip
A= , Qi € K.

AQm1 .. Amn

Dabei verwenden wir die komponentenweise Addition und Multiplikation mit Skalaren. Fiir
k =1 ergibt sich der Raum der Vektoren K.

Beispiel 6.1. Eine Matrix A € K™*" heifit Diagonalmatrix, falls a;; = 0 fiir ¢ # j. Die
Matrix I € K™*™ mit
L 1=y,

0, sonst,

wird als Identitiat oder Einheitsmatrix bezeichnet. Die Vektoren e; € K" mit

L i=y

€i)i =
(€4); {0, sonst,

heilen kanonische Einheitsvektoren.
Zwischen Matrizen kann ein Produkt - : K™*P x KP*™ — K™*" durch

p

(A'B)ijzzaigbgi, izl,...,m,jzl,...,n,

(=1

fir A € K™*? B € KP*" definiert werden. Es gilt Assoziativitat (A-B)-C = A- (B - C).
Den Multiplikationspunkt - lassen wir auch weg.

Die Matrix A7 € K™*™ mit den Eintrigen (A”);; = a;; wird als die zu A € K™*" trans-
ponierte Matrix bezeichnet. A% mit (A");; = a;; wird die zu A adjungierte Matrix ge-
nannt. Gilt AT = A bzw. A¥ = A, so heit A symmetrisch bzw. hermitesch. Ferner gelten
die Rechenregeln (AB)T = BTAT, (AB)? = BEA"  (A+\B)T = AT +\BT, (A+\B)! =
AP 4 XBH fiir A € K sowie (A7) = A = (A7)H,

Lineare algebraische Gleichungssysteme
Az =1 (6.1)

mit gegebener Systemmatrix A € K"™*" und rechter Seite b € K™ tauchen sehr oft als
Endproblem in vielen Anwendungen auf. (6.1) ist offenbar genau dann l6sbar, wenn b € Im A.
Sei x € K" eine Losung, dann ist die Losungsmenge von (6.1) gegeben durch x + ker A :=
{z +y,y € ker A}. Insbesondere ist, falls rank A = dimIm A = n, = die eindeutige Losung
von (6.1). Quadratische Matrizen A € K"*" heiflen invertierbar, falls B € K"*" existiert
mit AB = BA = I. Daher wird B = A~! als Inverse von A bezeichnet. A ist genau dann
invertierbar, wenn rank A = n ist.

69



6 Lineare Gleichungssysteme

Eine weitere Charakterisierung der Losbarkeit von (6.1) ergibt sich aus dem folgendem
Lemma, in dem der Orthogonalraum

Xt ={yeK": 2ty =0 fiir alle z € X}

von X C K" verwendet wird. Man beachte, dass (X+)* = X.

Lemma 6.2. Sei A € K™". Dann gilt (Im A)* = ker A,

Beweis. Sei x € ker A#, d.h. A%z = 0 und sei 2 € Im A. Dann existiert y € K® mit z = Ay.
Dann ist 2%z = (Ay)? 2z = y" (A”z) = 0 und somit x € (Im A)*.
Mit der Umkehrung des Arguments erhélt man die verbleibende Inklusion. O

Theorem 6.3. Das Gleichungssystem (6.1) ist genau dann lésbar, falls by = 0 fiir alle
y € K™ mit Ay = 0.

Beweis. Nach dem letzten Lemma gilt Im A = ((Im A)1)+ = (ker A7)L, O

6.1 Vektor- und Matrixnormen

Definition 6.4. Eine Abbildung || - || : K» — R heilt Vektornorm, falls
(i) ||z| > O fiir alle x € K™\ {0}, (Positivitét)
(ii) || Az|| = |A| ||z|| fir alle x € K™, X € K, (Homogenitéit)
(iii) ||z +y|| < |||l + |ly| fir alle z,y € K". (Dreiecksungleichung)

Bemerkung. Der Ausdruck d(z,y) :=|| z — y || ist ein Maf fiir den Abstand von z und y.
Auflerdem gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung

izl =yl T < fl= =y,

die aus ||z = |z —y +yll < [lv =yl + llyll wnd Iyl = lly — 2 + =[] < |z -yl + [l=] folgt.
Beispiel 6.5.

(a) Betragssummennorm

und euklidische Norm
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6.1 Vektor- und Matrixnormen

sind Spezialfille der p-Normen

n 1/p
Jell, = (z\xm) e
=1

auf K".
(b) Der punktweise Grenzwert von || - ||, fiir p — oo ergibt die Maximumnorm

|2]| oo := max |x;].
i=1,...,n

Die folgende Abbildung zeigt die Einheitssphére S, := {x € R? : ||z||, = 1} der p-Norm.

- lloo
- 1l2
(c) Ist || - || eine Vektornorm, so ist auch ||z||z := ||Tz|| mit T € K**" rank A = n, eine
Vektornorm.
Satz 6.6. Alle Normen auf K" sind dquivalent, d.h. fiir jeweils zwei Normen || - || und || - ||’

auf K" existieren positive Konstanten ¢, C' > 0 mit c||z|| < ||z||’ < C||z| fiir alle x € K".

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir || - ||' = || - || oo und eine beliebige Norm || - || zu zeigen.
Dazu seien z,y € K". Wegen

n

r—y=> (- e

i=1

folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung
el =Nyl < lle =yl < Y i = willleall < lle = ylloo Y el
i=1 i=1

Folglich ist || - || : (K", || - |lc) = R eine Lipschitz-stetige’ Funktion mit Lipschitz-Konstante
L = 3>""  |lei]|. Diese nimmt auf der kompakten Einheitssphire {z € _K" : ||z|» = 1}

!Eine Funktion f : (K™, | - ||) — R heifit Lipschitz-stetig, falls L > 0 existiert mit |f(x) — f(y)| < L|z — y]|.
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6 Lineare Gleichungssysteme

sowohl ihr Maximum C wie auch ihr Minimum ¢ an. Wegen der Positivitdt der Norm ist
C > c¢>0. Also gilt fiir alle z € K”

o< || <0 = elite e <l
0
Beispiel 6.7. Es sei p < ¢. Dann gilt fiir x € K?
zllg < lzllp < neallzl.
Speziell gilt
|2lle < llzll2 < flzll < Vollzlle < nflz)le, =€ K™

Definition 6.8. Eine Abbildung || - || : K™ — R heift Matrixnorm, falls

(i) ||Al| > 0 fiir alle A € K™ \ {0},

(ii) [|MNA| = || [JA|| fiir alle A € K™ X € K,

(iii) ||A+ B|| < ||A]| + ||B|| fiir alle A, B € K™,

(iv) ||AB|| < ||A|| - || B fiir alle A € K™*? B € KP*", (Submultiplikativitéit)

Beispiel 6.9.

(a) Auf K™*" definiere analog zur Maximumnorm die Abbildung

1Allar = max ay].

,,,,,

Diese ist eine Vektornorm auf K™ aber keine Matrixnorm. Denn fiir

11
A=B= [1 1}
gilt
2 2
AB = [2 2]

und somit ||[ABljy =2>1=||A|x - ||Bllm

(b) Spaltensummenorm

.....

Zeilensummenorm

.....
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6.1 Vektor- und Matrixnormen

und Frobeniusnorm "
|Allp := (ZZ \%’\2>
i=1 j=1
sind Matrixnormen auf K™*". Man beachte [|A7||; = || Al -

Wir zeigen die Submultiplikativitdt der Frobeniusnorm. Sei dazu A € K™*P, B € KP*™.
Dann gilt unter Verwendung der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung

n n 1/2 n 1/2
> miy| < (Z |$z|2> (Z |yi|2> , Yy €K,
i—1 i=1 i=1

dass
m n m n P 2
IAB[3 =YY 1(AB)y1> =Y > 1> auby (6.2a)

i=1 j=1 i=1 j=1 | ¢=1
m n p p

B9 (z w) ( w) (6:2)
i=1 j=1 \/=1 =1

= | All% - 1| B]|% (6.2¢)

Definition 6.10. Sind Vektornormen || - || und || - ||" auf K™ bzw. K" gegeben, so definiert
man die zugeordnete Norm (oder induzierte Norm) auf K"™*" durch

A
IA[ := sup I ‘T,” = max ||Az|.
z20 ||zl |l||'=1

FEine Abbildung f : K™*"™ — R heifit vertréglich mit || - || und || - ||', falls

|Az|| < f(A) - ||z|" fiir alle A € K™", z € K".

Beispiel 6.11.

(i) |l - [[ar aus Beispiel 6.9 (a) ist auf K™*™ den Vektornormen || - ||, und || - ||; auf K™
bzw. K" zugeordnet. Es gilt ndmlich

..........

n
< max |ag| > layl = [ Allallzlly  fiir alle 2 € K™,

ey

Jj=1,..., n ]:1
Sei (4o, jo) so gewdhlt, dass |a;j,| = ||Alam. Dann wird das Maximum fiir = e,
angenommen
[Aejo || = max ai,| = |aigjo| = | Allarlleso -

Hieraus folgt ||Al|x = Hn[ﬁax1 | AZ|| 0o
z|1=
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6 Lineare Gleichungssysteme

(ii) Die Frobeniusnorm ist mit der euklidischen Vektornorm vertréglich. Dies folgt aus der
Submultiplikativitét (6.2) fiir den Fall B = 2 € K. Sie ist aber keine einer Vektornorm
zugeordnete Norm, weil fiir einer Vektornorm zugeordnete Norm gilt ||I|| = 1 mit
I € K™, Fiir die Frobeniusnorm gilt aber ||I[|r = /n.

Lemma 6.12. Sei || - || die || - || = || - ||" zugeordnete Norm. Dann ist || - || eine mit || - ||
vertrédgliche Matrixnorm. Ist f : K™*™ — R eine mit || - || vertrdgliche Abbildung, so gilt
IA]l < f(A) fiir alle A € K™,

Beweis. Die Aussage gilt offenbar fiir 0 = B € KP*". Daher sei A € K™*? und B # 0. Dann
gilt

|ABa] |ABa] |ABz|| ||Bz]
JAB = sup — sup = sup L2
b el peko T2ll bego IBal el
AB B A B
< o 1ABl_UBel Ayl Be
peto 1Bzl pedo N2l ~ oo Nyl seso lle]
lAyl 1iBe]
< sup 2 qup 1220 4y Y.

o 7 o

Die iibrigen Eigenschaften einer Matrixnorm sind offensichtlich.

Die Vertriglichkeit mit || - || erhalt man aus
A A
pAg = sup 17 AT o e & {0,

Hieraus folgt ||Azx| < [|Az|||z] fir alle x € K", weil die letzte Abschitzung fiir z = 0
trivialerweise gilt.
Der letzte Teil der Aussage ergibt sich aus

Ax f(A) ||z
= sup 122 < qup FEVIEL — )
w20 |2l 7 a0l
U
Bemerkung. Die Annahme ||-|| = ||-|| im letzten Lemma ist wichtig, weil ||- || s zwar durch
| - oo und || - ||; induziert (siche Beispiel 6.11) aber nach Beispiel 6.9 (a) keine Matrixnorm

1st.

In den Ubungsaufgaben werden wir sehen, dass die Spaltensummen- und die Zeilensum-
mennorm jeweils den Vektornormen || -||; bzw. || || zugeordnet sind. Da die Frobeniusnorm
keine zugeordnete Norm ist und somit der euklidischen Norm nicht zugeordnet sein kann,
stellt sich die Frage, welche Matrixnorm der euklidischen Vektornorm zugeordnet ist. Im
Folgenden benétigen wir fiir die Charakterisierung der der euklidischen Vektornorm zuge-
ordneten Matrixnorm || - ||o einige Aussagen aus der linearen Algebra.

Sei P, die Menge der Permutationen (siche Definition 4.1) iiber {1,...,n}. Ist 7 € P,,
so wird ein Paar (i,7) € {1,...,n} x {1,...,n} mit ¢ < j und 7(i) > w(j) als Fehlstand
bezeichnet. Man definiert das Signum einer Permutation © € P,, durch

) {+1, falls die Anzahl der Fehlstdnde von 7 gerade ist,
signm =

—1, falls die Anzahl der Fehlstdnde von 7 ungerade ist.
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6.1 Vektor- und Matrixnormen

Die Determinante einer Matrix A € K®*" ist definiert durch

n

det A = Z (signm) H Qir(s)-

Eine regulire Matrix erfiillt det A # 0. Im anderen Fall wird A als singulér bezeichnet.
A € K™ ist genau dann regulédr, wenn A invertierbar ist.

Aus der Definition der Determinanten folgt, dass det AT = det A und det A¥ = det A.
Ferner kann gezeigt werden, dass fiir A, B € K™*" gilt det AB = det A-det B und det A=! =
(det A)71, falls A regulir ist.

Wir definieren (vgl. auch Kapitel 3)

Xa(A) :=det(A — \I)

als charakteristisches Polynom. Jede Zahl \ € C heifit Eigenwert von A € K"*", falls
Xa(A) = 0. Eine n x n-Matrix besitzt n Eigenwerte.

Bemerkung. Weil fiir einen Eigenwert A gilt det(A — AI) = 0, ist ker A — AI nicht trivial.
Daher existiert ein sog. Eigenvektor 0 # x € K"*" mit Az = Az. Wegen

Afr = MAF 1 = . = Mg

ist insbesondere A\* Eigenwert von A*.

Im folgenden Lemma verwenden wir auch die Spur einer Matrix A € K"*" definiert durch

n
trace A = Z ;i
i=1
Man rechnet leicht nach, dass ||Al|% = trace A% A gilt.

Lemma 6.13. Seien Ay, ..., \, die Eigenwerte von A € K"*". Dann gilt

trace A = z": A und det A= ﬁ A
i=1 i=1

Beweis. Es gilt x4(0) = det A. Daher stimmt der absolute Term der Polynoms x4 mit
det A {iberein. Man sieht ferner leicht, dass der Koeffizient vor A"~! mit der Spur trace A
iibereinstimmt. Auf der anderen Seite gilt

WAl = (A=A - (A= M),

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich die Behauptung. O

Definition 6.14. Eine Matrix A € K™*" heif3t
e normal, falls AHA = AAT,

e unitér (im Fall K = R orthogonal), falls AA" = AHA =1,
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6 Lineare Gleichungssysteme

e idhnlich zu B € K™, falls T € K™ regulér existiert, so dass A = TBT ™!,
e diagonalisierbar, falls A dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist,

e unitir diagonalisierbar, falls A diagonalisierbar mit unitédrer Matrix T ist.

Bemerkung.

(a) Ist A unitér, so ist A insbesondere invertierbar, denn B := A¥ erfiillt AB = BA=1.

(b) Seien A und B dhnlich. Dann gilt A = TBT~!. Unter Verwendung der Rechenregeln der
Determinanten folgt

xa(A) =det(A — \) = det(TBT ' — X)) = det(T(B — \XI)T™)
= (det T)(det T~ det(B — M) = x5()).

Daher besitzen A und B dieselben Eigenwerte.

(c) Hermitesche Matrizen sind normal.

Wir geben ohne Beweis an:

Satz 6.15. A € K"*" ist genau dann normal, falls A unitér diagonalisierbar ist.

Definition 6.16. Eine Matrixnorm || - || auf K™*" heifit unitéir invariant, falls
[A]l = | PAQ]]

fiir alle A € K™*™ und alle unitdren Matrizen P € K™*™ @ € K"*",

Satz 6.17. Die Frobeniusnorm und die der euklidischen Vektornorm zugeordnete Ma-
trixnorm || - ||o sind unitér invariant.

Beweis. Seien P € K™ und Q € K™ unitiir. Wegen ||Pz||3 = 2 PE Py = 2%z = ||=|3
folgt
|PAQ||2 = |max |PAQzx||2 = |max |AQx||2.

|zl[2=1 |zl[2=1

Weil ) unitér ist, gilt nach der Bemerkung zu Definition 6.14, dass rank () = n und somit

Im @ = K". Daher kénnen wir das Maximum fiir y = Qx bilden. Dann folgt aus ||y||2 = ||z]|2
IPAQ> = max [|Ayllz = [[All2,
lyll2=1

Fiir die unitéire Invarianz der Frobeniusnorm verwenden wir ||A||% = trace A7 A. Daher
gilt
|PAQ||% = trace Q7 A" PHPAQ = trace Q7 A" AQ.
Nach Lemma 6.13 stimmt trace A mit der Summe der Eigenwerte von A {iberein. Weil

Q" A" AQ shnlich zu A A ist, besitzen entsprechend der Bemerkung nach Definition 6.14
QP A" AQ und A" A dieselben Eigenwerte. Daher folgt trace Q7 A# AQ = trace A" A. O
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6.1 Vektor- und Matrixnormen

Der folgende Satz erklart die Bezeichnung Spektralnorm fiir die der euklidischen Vek-
tornorm zugeordnete Matrixnorm || - ||o.

Satz 6.18. Fiir A € K™*" gilt
1All2 = p'/*(A% A),

wobei p(A) := max{|A| : A ist Eigenwert von A} den Spektralradius von A bezeichnet. Ist
A € K™ normal, so gilt ||All2 = p(A).

Beweis. Fiir A € K™ gilt

|A||2 = max [[Az||2 = max 27 A" Az,
[[z]l2=1 [[z]l2=1

Die Matrix A" A ist offenbar hermitesch und damit normal. Nach Satz 6.15 ist sie unitér
diagonalisierbar, d.h. es existiert () € K™*" unitiar und A € K™*" diagonal mit

AR A = OAQH.
Daher folgt mit y = Q%x

T AT Az = 2P QAQT x = yTT Ay = Z Niilyi|>.
i—1

Die Diagonalmatrix A enthélt nach der Bemerkung zu Definition 6.14 die Eigenwerte von
AT A Also gilt

1Az )5 < p(ATA) Y |yil* = p(ATA)ly]13 = p(A" A)]l3.

i=1

Sei 49 € N ein Index mit |A;;,| = p(A7A). Dann gilt mit = Qe;,, ||/l = 1, und der
Positivitat der Vektornorm

1423 = [ef Q" QAQY Qeiy| = |ejjAesy| = |Aigis| = (A" A).
Insgesamt folgt also

1A = max [ Az[|; = p(A"A).

l[z]l2=1

Ist A normal, so folgt A = QAQ* und mit der unitéren Invarianz der Spektralnorm und
der Ahnlichkeit von A und A

1Allz = [QAQ™ [l = |Alla = p/2(A%) = p(A) = p(A).
O

Lemma 6.19. Fiir jede zugeordnete Norm || - || auf K™*" gilt p(A) < || A|| fiir alle A € K"*™.
Beweis. Sei A Eigenwert von A und x ein zugehoriger Eigenvektor mit ||x|| = 1. Dann gilt

A= ALzl = [[Az]] = |Az]| < [[A[l[l<] = [ All- O

Das folgende Lemma wird fiir spétere Zwecke benotigt. Da der Beweis sehr technisch ist,
wird er ausgelassen.
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6 Lineare Gleichungssysteme

Lemma 6.20. Zu jedem € > 0 und jedem A € K™*" existiert eine zugeordnete Norm | - ||,
sodass ||A]l: < p(A) + «.

Satz 6.21. Sei A € K™*". Dann gilt
(@) 1A113 < 1A%l Alloo = I All1 [l Allos,
(ii) ist A normal, so gilt ||Alla < ||A| fiir jede zugeordnete Norm || - ||,

(iii) besitzt A nur v Eintrdge pro Zeile und pro Spalte, die nicht verschwinden, so gilt
[A]l2 < v[|Allar,

(iv) [ Al < [|A]l2-

Beweis. Zu (i1): folgt aus Satz 6.18 und Lemma 6.19.
Zu (i): Aus (ii) folgt, weil A A normal ist, dass

1AII2 = (A" A) < A" Alloe < |4 |oc| Alloo = [-All1[1Alloo-

.....

Zu (iv): Sei (dg, jo) so gewdhlt, dass |a;yj,| = [|Al|am. Sei € K™ der Vektor mit den Kompo-

nenten r; = a@;,;, j = 1,...,n. Dann gilt
_ 2
> iz = | Y il
j=1 j=1

n
> Jais? (Z |am|2> — A3

J=1

m

1Az]3 =

i=1

n

E aijxj

J=1

2
>

Wir erhalten
A A
||14||2 = sup || y||2 Z || $’||2
0 |yl 2|2

> [[Ally-
O

Satz 6.6 1iBt sich natiirlich auf Matrixnormen iibertragen. Wir geben einige Aquivalenz-
relationen an.

Beispiel 6.22. Sei A € K™*". Dann gilt
1Az < | Allp < Vml|All,
%HAHOO < || All2 < vml|Alloo,
%IIAHl <Al < Vml|All,
Al < 1A < Al
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6.2 Storungstheorie fiir lineare Gleichungssysteme

Wir wollen die Storungsanfilligkeit der Losung = des linearen Gleichungssystems Az = b bei
invertierbarer Matrix A € K™*" und b € K" untersuchen. Dazu nehmen wir zunéchst an, dass
bum Ab gestort ist und A exakt gegeben ist. Sei Z die Losung des linearen Gleichungssystems
mit gestorter rechter Seite, d.h. AT = b+ Ab. Dann gilt fir Ax =7 —

Ar=F—x2=A"1b+Ab)—Ab=A"TAb

Fiir ein vertrigliches Vektor-/Matrixnormpaar erhélt man

1Az _ JATAD] _ [AZHIIABIIN 1A 71”||Ab|| Azl _ < a1y agial |Ab]

] [/ ol flll = ol -
Definition 6.23. Sei || - || eine Matrixnorm und A € K"*" invertierbar. Dann wird der
Ausdruck

cond | (4) := [[A[] A
als Kondition der Matrix A bzgl. || - || bezeichnet.

Bemerkung. Verallgemeinert man Definition 2.9 auf vektorwertige Probleme f : K* — K",
so sieht man, dass die Kondition einer Matrix mit dem Maximum der Konditionszahlen
max,cxn» k(f,z) der Abbildung f(b) := A~'b im Fall zugeordneter Normen iibereinstimmt.

Im Folgenden wollen wir untersuchen, wie die Losung x von Storungen der Koeffizienten-
matrix A abhédngt. Das folgende Storungslemma benotigt die sog. Neumannsche Reihe
> ey AF einer Matrix A € K™™. Man rechnet leicht nach, dass

m

(I—A)) AP =T—A™" firallemeN
k=0
Ist I — A invertierbar, so folgt
S AR = (I A1 - AT (6.3)
k=0

Wir zeigen im folgenden Satz, dass unter der Vorraussetzung p(A) < 1, I — A invertierbar
ist und A™* — 0 fiir m — oco.

Lemma 6.24. Sei || - || eine Matrixnorm. Dann gilt fiir A € K™
(i) p(A) = Tlimy,o0 | A¥[|% < [|A],
(ii) (A*)pen ist genau dann eine Nullfolge, wenn p(A) < 1.

Beweis.
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6 Lineare Gleichungssysteme

(i) Sei e > 0. Nach Lemma 6.20 existiert zu A eine zugeordnete Norm || - [|c mit || Al|.
p(A) + e. AuBlerdem folgt aus der Aquivalenz der Normen

Al < A < C|| Al fiir alle A € K™,

IN

Dann gilt nach Lemma 6.19 und der Bemerkung vor Lemma 6.13 fiir alle £ € N

1 1
1 i -1 1 Ce\* + Co\F 1
() = o)t < v < bttt < () 1t < () g

€ &

=(%)WAm_(i)<mm+a.

Im Grenzwert k — oo erhélt man
p(A) < lim [[A¥% < p(A) +e.
— 00
WEeil e beliebig ist, folgt die Behauptung.

(ii) Ist p(A) < 1, so folgt mit (i) aus dem Wurzelkriterium

iAk < i | A¥|| < oo.
k=0 k=0

Daher konvergiert Y-, A" und (A*)cy muss eine Nullfolge sein. Ist p(A) > 1, so sei
z € K", ||z|| = 1, ein Eigenvektor zum betragsmaximalen Eigenwert A. Dann gilt

1AM > (| A%l = MMl = p"(A) > 1.

Daher kann (A*),en keine Nullfolge sein.

Satz 6.25. Genau fiir p(A) < 1 konvergiert die Neumannsche Reihe. In diesem Fall ist

f:Ak = (I -A™

Ist ||A|l < 1, so gilt sogar ||[(I — A)7L|| < e ||A||

Beweis. Im Fall p(A) < 1 ist 1 kein Eigenwert von A. Weil I — A die Eigenwerte 1 — X;(A),
wobei \;(A) den i-ten Eigenwert von A bezeichnet, ist 0 kein Eigenwert von I — A. Da nach
Lemma 6.13 die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist, folgt det(I — A) # 0, was zur
Invertierbarkeit von I — A #quivalent ist. Wegen Lemma 6.24 kann in (6.3) der Grenzwert
m — oo gebildet werden, und man erhélt die gewiinschte Darstellung.

Im Fall p(A) > 1ist (A*)ren nach Lemma 6.24 keine Nullfolge. Daher kann die Neumannsche
Reihe nicht konvergieren.

Ist ||A|]] < 1, so folgt nach Lemma 6.24, dass p(A) < ||A]] < 1. Daher konvergiert die
Neumannsche Reihe, und es gilt

17— A)~H =

< Al
ZH " = ||A||
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Lemma 6.26 (Stérungslemma). Sei A € K™ invertierbar und || - || eine Matrixnorm.
Ist AA € K™ mit ||[A7Y|||AA| < 1, so ist auch A+ AA invertierbar und

1A~

A+AA)7Y < :
1A+ A7 T amiaay

Beweis. Wegen ||[A7TAA| < [|[A7Y|||AA]| < 1 existiert nach Satz 6.25 (I + A7*AA)~! und
es gilt

1 1
[(1+ATTAA)Y| < < :
L= [[A7TAA] = 1= [|[AZY[|AA]
Weil A+ AA = A(I + A7'AA), ist auch A + AA invertierbar. Die Behauptung folgt wegen
(A+ AA) =T+ ATAA) A aus ||(A+ AA)TY| < (T + ATAA) LAY O
Satz 6.27. Sei ein vertrégliches Vektor-/Matrixnormpaar || - || gegeben. Seien A € K"*"

invertierbar und AA € K™ " mit | A7 ||| AA|| < 1. Mit vorgegebenen b € K™\ {0}, Ab € K"
seien x und ¥ definiert durch

Az =0, (A+AA)T=0>b+ Ab. (6.4)
Dann gilt fiir Aw . =7 — x
|Azl] . cond), 1(A) {IIAAH L IAb] }

H'TH 1 —COnd Il ||(A)|”— ||AH ||bH

Beweis. Wegen ||A7Y|||AA]| < 1ist A+ AA nach dem Stérungslemma 6.26 invertierbar und

1A~

[(A+ A4~ < — :
1L —[[A7[|AA]

Aus (6.4) erhélt man

(A+AA)(x+ Az) =b+ Ab
= Ar+AA -2+ (A+AA)Az=b+ Ab
= (A+ AA)Az = Ab— AA -z
— Ar=(A+AA) ' (Ab— AA - 2).

Hieraus folgt

|A~"|
|Az] < ([AA[llz]l +[|Ab])
1 —[[A=t|[|AaA]
TN
1 — cond ||.H(A)% | Al 1Al
Division durch ||z|| und Verwendung von [|b]| = ||Az|| < ||Al|||z|| liefert die Behauptung. O
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Beispiel 6.28.

(a) Sei
3 1.001 1.999
A= Ls 1.997} b= [4.003] '
Dann ist
.1 1997 —1.001
- —0.015 | =6 3

und somit ||Alle = 7.997, ||A™ || = 600. Hieraus erhélt man cond . (A) = 4798.2.
Sei

-3 11 < [2002
A= 6 1.997]" b= [4.003]
Dann ist ) )
0 0.001 0.003
AA__O 0_,Ab_[0}

und somit [[AA]| = 0.001, [|Ab||s = 0.003. Man iiberpriift leicht, dass = = [1, —1]" die
Losung von Az = b ist. AuBerdem ist = [0.229,4/3]" die Losung von AZ = b.

Der relative Fehler betrigt

[Azlls 7 _
= - =23
[ PR

(b) Die Hilbert-Matrix H, = (Z +]1_1> weist eine Kondition auf, die exponentiell
ij=1,m

mit n wachst.

6.3 GauBsche Elimination

Sei A € K" eine untere Dreiecksmatrix, d.h. a;; = 0 fiir ¢ < j mit nicht verschwindenden
Diagonaleintragen. Die Losung x von Az = b erhilt man wegen

7

i—1
bi = E aijx]— = Wy T; + E aijx]—
Jj=1

j=1

71—

1
1 .
<:>xi25<bi—2aijxj>, 1=1,...,n.
i

j=1

Man beachte, dass auf der rechten Seite der letzten Gleichung ausschliellich bekannte Kom-
ponenten des Losungsvektors auftreten.

Algorithmus 6.29.
Input:  untere Dreiecksmatrix A, rechte Seite b
Output: Losung von Az =b

for (i=0; i<mn; ++i) {
x[i] = b[il;
for (j=0; j<i; ++j) x[i] = x[i] - Ali+nx*xjl=*x[j];
x[i] = x[1]/A[(n+1)*i];
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Der folgende Algorithmus liefert dieselbe Losung, ist aber deutlich effizienter, weil er wegen
der besseren Datenlokalitdt beim Zugriff auf die Matrix A den Cache des Prozessors nutzen
kann.

Algorithmus 6.30.
Input:  untere Dreiecksmatrix A, rechte Seite b

Output: Losung von Az =b

for (j=0; j<mn; ++j) {
x[j1 = b[j1/A[j*x(n+1)];
for (i=j+1; i<n; ++i) b[i]l = b[i]l - Ali+n*jl*x[j];

Ist nun A € K™ eine obere Dreiecksmatrix, d.h. gilt a;; = 0 fiir 7 > j, mit nicht
verschwindenden Diagonaleintréigen, so erhélt man

n n
bl' = E aijxj = a;T; + E Clij.Tj
j=i

j=i+1

und somit

1 n
i=—|bi— gt |, i=1,...,n.
x o < Z a]x]> 1 n

j=it1

Hier muss der Vektor z beginnend beim gréfiten Index, d.h. riickwérts, bestimmt werden.

Algorithmus 6.31.
Input:  obere Dreiecksmatrix A, rechte Seite b

Output: Losung von Az =0

for (j=n; j>0;) {
=3
x[j] = b[jl1/A[j*(n+1)];
for (i=j; i>0;) A
-—1i;
b[i] = b[i] - A[i+n*jl*x[j];
}
}

Mit obigen Algorithmen kann Az = b mit Aufwand O(n?) gelost werden, falls A eine
untere oder eine obere Dreiecksmatrix ist. Ublicherweise ist A aber eine allgemeine Matrix.
Wenn wir A in das Produkt einer unteren und einer oberen Dreiecksmatrix L bzw. R zerlegen
kénnen, d.h. A = LR, so kann die Losung von Ax = b in zwei Schritten geschehen:

Ly =0,

Ar=b < LRx =0 — {
Rx =y.
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6 Lineare Gleichungssysteme

Das Losen des Gleichungssystems Ly = b nach y kann mit Algorithmus 6.30 geschehen und
wird als Vorwértssubstitution bezeichnet. Die anschliefende Losung von Rz = y (siehe
Algorithmus 6.31) wird als Riickwértssubstitution bezeichnet.

Im Folgenden wird gezeigt, wie man eine LR-Zerlegung einer reguldren Matrix A € K"*"
konstruiert.

Definition 6.32. Jede Matrix der Form L;, = I — (®)el” € K™ mit

T
k) — 0’_“70’62?17...,5%)] e K"

heift GauB3-Matrix.

Die GauBB-Matrix Lj besitzt die Eintriage

1

Daher gilt det Ly = 1 und L; ist invertierbar. Thre Inverse ist L,;l =1+ E("“)ef, weil mit
el t® =0, i >k, folgt

L' Ly = (T4 Wel) (I — t®ely =T — (Wl - (el — Rl kel — 1.

Insbesondere ist L;l ebenfalls eine GauBl-Matrix. Die Multiplikation von L; mit x € K"
ergibt

X

Tk
Lix = o)
Tht1 — ]H_lxk

Ty — Eﬁf)xk ]

Dabei bleiben die ersten & Komponenten von x unveréndert. Gilt z; # 0, so kann durch die
Wahl
A B A T (6.5)
Tk,

erreicht werden, dass L,z in den letzten n — k Komponenten verschwindet.

Durch sukzessive Anwendung von Gaufl-Matrizen wird nun eine gegebene regulére Matrix
A € K" auf obere Dreiecksform gebracht. Die Bedingung z, # 0 in (6.5) werden wir durch
Vertauschung der Zeilen von A garantieren. Dazu multiplizieren wir A mit Permutationsma-
trizen.
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6.3 GGauBsche Elimination

Definition 6.33. Eine Matrix P € R™"*" heifit Permutationsmatrix, falls eine Permuta-
tion ™ € P,, existiert, sodass
1, w(i)=7
P, = { , w(i) =7,

0, sonst.

Permutationsmatrizen sind wegen

(P"P)ij = (e)xw (€)= {1’ 1=

p— 0, sonst,

und analog PPT = I orthogonal. Die Multiplikation einer Permutationsmatrix an eine Ma-
trix A von links entspricht der Vertauschung der Zeilen und die Multiplikation von rechts
bedeutet die Vertauschung der Spalten von A.

Sei A € K™*" regulér. Die erste Spalte von A enthélt einen nicht verschwindenden Eintrag,
weil A sonst singular wéire. Mit P; bezeichnen wir die Permutationsmatrix, die die zugehorige
Zeile in A mit der ersten Zeile vertauscht. Wahlt man fiir « in (6.5) die erste Spalte von
A .= P, A, so 148t sich eine Matrix L, definieren, sodass die erste Zeile von Ly A©® und A©®
iibereinstimmen und die letzten n — 1 Eintréige der ersten Spalte von L; A verschwinden:

(0) (0)

all “ .. “ .. aln
[AO — 0 X e X
0 x  eee sk

In den unteren n—1 Eintriigen der zweiten Spalte von L; A(%) befindet sich wegen | det L; A©)| =
| det A| wiederum ein nicht verschwindender Eintrag. Die Permutation, die die entsprechende
Zeile mit der zweiten Zeile von L; A© vertauscht, bezeichnen wir mit P,. Man findet wie-
der eine GauB-Matrix Lo, indem wir fiir z in (6.5) die zweite Spalte von AWM = P, AO
einsetzen. Wir erhalten

- .
I ()
0 b o gl
LAV=10 0 = - %
| O 0 koo k|
Durch sukzessive Multiplikation mit Permutationsmatrizen P, ..., P,_; und Gaufl-Matrizen
Ly, ..., L, 1 erhilt man auf diese Weise die gewiinschte obere Dreiecksstruktur
- (© 0 -
A0 g
0 ol o g
0 0 af - o 4P
R = Lnflpnfan,QPn,Q telt L1P1A = 0 .
0 0 0 - 0 ai?V]
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6 Lineare Gleichungssysteme

Die letzte Gleichung kann wegen der Orthogonalitidt der Matrizen Py, ..., P, 1 auch in der
Form

in,1'...'ilpnfl'...'PlA:R

dargestellt werden. Dabei definieren wir

Li=Py1-...- Pop Pl ... PT

n—1
=Py P (I —WePE ... P
=1—Pyy-...- Bl Pl - P
=T —(®eT

mit (%) .= P, 1. ..« P l®). Dabei haben wir die Identitit e = P,y - ... Pyy1e, benutzt.
Weil die ersten k Eintrige von () verschwinden, ist Lj ebenfalls eine GauB-Matrix. Mit
P:=P, ;-...- P ist daher

n—1
PA=Li' ... L;}R= <I+Z£<k>eg> R.
k=1
Die letzte Gleichung folgt aus ezé(") =0, ¢ > k. Die Matrix
n—1
L=1+) [®e]
k=1

liefert PA = LR. Aus der Struktur der Vektoren ¢*) erkennt man, dass L eine untere
Dreiecksmatrix mit Eintragen 1 auf der Diagonalen ist. Wegen | det A| = | det R] ist ferner
R reguldr und die Diagonaleintrige von R sind nicht Null.

Definition 6.34. FEine spaltenpivotisierte LR-Zerlegung ciner Matrix A € K"*" ist
eine Faktorisierung PA = LR mit einer Permutationsmatrix P € R"*" einer unteren Drei-
ecksmatrix L mit 1 auf der Diagonalen und einer oberen Dreiecksmatrix R mit nicht ver-
schwindenden Diagonaleintréigen.

Algorithmus 6.35 (Spaltenpivotisierte Gauflsche Elimination).
Input: Reguldre Matrix A € K™*"
Output: Spaltenpivotisierte LR-Zerlegung von A

1: R:=A; L:=1;P :=1;
2: for (k=1; k<n; ++k) {
3 wahle i > k, sodass r, # 0;
4 vertausche die i-te mit der k-ten Zeile in P, R und L;
5. for (j=k+1 j<m ++) {
6: fjk = m;
Tkk
7 T = T = i ot
8 }
9: }
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6.3 GGauBsche Elimination

Bemerkung.

(a) Wir verwenden die MATLAB-Notation a; ., fiir den Vektor [a, ..., a;] bestehend aus
den Eintrdgen von Position k bis ¢ der i-ten Zeile von A.

(b) Die im k-ten Schritt berechneten Eintriagen der Gaui-Matrix Lj énnen in den frei gewor-
denen Positionen der k-ten Spalte von A unterhalb der Diagonalen gespeichert werden.
Auf diese Weise steht nach Abschluss des Verfahrens in der unteren Hilfte von A die
untere Hélfte von L (ohne Diagonale), und in der oberen Hélfte von A (einschlieBlich der
Diagonalen) befindet sich die obere Dreiecksmatrix R. Die Permutation muss in einem
Feld der Léange n gesondert gespeichert werden.

(c¢) Durch das obige Gaufische Eliminationsverfahren wird es moglich, mit

—_

S 2n—k+1) =23 (n—k)n—k+1) = k2+k:§n3+0(n2)

1

i
—_
3
3
|

—_
3

i
—
<
Il
ko
+
—
T
—
T

Operationen eine spaltenpivotisierte LR-Zerlegung von A zu berechnen.

Beispiel 6.36. Wir erhalten folgende LR-Zerlegung

-1 3 -1 1 0 0f [-1 3 —1 1 0 0f -1 3 —1
A=1]13 -8 4| =1-310 0 1 1|{=1]-310 0 1 1
2 =2 4 -2 0 1 0 4 2 -2 4 1 0 0 =2
Die Losung von Az = b := [2 -3 G]T ergibt sich aus Ly = b
1 0 0] [wn 2 2
-3 1 0] [y2| = [—3 = y=13
-2 4 1| |ys 6 -2
und Rx =y
0 1 1 ol = | 3 = x=|2
0 0 —2| |3 -2 1

Der folgende Satz fasst unsere Konstruktion der LR-Zerlegung zusammen.

Satz 6.37. Ist A € K"*" regulir, so ist Algorithmus 6.35 durchfithrbar und produziert eine
spaltenpivotisierte LR-Zerlegung PA = LR.

In Beispiel 6.36 haben wir keine Permutation benétigt. Der folgende Satz klart, unter
welchen Umsténden dies der Fall ist.

Satz 6.38. Algorithmus 6.35 ist genau dann ohne Pivotisierung durchfiihrbar, wenn die
ersten n — 1 Hauptabschnittsmatrizen Ay := a1, k = 1,...,n — 1, von A regulér sind.
Die Zerlegung A = LR ist dann eindeutig.
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6 Lineare Gleichungssysteme

Beweis. Wir zeigen per Induktion, dass im k-ten Schritt agz_l) # 0 genau dann gilt, wenn

det Ay # 0. Fiir k = 1 ist die Aussage trivial. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir k£ — 1
gilt. Wegen

0 1) (2 k—2 k—1
det Ay, = 951) : agQ) : ag?,) Tl a’gcflk)fll'al(ck ) (6.6)
det Ap_1£0

ist a,(glz_l) # 0 genau dann, wenn det Ay # 0. In diesem Fall bestimmt die Darstellung

Q5 = Ezkrkj + Ty 1,) = 17 , 1,
k=1
die Koeffizienten auf eindeutige Weise. U
. 0 1f. . . . . D
Beispiel 6.39. A = 10 ist reguldr, aber die Hauptabschnittsmatrix A; = ay; ist sin-

guldr. Hier benotigt man die Pivotisierung.

Bemerkung. Wegen (6.6) kann die Determinante einer Matrix aus einer LR-Zerlegung mit
O(n?®) Operationen berechnet werden.

6.4 Stabilitat der GauBschen Elimination

Im Folgenden wollen wir den Einfluss von Rundungsfehlern auf das Produkt LR betrachten.
Die Genauigkeit der Faktoren L und R wird im Allgemeinen schlechter sein, was fiir die
Numerik von untergeordnetem Interesse ist, weil L und R immer als Produkt auftreten.
Wir benotigen den Betrag |A| € R™*" einer Matrix A € K™*™ definiert durch

|A|,~j:|aij|, izl,...,m,jzl,...,n.

Abschitzungen der Form |A| < |B| sind eintriigeweise zu verstehen.

Satz 6.40. Sei A € K"*". Wenn die LR-Zerlegung in endlicher Arithmetik durchfiihrbar
ist, dann gilt fiir die berechneten Matrizen L und R, dass

LR=A+AA

mit |AA| < 2(n — )er(|A| + | LI | B]) + O(e3).

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv iiber n. Fiir n = 1 ist die Aussage klar. Angenommen,
sie gilt fiir n — 1. Wir verwenden die Zerlegung

[a w?

; B} mit « € K\ {0}.

Im Algorithmus wird im ersten Schritt

Z=r1d (3> und S =rd(B — zw’)

«
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6.4 Stabilitidt der Gaufischen Elimination

bestimmt. Nach (2.1) und der Bemerkung nach Satz refsen:1.22 gilt

[l

- [
Z:_+f7 |f|§€]F_7
(6%

|

und
S=B—ziw' +F |F|<2e(B|+ |z |w|") + O(2). (6.7)

Nach Induktionsannahme gilt fiir die in den néchsten n — 1 Schritten berechneten Faktoren
L17R1 o B N _ N
LiRy =S+ E, |E|<2(n—2)ex(|S|+ |Li||Ri]) + O(ep). (6.8)

Daher erhalt man

<~ 1 0] Ja w” 0 0
S | IO R O

Es bleibt, |AA| abzuschitzen. Zunéchst erhélt man aus (6.7), dass
S| < (1+2eg)(|BI + |2/ Jwl ) + O(eR).
Ferner haben wir mit (6.8)
B+ F| < 2(n— Dew(|B| + |2] [w]" + |La| | Ri]) + O ().

Aus |af| < ep|v| folgt

aa<ao-ven (B V5 [+ (4 ) [0 18] +oe

=2(n — ez (Al + |L| |R]) + O(ef).

Bemerkung.

(a) Satz 6.40 gilt natiirlich auch fiir PA, wobei P eine Permutationsmatrix bezeichnet, mit
der die LR-Zerlegung durchfiihrbar ist.

(b) Man beachte, dass Satz 6.40 nicht die Riickwirtsstabilitdt der GauBschen Elimination
bedeutet. Dies gilt nur, falls |L| |R| ~ |A|.

Beispiel 6.41. Wendet man Algorithmus 6.35 auf die Matrix

e 1
A_[l 1], e >0,

e 1| |1 0f|e 1
1 1] |1/e 1] |0 1—=1/¢e|"
Dabei sei € > 0 so klein gewihlt, dass bei endlicher Arithmetik 1 —1/¢ = —1/¢ gilt. Anstelle

von R wiirde mit
~ € 1
= {0 -1 /e}

an, so erhélt man
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6 Lineare Gleichungssysteme

gerechnet. Das bedeutet

~ e 1
LR_[I 0}

und bei rechter Seite b = [1 O}T wiirde man statt der exakten Losung x = [—1 1]T die

Losung & = [O I}T erhalten. Fehler der Groflenordnung ¢ kénnen somit Fehler der Ordnung
1 hervorrufen. Eine solche Instabilitdt tritt immer dann auf, wenn im Vergleich zu den
Eintragen von A grofie Eintrége in L oder R vorkommen. Vertauscht man die Zeilen von A,

so erhalt man
1 1) (1 0f]1 1
e 1| |le 1|10 1—¢|"

Hier tritt die Instabilitat nicht auf.

Daher sollte im k-ten Schritt der Gaufischen Elimimation das betragsméfig grofite Element
der letzten n — k + 1 Eintrige der k-ten Spalte pivotisiert werden. Diese Strategie wird
als partielle Pivotisierung bezeichnet. Sie hat zur Folge, dass |(;;| < 1,4,5 = 1,...,n.
Die Wahl des betragsméfig grofiten Eintrags im Schnitt der unteren n — k + 1 Zeilen und
hinteren n — k£ + 1 Spalten bezeichnet man als vollstdndige Pivotisierung. In diesem Fall
werden auch Spaltenvertauschungen notig. Man erhélt daher eine Zerlegung PAQ) = LR mit
Permuationsmatrizen P, (). Diese Strategie ist aber aufwandig und der Zusatzaufwand hilft
im Hinblick auf die Stabilitdt in der Regel nur wenig.

Weil im Fall der partiellen Pivotisierung |¢;;| < 1,4,j =1,...,n, gilt, hingt die Riickwérts-
stabilitdt nach Satz 6.40 nur von der Gréfie von |R| ab. Wir definieren daher den Wachs-

tumsfaktor
Rl

Pp = .
1]l oo
Aus Satz 6.40 erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 6.42. Sei A € K"*" reguldr. Das Gaufische Eliminationsverfahren mit Spaltenpivoti-
sierung berechne Matrizen L, R und P. Dann ist

LR=PA+AA
fiir ein AA € K™ mit ||AAllco < cpner|| Al co-
Bemerkung. Der Wachstumsfaktor p,, entscheidet iiber die Riickwértsstabilitat der Gauf3-

schen Elimination. Diese ist nach Definition 2.11 riickwértsstabil, falls p,, fiir alle Matrizen
A € K™ gleichméfig nach oben beschréankt ist.

Lemma 6.43. Sei PA = LR eine spaltenpivotisierte LR-Zerlegung von A € K"*". Dann
gilt p, <2771

Beweis. Wegen R = L' PA haben wir

1Rl _ 12 ol Alls _ s
pui= g < = L oo
e = T4l
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6.5 Die Cholesky-Zerlegung

Weil L' = L,y - ... Ly (siche die Darstellung vor Definition 6.34) und ||L;||s < 2, folgt

1L oo < [[Zntlloo - - - - - [|L1loo < 271

Beispiel 6.44. Wir betrachten die Wilkinson-Matrix

1 1
1 ... -1 1

Man {iberzeugt sich leicht davon, dass Spaltenpivotisierung P = I liefert und dass

1 1 1
W, = -1 - . 2

: .. .. 1 :

-1 -+ =11 on—1

Zusammenfassend ist die Gausche Elimination riickwértsstabil. Die Konstanten héngen
jedoch exponentiell von der Dimension ab, sodass die Stabilitdtsabschétzung in der Praxis
unbrauchbar ist. Die tatséchliche Grofle von p,, und damit die Stabilitét kann aber im Verlauf
des Algorithmus auf einfache Weise inspiziert werden.

Die GauBsche Elimination kann auch in Blockform angewendet werden. Wir betrachten
die Blockpartitionierung von A € K™*"

4= {ﬁi i;j , A € KPP Ay, € RIpx(n=p), (6.9)

Ist Ayy regulér, so kann A wie folgt zerlegt werden:

. I 0 All A12
Lok 18 %

mit dem Schur-Komplement S := Ay — A21A1’11A12 von A bzgl. Aj;. Mann beachte, dass
(6.10) eine Block-LR-Zerlegung ist.
6.5 Die Cholesky-Zerlegung

In diesem Abschnitt werden wir eine Spezialform der LR-Zerlegung fiir positiv definite Ma-
trizen vorstellen.

Definition 6.45. Eine hermitesche Matrix A € K"*" heifit positiv semidefinit, falls
o Az > 0 fiir alle v € K". Gilt 2 Az > 0 fiir alle x € K™\ {0}, so heifit A positiv definit.

Bemerkung. Ist A positiv definit, so ist A insbesondere regulir. Wegen z? Az > 0 fiir alle
x # 0 ist ndmlich ker A = {0}. Daher sind die Spalten von A sind linear unabhéngig, und es
folgt det A # 0. Ferner sind die Diagnaleintriige positiv: a; = ef Ae; > 0,i=1,...,n.
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6 Lineare Gleichungssysteme

Das folgende Lemma wird von zentraler Bedeutung fiir die Durchfithrbarkeit der Cholesky-
Zerlegung sein.

Lemma 6.46. Sei A € K"*" positiv definit. Dann ist das Schur-Komplement S wohldefiniert
und sowohl Ay; als auch S sind positiv definit.

Beweis. Sei x = [x1,x5]" mit z; € KP partitioniert wie in (6.9). Aus

[Au Alz] _ [An Aur [Aﬁ Aéﬁ}
Ay An|  [An Ax Ay AL

sieht man Ay = AL Ay = AL und Ay = AL Also ist Aj; hermitesch, und es gilt

0< xq " Ay Al |1 _ | " Ay —HA
— 10 Agy Ago 0 0 Ag1 14 L
Gleichheit gilt genau fiir z; = 0. Daher ist Ay, positiv definit und nach der letzten Bemerkung

invertierbar. Dies beweist die Wohldefiniertheit von S, und wir haben

ST = AL — ALATTAS = Agy — At AT Al = S.

Betrachte nun x = [z, 25]" mit ; = —A; ' Aj25. Dann gilt
0< e Ar — |11 " Ay + Ao _ | " 0
- ) Ao 1 + Agoro ) —Ag AT Ajamy + Aoy
17 0
LS _ H
— Lz] [sz] = x5 Sxa.
Weil Gleichheit nur im Fall x5 = 0 gilt, ist S ebenfalls positiv definit. O

Definition 6.47. Eine Zerlegung A = LL" mit unterer Dreiecksmatrix L, die positive
Diagonaleintrége besitzt, heift Cholesky-Zerlegung von A.

Die Cholesky-Zerlegung ist also eine spezielle LR-Zerlegung. Im folgenden Satz sehen wir,
dass eine Cholesky-Zerlegung einer positiv definiten Matrix ohne Pivotisierung berechnet
werden kann.

Satz 6.48 (Existenz der Cholesky-Zerlegung). Genau dann existiert die Cholesky-
Zerlegung von A, wenn A positiv definit ist.

Beweis. Sei A = LL¥. Dann gilt A¥ = (L")AL? = LL7 = A. Wegen
et A = 2" LI e = | L7253 > 0

und weil L regulir ist, gilt 2% Az > 0 fiir alle z € K\ {0}.
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Sei umgekehrt A positiv definit. Wir zeigen per Induktion, dass die Cholesky-Zerlegung
existiert. Sei n = 1. Wegen a;; > 0 gilt mit ¢y, = \J/ay, dass [a;1] = [(n][ln] = LLY.
Angenommen, die Aussage gilt fiir n — 1. Betrachte

ai A12
A=
[Am AzJ

mit Ay = AL und das Schur-Komplement S = Ay — iAglAu von A bzgl. a;;. Nach
Lemma 6.46 sind ay; > 0 und S positiv definit. Also ist ¢1; := /a;; > 0 und nach Indukti-

onsannahme besitzt S eine Cholesky-Zerlegung S = LLH . Definiere

L= LAm ﬁ} '

L11
Dann gilt
LLH _ 2% Q le iAu _ ai A12 L _ 11 A12 A
ﬁAm Li10 L Ao ﬁAzlAu + LL" Agp Ag '
O
Eine Berechnungsformel fiir die Eintrdge von L ergibt sich aus
J B e
a;; = Zfikfjk = Z&‘k@k + il 1>,
k=1 k=1
7u
j—1
i = y| @i — D 1l (6.11a)
k=1
1 = -
fir j = 1,...,n. Man beachte, dass auf der rechten Seite der Formeln nur Eintrdge der
Spalten 1,...,7 — 1 von L erscheinen. Die Durchfiihrbarkeit ist durch das Existenzresultat

Satz 6.48 gesichert. Insbesondere folgt aus (6.11) die Eindeutigkeit der Cholesky-Zerlegung.

Algorithmus 6.49.
Input:  positiv definite Matrix A € K™*"
Output: untere Dreiecksmatrix L mit A = LL?

for (j=0; j<n; ++j) {
1[j*x(n+1)] = alj*(n+1)];
for (k=0; k+1<j; ++k)
1[j*(n+1)] = 1[j*(n+1)]-abs(l[j+k*n])*abs(1[j+k*n]);
1[j*(n+1)] = sqrt(1[j*(n+1)1);
for (i=j+1; i<n; ++i) {
1[i+j*n] = ali+j*n];
for (k=0; k+1<j; ++k)
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6 Lineare Gleichungssysteme

1[i+j*n] = 1[i+j*n]l-1[i+k*n])*conj (1[j+k*nl);
1[i+j*n] = 1[i+j*n] / 1[j*(n+1)];

Zur Berechnung von ¢;;, ¢ > j, sind 2(j — 1) Multiplikationen und Additionen notig. Somit
werden insgesamt

>3 -1 =23 =i - 1) = 5it +0)

j=1 i=j+1

Multiplikationen und Additionen sowie n Wurzeln benotigt. Der Aufwand ist deshalb etwa
halb so grof wir der der LR-Zerlegung.

Beispiel 6.50. Die Cholesky-Zerlegung von

1 3 -2
A=13 10 -10
-2 =10 21

ergibt sich wegen

3 aze — 3109
by =—=3 Vg9 = =4
21 1 ) 32 622 )
Uy = — = -2,
zu
1 1 3 -2
A=13 1 1 —4
-2 -4 1 1

Die Stabilitdtsprobleme der LR-Zerlegung finden man nicht bei der Cholesky-Zerlegung.
Diese ist immer stabil. Die fiir die Instabilitdt der LR-Zerlegung verantwortlichen grofien
Eintréage in den Faktoren L und R treten wegen des folgenden Lemmas bei der Cholesky-
Zerlegung nicht auf.

Lemma 6.51. Sei A = LL¥ die Cholesky-Zerlegung von A € K™". Dann gilt

|‘€ZJ| S \/ Qi fiir 1 Z j

Beweis. Vergleicht man die i-ten Diagonaleintriige von A und von LL*, so erhilt man

i

0< Qi = Z wl]|2

j=1

Hieraus folgt |4;;]* < ay;, j < i. O
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6.6 Die QR-Zerlegung nach Householder

Wir erhalten als Folgerung von Satz 6.37 und Lemma 6.51 den folgenden Satz, der die
Riickwirtsstabilitdt der Cholesky-Zerlegung belegt.

Satz 6.52. Sei A € K™*" positiv definit. Die berechnete untere Dreiecksmatrix L erfiillt
LI" = A+AA

fiir eine Matrix AA € K™ mit ||AA|e < cer||A||oo-

6.6 Die QR-Zerlegung nach Householder

Wir haben in den letzten Abschnitten gesehen, dass lineare Gleichungssysteme mit Hilfe
einer LR-Zerlegung gelost werden konnen. Anstelle der LR-Zerlegung kann aber auch eine
QR-Zerlegung verwendet werden.

Definition 6.53. Sei A € K"™*". Eine Zerlegung der Form A = QR mit unitdrem ) € K"™*™
und einer oberen Dreiecksmatrix R € K™*™ heiit QR~-Zerlegung von A.

Ist Ax = b zu l6sen, so kann bei bekannter Faktorisierung A = QR die Losung z aus dem
System
Ar =b < QRx=0b < Rz =Q"b (6.12)

mittels Riickwértssubstitution berechnet werden. Diese Vorgehensweise ist numerisch stabil
im Vergleich zur Verwendung der LR-Zerlegung, weil unitédre Matrizen die Linge erhalten
und somit Rundungsfehler nicht iiberméfig verstéirkt werden.

Definition 6.54. Jede Matrix () € K™*" der Form

uu

Q=1-5

ufy

mit einem u € K"\ {0} und einem 3 € K\{0}, |8|*> = 2Re 3, wird als Householder-Matrix
bezeichnet.

Lemma 6.55. Sei () eine Householder-Matrix. Dann gilt
(i) Q ist unitdr. Im Fall K = R ist () symmetrisch.

(ii) Ist K = R, so gilt * — Qz € span{u} und i(z + Qx) € (span{u})*. Also spiegelt Q
den Vektor x # 0 an der Hyperebene senkrecht zu u.

(iii) Sei x € K™\ {0}. Fiir u = = — aey, |a| = ||z||2, und 5 =1+ jﬁ—z gilt Qr = aey.

Beweis.
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6 Lineare Gleichungssysteme

(i) Dass @ unitér ist, sieht man wegen

H\H H H H Hy o H
o uu uu —uu ( Su(uu)u
=|(I—-[0— I—B—— ) =1—-B— —f—— — 7
(i) Ist K = R, so gilt 82 = 28 < = 2. Dann gilt
u(uTx) ulx
—Qr=a—(z-2 —9
r—Qr==x (:c T ) uTuu
und ooy
u' (24 Q) = v’z +ulz — Z(U uT)u oo
uTu
(iii) Wegen ufz = (v — aey)?x = ||x||3 — @z, und
uu = (v — ae))(x — aey) = ||z||3 — oy — @x; + |a]® = 2(||z]|3 — Re (@z;))
folgt
ufly ufly iy Reu'lz
Q== B, =y T Ry

_ Re (=]l — @)
123 — Re (@)

U= — U= Qqe.

O

Bemerkung. Um Ausléschungseffekte zu vermeiden, sollte «v in (iii) das entgegengesetzte
Vorzeichen der ersten Komponente x; von x bekommen. Es sollte also

sl
=T [z]]2
.Tl‘

gewahlt werden.

Beispiel 6.56. Der Punkt x = [3,4]7 € R? soll durch Anwendung einer Householder-Matrix
auf die z-Achse transformiert werden. Nach Lemma 6.55 (iii) wird dies durch

1 18] [8]"
-

erreicht. Tatséchlich gilt

s
*4 ///.
*3///’/
s(e+Qu)
. 12
Qe .-~
-~ % % % % % % % %
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
4]
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6.6 Die QR-Zerlegung nach Householder

Sei nun A € K™*" m > n, mit linear unabhéngigen Spalten. Wie in Lemma 6.55 (iii)
kann die erste Spalte von A durch Multiplikation mit einer Householder-Matrix ); € K™*™
von links in ein Vielfaches des ersten kanonischen Einheitsvektors e; transformiert werden:

AN = 1A, AWe; = ae.

Sei nun angenommen, dass die Matrix A durch k£ — 1 sukzessive Anwendungen von einer
Householder-Matrix in folgende partielle obere Dreiecksform gebracht wurde:

G (1) ]
1

a A1y
AFD = Q- QA= a,(;z_l) e a,(ﬁb_l)
0 : :
_ i ]

Im k-ten Schritt soll A®~1 so transformiert werden, dass @, A%*~Y bis zur k-ten Spalte eine
obere Dreiecksmatrix ist. Um die ersten & — 1 Zeilen und Spalten unverédndert zu lassen,
wéhlen wir

Ip_1 O
wobei @, € Km=k+Dx(m=k+1) oine Householder-Matrix ist, die den Vektor
k—1)
al(ek
#0
(k—1)
mk

auf ein Vielfaches von e; € K™ %1 transformiert. Weil Q unitér ist, trifft dies auch auf Q
Zu.
Nach n Schritten erhélt man also die obere Dreiecksmatrix

(1) (1)

o P U )
AW = Q. QA= =R
an
Setzen wir also Q = Q¥ - ... - Q| so erhalten wir die gewiinschte Zerlegung A = QR.

Bemerkung.

(a) Fiir die QR-Zerlegung von A € K™*" mittels Householder-Spiegelung werden 2mn? — §n3

arithmetische Operationen benétigt.

(b) Die Eintrage von @ sollten niemals berechnet werden. Effizienter ist es; die Vektoren
u zu speichern. Diese konnen in gerade frei gewordene Spalten der Matrix A abgelegt
werden.

(¢) Auch fiir die Berechnung der Matrix-Vektor-Multiplikation wie bei der rechten Seite in
(6.12) kann auf die explizite Darstellung der Matrix verzichtet werden. Es gilt ndmlich

UHZL‘

Q$:$—5EU,
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6 Lineare Gleichungssysteme

d.h. Qz entsteht als Linearkombination der Vektoren x und u, was mit O(m) Operationen
im Vergleich zu O(m - n) Operationen bei eintrageweiser Multiplikation durchgefiihrt
werden kann.
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