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1. (Angleichung der Restunsicherheit bei wachsender Information) [5 Pkt]
Sei (R™, B(R™), ./\/;(9%’3 : ¥ € R) das n-fache Gaufi’sche Produktmodell mit bekannter Varianz
v > 0, wobei die Likelihood-Funktion gegeben ist durch
n 1 n
— ) — —n/2 i S —9)?
o(z,9) = g d9o(x;) = (2mv) exp ( o Z($Z V) )

=1

Weiter sei NV, die a-priori-Verteilung, wobei m € R und u > 0 gegeben sind. Betrachte
nun eine Folge x = (x1,z9,...) von Beobachtungswerten in R, fiir welche die Folge der
Mittelwerte M, (z) = = > | 2; beschriinkt bleibt.

a) Zeigen Sie, dass die a-posteriori-Dichte 7T§;") zu den Ergebnissen (z1,...,x,) durch

die Dichte einer Normalverteilung ¢7, (2, gegeben ist, und bestimmen Sie den Er-
wartungswert 7, (x) sowie die Varianz u,,.

b) Sei 6, , eine Zufallsvariable mit Verteilung 7" Zeigen Sie, dass \/n JU (O — M, (2))
in Verteilung gegen Np; konvergiert.

2. (Poisson, Beta und Gamma Verteilungen) [5 Pkt]

Zu gegebenen Parameter a@ > 0 und r € N ist die Dichte der Gamma Verteilung I'(«, r)

gegeben durch
Yor(r) = a"2" e [(r — 1)

Die Dichte der Beta-Verteilung 5(a,b) ist gegeben durch

:Ba_l(l o [E)b_l,

f(z;a,0) = Ba.0)

wobei z € [0,1], a,b > 0 und B(a,b) = fol 2411 — )" Vda.

a) Zeigen Sie: ist die Anzahl der bei einer Kfz-Versicherung eintreffenden Schadensmel-
dungen auf dem Zeitintervall sei (0,¢] Poisson-verteilt zum Parameter at, dann ist
die r-te Schadensmeldung I'(a, r)-verteilt.

b) Zeigen Sie: B(a + 1,b) = -4 B(a,b).



c) Seien X,Y unabhéngige Zufallsvariable mit Verteilung I'(a, ) bzw. I'(a, s). Berech-

nen Sie die Verteilung von (X + Y, XLW) Merken Sie etwas tiberraschend?

3. (Bayes-Schitzer im Binomialmodell) [5 Pkt]
Betrachte das statistische Modell (X,P(X),Py : ¥ € ©), wobei & = {0,...,n} und
Py = Bin(n,?) fir 9 € (0, 1) ist. Weiterhin sei die a-priori-Verteilung gegeben durch die
Beta-Verteilung Beta(a, b) zu den Parameter a,b > 0 mit der Dichte

xa—l (1 _ (L’)b_l

B(a,b)

['(a) T(b)
I'(a+0b)"

1
Bap(z) = , 0<z<1 und Bl(a,b) = / (1 —2) e =
0

a) Bestimmen Sie die a-posteriori-Dichte und geben Sie den Bayes-Schétzer fiir 9 an.

b) Betrachten Sie den Bayes-Schéitzer zur uniformen Bewertung a = b = 1. Ist dieser
Schitzer erwartungstreu? Fiir welche ¢ € (0, 1) ist der mittlere quadratische Fehler
kleiner als der des besten, erwartungstreuen Schétzers T,,(z) = x/n?

4. (Ein- und beidseitige Exponentialverteilungen) [5 Pkt]

Gegeben sei das statistische Modell (R, B(R), Py : ¢ € R). Konstruieren Sie ein minimales
(d.h., von kleinste Lebesgue-Mass) Konfidenzintervall fiir ¢ zum Irrtumsniveau « fiir

a) das Wahrscheinlichkeitsma8l Py mit Dichte pg(z) = e=(*=?) Liy<ay-
b) das Wahrscheinlichkeitmafl Py mit Dichte

ab

o9(z) = s <e_a‘$_ﬁ| Lipegy + 70l 1{x30}>,

wobei a,b > 0 feste Parameter sind.



