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Kapitel 1
Diskrete Zufallsvariablen

Unser Ziel in diesem Kapitel ist die mathematische Modelig) vonZufallsvorgadngenEin-
fache Beispiele fur Zufallsvorgange sind das Werfen einésf®ls oder Munzwirfe. Anhand
dieser Beispiele wollen wir zunachst einige grundlegenegrife der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie veranschaulichen.

NOTATIONEN:  |A| bezeichnet die Anzahl der Elemente einer Meriged® bezeichnet das
Komplement der Mengd innerhalb einer bestimmten Mendg die A enthalt.

Beispiel (Werfen eines Wirfels)

e Mdgliche Fallesind 1,2,3,4,5,6. Mit Q = {1,2,3,4,5,6} wird die Menge aller mog-
lichen Falle bezeichnet. EiRlementarereignisst ein mdglicher Fall, also ein Element
w € Q.

e Ereignissesind die Objekte, denen man eine Wahrscheinlichkeit zward@ann, zum Beli-

spiel:
»Augenzahl ist 3« {3}
»Augenzahl ist gerade« {2,4,6}
»Augenzahl ishicht gerade« {1,3,5} = {2,4,6}¢
»Augenzahl ist grolRer als 3« {4,5,6}

»Augenzahl ist geradend groflRer als 3« {4,6} = {2,4,6} N {4,5,6}
»Augenzahl geradedergrofer als 3« {2,4,5,6} = {2,4,6} U {4,5,6}

Jede<£reigniskann durch eindeilmengeA von (2 dargestellt werden!
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e Wahrscheinlichkeitewerden mitP (fur »probability«) bezeichnet. Zum Beispiel sollte fur

einen »fairen« Wurfel gelten:

1
P[»3dq = &
Anzahl glnstige Falle 1{2,4,6} 3 1
P[»A hl d : — —2_Z
Augenzahl gerade« o G gliche Falle 1{1.2.3.4.5,6]] 6 2
4 2
P[»Augenzahl gerade oder groRer al$ 3«6 =3

e Zufallsvariablensind AbbildungenX : 2 — S, wobeiS eine beliebige Menge ist, zum

Beispiel:
X(w) =w, »Augenzahl des Wurfseder
1 fallsw e {1,2,3,4,5}, ) o , ,
X(w) = »Gewinn bei einem fairen Spiel«.

-5 fallsw € 6,

Beispiel(MUnzwdrfe)

a) EIN MUNZWURF:
Die Menge der moglichen Félle iet = {0, 1}, wobei0 fur »Kopf« undl fur »Zahl« steht.

Die Wahrscheinlichkeiten sind
PH{1}]=p und P[{0}]=1-—p mito<p<1.
Furp = £ ist der Minzwurf fair.

b) ENDLICH VIELE FAIRE MUNZWURFE:
Die Menge der moglichen Félle lautet

Q={w=(21,...,2,) | 2; € {0,1}} =:{0,1}".

Alle Ausgénge sind genau dann gleich wahrscheinlich, wefo}] = 27" fir allew € )
gilt. Dies wird im folgenden angenommen. Zufallsvariablem Interesse sind beispiels-

weise:

e X;(w) := xz;, das Ergebnis desten Wurfs. Das Ereignisister Wurf ist Kopf« wird
durch die Menged; = {w € Q | X;(w) = 0} =: {X; = 0} beschrieben, und hat die
Wahrscheinlichkeif’[4;] = 1.
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e Sy(w):=>", X;(w), die Anzahl der Einsen in Miinzwiirfen. Das Ereignis »ge-
nauk-mal Zahl« wird durch die Mengd = {w € Q| S, (w) = k} =: {S,, = k} be-
schrieben und hat die Wahrscheinlichki{td] = (}}) 2.

c) UNENDLICH VIELE MUNZWURFE:
Die Menge der moglichen Félle ist nun

Q= {w = (.Tl,SUQ, c. ) | x; € {O, 1}} = {0, 1}N
Diese Menge ist Uberabzahlbar, da die Abbildung
Q — [0,1]
(ZL‘l,fEQ, .. ) — 0.1‘11‘2 e

surjektiv ist, (wobei das Einheitsintervall binar dargdistwird). Die Definition von Er-
eignissen und Wahrscheinlichkeiten ist daher in dieserh d&dvandiger. Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auf Gberabzéhlbaren Mengen wesystematisch in der Vorlesung
»Einfuhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie« betratht

In dieser Vorlesung ist die Menge der moglichen Féllabzahlbar. Solche Zufallsvorgange
werdendiskretgenannt.

1.1 Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

Ereignisse als Mengen

Sei() die Menge der moglichen Félle untdC 2 ein Ereignis. Als Notationen fur die Mengé
werden wir auch verwenden:

A={weQ|we A} ={we A} = { »Atrittein« }.

Wir wollen nunKombinationen von Ereignissd@trachten.
SeienA, B, A;,i € I, Ereignisse. Was bedeuten Ereignisse Wig AU B,
Um dies herauszufinden, betrachten wir einen moglichendathd untersuchen, wann dieser

.1 Ai anschaulich?

eintritt;

e AUB:

weAUB & w e Aoderw € B,
»A U Btritteink < »A tritt ein oderB tritt ein«.

Universitat Bonn Sommersemester 2009



8 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

® Uie] Az .
w € Ujes Ai & esgibteini € I mitw € A;.
»|J;e; Ai tritteine < »mindestens eines der Ereignissgtritt ein«.

e WEITERE BEISPIELE

ANB & »A und B treten eing,

N Ai & »jedes ded; tritt eing,

A =Q &  »Atritt nicht ein,

A= < »unmdogliches Ereignis« (tritt nie ein),
A=0Q & »sicheres Ereignis« (tritt immer ein),
A={w} <« »Elementarereignis« (tritt nur im Fall ein).

Sei A die Kollektion aller im Modell zugelassenen bzw. in Betragbzogenen Ereignisse.
A besteht aus Teilmengen véh d.h.

ACP(Q), wobei
PQ)={A|ACQ}
die Potenzmenge vof, d.h. die Menge aller Teilmengen véhbezeichnet. Die Kollektiotd

sollte unter den obigen Mengenoperationen, also abzahmbreinigungen, Durchschnitten und
Komplementbildung abgeschlossen sein. Wir fordern daher:

Axiom. A C P(Q) ist einec-Algebra, d.h.
(i) Qe A,
(i) Furalle A € Agilt: A e A,
(iii) Fr Ay, Ay, ... € Aqgilt: U2, 4 € A
Bemerkung. Firo-Algebren gilt auch:
a) NacH (i) und (i) ist) = Q° € A.
b) SindA, B € A, sogiltnachi(ii)undd): AuUuB=AUBUDUDU...€ A
c) SindA;, Ay, ... € A, soistnach (i) und@(ii): N, 4 = (U2, A9)C € A.
Beispiel. Die Potenzmenggl = P(12) ist einec-Algebra.

Ublicherweise verwendet mad = P(Q) bei diskretenModellen, d.h. fiir abzahlbare.
Bei nichtdiskreten Modellen kann maicht jede Wahrscheinlichkeitsverteilurfg auf einero-
-Algebra A C P(Q2) zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung gaf<2) erweitern (siehe »Einfuh-
rung in die Wahrscheinlichkeitstheorie«).
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1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 9

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei(2 eine nichtleere Menge und C P(£2) eines-Algebra. Wir wollen nun Ereignisse# € A
eine Wahrscheinlichkei®[A] zuordnen. Fiir Ereignissé, B € A gilt:

AU B tritt ein < A oder B tritt ein.
AngenommenA und B treten nicht gleichzeitig eird.h.
ANB =1, (A und B sind »disjunkt«).
Dann sollte »endliche Additivitat« gelten:
P[AUB] = P[A] + P[B].
Axiom. Eine Abbildung

P: A—|0,00]
A P[A]

ist eineWahrscheinlichkeitsverteilunguf (2, A), wenn gilt:

(i) P ist»o-additivs d.h. fir Ereignissed;, Ay, ... € Amit A; N A; =0 furi # j gilt:
i=1 =1
(i) P ist»normiertsd.h.
P[Q] = 1.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum((2, A, P) besteht aus einer Mengk einero-AlgebraA C P(1),
und einer Wahrscheinlichkeitsverteilufauf (2, A).

Satz 1.1(Elementare Rechenregelr§ei((2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
i) Es gilt P[0] =0,
i) Fir A, B € Amit An B = () gilt endliche Additivitat

P[AU B] = P[A] + P|B).

Universitat Bonn Sommersemester 2009



10 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

iii) Fir A, B € AmitA C B gilt:
P[B] = P[A] + P[B\A].

Insbesondere qilt:

P[A] < P[B], »Monotonie
P[A“] =1 - P[A], »Gegenereignis«
PlA <1

iv) Flr A, B € Aqilt:

P[AUB] = P[A] + P|B] — P[An B] < P|A] + P|B].

Beweis. i) Wegen dew-Additivitat von P gilt

1=P[Q]=PQUOUOU...] = P[Q]+ P[0]+ P[0]+...,
~— O~~~ =~
=1 >0 >0
und damit
P[0} = 0.

ii) Fur disjunkte Ereignissél, B folgt aus deir-Additivitat und miti):

P[AUB]=P[AUBUDUDU.. ]
[A] + P[B] + P[0] + ...
[A] + P[B].

P
P

i) Falls A C B,istB = AU (B\A). Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt mit]ii):
P[B] = P[A] + P[B\A] > P|A].
Insbesondere ist = P[Q] = P[A] + P[A] und somitP[A] < 1.
iv) Nachiii) gilt:
P[AU B] = P[A] + P[(AU B)\A]

[A] + P[B\(AN B)]
[A] + P[B] — P[ANB.

P
P

O

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 11

Aussage 1V}) des Satzes lasst sich fiir endlich viele Eresgnisrallgemeinern. Na¢h jv) gilt
fur die Vereinigung von drei Ereignissen:

B PR B=PIIA-O ] A PO (B(A)]B) N C]
= P[A] + P[B]+ P[C]— P[AnB]— P[ANC]—-P[BNC|+ P[AnBNC].

Mit vollstandiger Induktion folgt:

Korollar (Einschluss-/Ausschlussprinzidjir n € N mit Ereignisser,, ..., A, € A gilt:

Pl AiUAU...UA, |=> (D" 3" Pl A,nA,N..N4, ].
»eines derd; tritt ein«  F= ISH<<isn A A

iy Ay, ..o UNd A;, treten ein«

Das Einschluss-/Ausschlussprinzip werden wir auf eingaeleere Weise am Ende dieses
Kapitels beweisen (siehe Saiz]1.9).

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Als Beispiel fur eine diskrete Wahrscheinlichkeitsvdtieg haben wir den Munzwurf betrachtet:

Q= {071}7 A= {{®}7{0}7{1}7{071}}7
PI{0}] =1-p, P[] =1.
ALLGEMEIN: Ist die Menge der moglichen Falfeé endlich oder abzahlbar unendlich, dann

setzen wir als zugehorige AlgebraA = P[Q)].

Satz1.2. i) Sei0 < p(w) <1, copr(w) =1 eine Gewichtung der mdglichen Falle. Dann
ist durch

P[A]:=) p(w), (ACQ),
weA
eineWahrscheinlichkeitsverteilurauf (€2, .4) definiert.
i) Umgekehrt ist jede WahrscheinlichkeitsverteiluA@uf (2, .A) von dieser Form mit
pw) = PHw}]  (we).

p: Q — [0, 1] heiBtMassenfunktion(»probability mass function«) der diskreten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung.

Universitat Bonn Sommersemester 2009



12 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Fur den Beweis des Satzes brauchen wir einige Vorbereitunge

Bemerkung (Morbemerkung zu Summen mit positiven Summand&gi A eine abzéhlbare
Menge,p(w) > 0 fur allew € A. Dann definieren wir

D pw) =3 p(w),

w€EA

wobeiw;, ws, . . . eine beliebige Abz&hlung vas ist.

Lemmal3. i) > .,p(w) € [0,00] und ist wohldefiniert (d.h. unabhéangig von der Abzah-

lung). Es gilt:
> plw)= sup Y p(w (1.1.1)
\F|<oo
Insbesondere gilMonotonie:
Y pw) <) pw),  (ACB). (1.1.2)

wEA w€EB

i) Ist A =J;2, A; eine disjunkte Zerlegung, dann gilt:

S pw) =33 pw)

w€eA =1 weAi

Beweis. i) Seiw;,ws,... eine beliebige Abz&hlung voA. Aus p(w;) > 0 fur allei € N
folgt, dass die Partialsummén’_, p(w;) monoton wachsend sind. Daraus folgt:

Zp w;) = sup Zp w;).

neN

Falls die Menge der Partialsummen von oben beschranktxistjest dieses Supremum
n [0,00). Andernfalls divergiert die Folge der Partialsummen estt gegert-oco. Zu

zeigen bleibt:
sup Zp w))= sup » p(w)  istunabhangig von der Abzahlung von A.
nEN FCA wel
|F|<oo

»<« Fur allen € N qilt:

S bl < sup S )
i=1

FCA
|F\<oo

da das Supremum auch Ubér= {w, ...,w,} gebildet wird. Damit folgt »<«.

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle
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»>« DaF C Aendlichist, gibtes eim € N, so dasg’ C {wy,...,w,} . Also gilt:

S opw) <3 plwn) <3 plewn)

weF

Damit folgt »>«.

i) e Falls A endlich ist, giltA; # § nur fur endlich vielei € N und alle A; sind endlich.
Die Behauptung folgt dann aus dem Kommutativ- und dem Assiogesetz.

e Sei andernfallsA abzahlbar unendlich.

»<«: DaF C Aendlich, istF' = [ J;° F'N A;. Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt
mit o-Additivitat und Gleichung[(1.1]2):
P[F] = ZP[FﬂAi] < ZP[Ai]'
1€N €N
Mit (f)) gilt auch:
PlA] = sup PF] <) PlA].

FeA ieN
|F|<oo
Damit folgt »<«.
»>«. SeienF; C A; endlich. Da dieF; disjunkt sind, folgt mitr-Additivitat und Glei-

chung [(1.1.P) fur alle: € N:

zn:P[E] =P OE <P GAZ- = P[A].
=1 i—1 i=1
Mit (L.1.1) folgt
S PlA] < PLAL
und furn — oo schlief3lich -
i P[A;] < P[A]

Damit folgt »>«.

Beweis von Safz1.2. i) EsistP[Q] = ., p(w) = 1 nach Voraussetzung.
Seien4;, (i € N) disjunkt undA := (J;°, A;. Die o-Additivitat von P folgt aus Lemma
[L.3[iiy:

PIUAT = PA =3 p(@) =3 D plw) =3 PIA]

w€eA =1 weAi

Universitat Bonn Sommersemester 2009



14 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

i) Aus dero-Additivitat von P folgt:

PlA] = P[ | J{w}] = PHw}l.
w€EA weA

disjunkt

Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Gleichverteilungen / Laplace-Modelle

Sei2 endlich und nichtleetd = P(Q) undp(w) = ﬁ fur allew € Q. Dann ist

_ |A] _ Anzahl »ginstiger« Félle
Q] Anzahl aller Falle ’
die Wahrscheinlichkeitsverteilung zuund wird Gleichverteilunggenannt.

PlA] (ACQ),

Beispiele. a) n FAIRE MUNZWURFE:
SeiQ) = {0,1}" und P die Gleichverteilung. Dann ist
1
plw) = on

b) ZUFALLIGE PERMUTATIONEN:
SeiQ =S8, = {w: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijektive Abbildungen} und P die

Gleichverteilung. Dann ist

_ A

ol

Beispiele fur zuféllige Permutationen sind das MischeregiKartenspiels, Vertauschen

P[A]

von Hiten oder Umzug in die LWK, wobeiSchlussel zufallig vertauscht werden. Es gilt:

—1)!
P[»derk-te Schlissel passt auf Schlo = P[{w € S, |w(i) = k}] = (= 1! _ l

n! n

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf? einer der Schlissert passt?
Das Ereignis »Schlussepasst« istd; = {w | w(i) = i} = {» ist Fixpunkt«}. Die Wahr-
scheinlichkeit fir das Ereignis »ein Schlissel passt«@shmdem Einschluss-/Ausschluss-
prinzip (Sat 1.D):

P]»es gibt mindestens einen Fixpunki« P[A; U A; U ... U A,)]

=> (=1F! > PlA;, N A, N...NA;]
k=1

1<i1<i2<..<ip<n

Yy 2R

n!
k=1 1<41 <12<...<ip <n

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle
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wobei die innere Summe Uber alleelementigen Teilmengen lauft. Es folgt:

~ (=1
J!

k=1

Flr das Gegenereignis erhalten wir:

P]»kein Schlissel passt« P[»kein Fixpunkt«— P[»mindestens ein Fixpunkt«

Die letzte Summe konvergiert fiir — oo gegene~!. Der Grenzwert existiert also und ist
weder0 noch1! Die Wahrscheinlichkeit hangt fiir grofsenur wenig vonn ab.
Empirische Verteilungen

Seienxy, xs,...,x, € €2 Beobachtungsdaten oder Merkmalsauspragungen, zum 8ledss
Alter aller Einwohner von Bonn. Sei

N[A] == |{i € {1,...,n} | 2; € A}|, die Anzahl bzw. Haufigkeit der Werte i, und

Pl4] = ——. die relative Haufigkeit der Werte iA.

Dann istP eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aut, P(£2)) mit Massenfunktion

p(w) = N[;{;}}], der relativen Haufigkeit der Merkmalauspragungen

Beispiele. a) ABZAHLUNG ALLER MOGLICHEN FALLE:
Seizy, ..., x, eine Abzahlung der Elemente {h Dann stimmt die empirische Verteilung
mit der Gleichverteilung tGberein.

b) EMPIRISCHE VERTEILUNG VON n ZUFALLSZAHLEN AUS {1,2,3,4,5,6}:
Seienzy, ..., z, Pseudozufallszahlen a{f, 2,3,4,5,6}.

e n = 100:
ListPlotBinCountsz[[1;;100]], {1, 7, 1}]/100, Filling — Axis,

Universitat Bonn Sommersemester 2009
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PlotRange— {0, 0.3}, PlotStyle— PointSiz¢Larg€]
0.30

0.25
0.20

0.15

0.05

0.10 [

e 1 — 10000:

ListPloBinCountsz|[1;;10000]], {1, 7, 1}] /10000, Filling — Axis,

PlotRange— {0, 0.3}, PlotStyle— PointSiz¢Larg€]
0.30

0.20

0.15

0.05

0.25[

0.10F

Cc) EMPIRISCHE VERTEILUNG DERBUCHSTABEN »A« BIS »Z«:

e in dem Wort »Eisenbahnschrankenwaerterhaeuschen«:

freq = StringCounp>eisenbahnschrankenwaerterhaeuschgh«

&I@CharacterRangeas »z«;
relfreq = freq/Totallfreq|;

Algorithmische Mathematik Il

Prof. Andreas Eberle
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ListPlotrelfreq Filling — Axis, PlotStyle— PointSizélLargé]

0.20]- ®
0.15 °
e 'Y
010
0.05 -
4 %lolw

5 10 15 20 25

¢ in einem englischen Worterbuch:
freq = LengthDictionaryLookup# ~~ ___]|&/@CharacterRangeas »z«;
relfreq = freq/Totallfreq;

ListPlotrelfreq Filling — Axis, PlotStyle— PointSizéLarge]
012 °

0.10 -
0.08 - °
0.06 | ® ®

0.04 -

U LA,

10 15 20 25

(&)]

d) BENFORDSCHESGESETZ
Das Benfordsche Gesetz, auch Newcomb-Benford’s Law (NEischreibt eine Gesetz-
maligkeit in der Verteilung der Ziffernstrukturen von Zain empirischen Datenséatzen,
zum Beispiel ihrer ersten Ziffern. Es lasst sich etwa in Da#¢zen tUber Einwohnerzah-
len von Stadten, Geldbetrage in der Buchhaltung, Natutkotsn etc. beobachten. Kurz
gefasst besagt es:

Universitat Bonn Sommersemester 2009
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»Je niedriger der zahlenméaRige Wert einer Ziffernsequesiaromter Lan-
ge an einer bestimmten Stelle einer Zahl ist, umso wahnsktieer ist ihr Auf-
treten. Fur die Anfangsziffern in Zahlen des Zehnersysgithgum Beispiel:
Zahlen mit der Anfangsziffer 1 treten etwa 6,5-mal so haufigrae solche mit
der Anfangsziffer 9.«

1881 wurde diese Gesetzmaligkeit von dem MathematikerrSheavcomb entdeckt und
im ,American Journal of Mathematics" publiziert. Er sollrberkt haben, dass in den be-
nutzten Bichern mit Logarithmentafeln, die Seiten mit Tieipemit Eins als erster Ziffer
deutlich schmutziger waren als die anderen Seiten, wedféémbar ofter benutzt worden
seien. Die Abhandlung Newcombs blieb unbeachtet und wamsichVergessenheit gera-
ten, als der Physiker Frank Benford (188348) diese Gesetzmaligkeit wiederentdeckte
und dartber 1938 neu publizierte. Seither war diese Ges@igrkeit nach ihm benannt,
in neuerer Zeit wird aber durch die Bezeichnung »Newcombf@d’'s Law« (NBL) dem
eigentlichen Urheber wieder Rechnung getragen. Bis voligeenJahren war diese Ge-
setzmaligkeit nicht einmal allen Statistikern bekannit Beit der US-amerikanische Ma-
thematiker Theodore Hill versucht hat, die Benford-Véuteg zur Losung praktischer Pro-
bleme nutzbar zu machen, ist ihr Bekanntheitsgrad gewachse

(Quelle Wikipedia)HAUFIGKEITSVERTEILUNG DERANFANGSZIFFERN VONZAHLEN:

Ist d die erste Ziffer einer Dezimalzahl, so tritt sie nach demfBedschen Gesetz in em-
pirischen Datenséatzen naherungsweise mit folgendenvestatiaufigkeiterp(d) auf:

1
p(d) =logyo 1 + q- logipd+1—logy,d.

In der Grafik untenQuelle Wolfram Demonstrations Project) werden die relativenfi¢au
keiten der Anfangsziffern bis9 in den Anzahlen der Telefonanschliisse in allen Landern
der Erde mit den nach dem Benfordschen Gesetz prognostiziezlativen Haufigkeiten

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



1.2. ZUFALLSVARIABLEN UND IHRE VERTEILUNG 19

verglichen.

1.2 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei (1, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition. i) Einediskrete Zufallsvariable (ZV)st eine Abbildung
X: Q=5 S abzahlbar,
so dal3 fur allez € S qilt:
X a)={weQ| X(w)=a} €A (1.2.1)
Fir X !(a) (das Urbild vona unter X') schreiben wir im folgendefiX = a}.
i) Die Verteilungvon X ist die Wahrscheinlichkeitsverteilupg, auf S mit Gewichten
px(a):=P{X =a}], (a€S9)
Fur P[{X = a}| schreiben wir im folgendeR[X = a].
Bemerkung. a) Inder Tatispx Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilunglisi
Sat41.D):
) Firallea € Sgil:  px(a) >0
ii) Da die Ereignissd X = a} disjunkt sind, folgt:

S pxla) =Y PX =a]=P[| J{X =a}] =P[O = 1.

a€esS a€eS a€eS
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20 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

b) FurB C S qilt:

{(XeBl={weQX(w)eB} = J{X=a} €A, sowie
X-1(B) acB  cq
PIX € B]=Y PX=a] =Y px(a) = px(B).

Die Verteilungux gibt also an, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die Zufalsable X
Werte in bestimmten Mengen annimmit.
Beispiel(Zweimal wirfeln) SeiQ2 = {w = (w,ws) |w; € {1,...,6}} und seiP die Gleichver-

teilung.

a)
SeiX;: Q0 — S:={1,2,3,4,5,6},
X(w) = wy, die Augenzahl desten Wurfs
X; ist eine diskrete Zufallsvariable mit Verteilupg,. Die Gewichte vonux, sind
6 1 y
px;(a) = P[X; =a] = Frial furallea € S,

d.h. X; ist gleichverteilt.

b)
SeiY: Q0 — S :={2,3,...,12}
Y(w) = Xi(w) + Xo(w), die Summe der Augenzahlen
Die Gewichte der Verteilung vor sind
+ fallsa € {2,12},
py(a)=PlY =al =42 fallsac {3,11},.
d.h.Y ist nicht mehr gleichverteilt!
Allgemeiner:

Beispiel. SeiQ? = {wy, ..., w,} endlich,P die GleichverteilungX : 2 — S eine Zufallsvariable

undz; := X (w;). Dann ist

_fwe X =a)| _[{1<i<n|z=a)
] n |

also istyu, die empirische Verteilung vony, . . ., z,,.

P[X =d]
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Binomialverteilung

Beispiel (»Ziehen mit Zurtcklegen«Wir betrachten eine endliche Grundgesamtheit (Populati-
on, Zustandsraumy, zum Beispiel Kugeln in einer Urne, Vogel im Wald, EinwohnmeNRW.
Wir wollen nun die zuféllige Entnahme venEinzelstichproben mit Zuriicklegen aideschrei-
ben und setzen daher

Q=5"={w=(x1,...,2,) | x; € S}.

Wir nehmen an, dal3 alle kombinierten Stichproben gleichregieinlich sind, d.hP sei die
Gleichverteilung auf?.
RELEVANTE ZUFALLSVARIABLEN UND EREIGNISSE

e j-ter Stichprobenwert:

Xi(w) = ay,

St st 1 "
PlX;=ad] = = = far all S,
[ al 9] ST 5] urallea €

d.h. X; ist gleichverteilt aufS.

Sei £ C S eine bestimmte Merkmalsauspragung der Stichprobe, diemwviolgenden
als »Erfolg« bezeichnen (zum Beispiel schwarze Kugel, Bebtung einer Amsel). Dann
kénnen wir die Ereignisse

{X; € E} »Erfolg beii-ter Stichprobex

betrachten. Es gilt:

|£]
P[X; € E] = px,(E) = S|
Wir setzen
q:= %, »Erfolgswahrscheinlichkeit«

e Haufigkeit von E / »Anzahl der Erfolge«:
Seinun

N:Q—{0,1,2,...,n},
Nw):={1<i<n|X;w) e E}

die Anzahl der Einzelstichproben mit Merkmalsauspraging
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22 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Lemma 1.4.Fur k € {0,1,...,n} gilt:

PV =i = ()t 1-pr*
Beweis.Es gilt
oI M) = kH = () IBFIS\EI,

wobei
(Z) =Anzahl der Mdglichkeitert Indizes aud1, ..., n} auszuwéahlen
fur die ein Erfolg eintritt,
|E|” =Anzahl der Méglichkeiten fiir jeden Erfolg,
IS\ E|"~* =Anzahl der Mdéglichkeiten fiir jeden MiRerfalg
Also gilt:

piv = = WLV (o) (@)’“ (M)k

|S|™ k |S] |S]
Yy g n—k
= 1— .
(k)p ( P)
O

Definition. Sein € N undp € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung aff), 1, ..., n} mit
Massenfunktion

n _
o) = (1)1
heiRtBinomialverteilung mit Parameterm und p (kurz: Bin(n, p)).

Bemerkung. Dal p,,,, eine Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvertgjlist, folgt aus
Lemmd1.B!

Bemerkung. Ereignissely, . . ., E, heilderunabhangig falls

firallek <nundl <i; <iy <... <1 <ngilt.
SindEy, ..., E, unabhangig un®[E;] = p, dann ist

P[»genaut der E; treten eink= <Z) P (L —p)"

d.h. die Anzahl der Ereignisse, die eintreten, ist binoweidkilt. Der Beweis folgt weiter unten.
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Poissonverteilung

Beispiel(Warteschlange)Angenommen, die Kunden in einer Warteschlange komamaihan-
gig voneinandeeu zufalligen(gleichverteilten) Zeitpunkten. Wieviele Kunden kommereiner
Zeitspanne der Lang an? SeiN die Anzahl dieser Kunden ung = 1. Wir unterteilen das
Intervall [0, 1]:

I I | L1
| —
0+ & 3 =

n

Wir machen die folgende Annahme (die natirlich in zu mode#inden Anwendungsproblemen
zu Uberprufen ist):

»Wennn sehr grof} ist, dann kommt in einer Zeitspanne der L%ngist immer
hdchstens ein Kunde«.

E; stehe fur das Ereignis, dal3 ein Kunde im Zeitinter\kéglgll, ﬂ ankommt { < i < n).
Wir nehmen aufRerdem an, dal3 die Wahrscheinlichkeit ungfdn&on i und naherungsweise
proportional zu ist, also:

A
P[Ei]%—, )\G(0,00)
n
Fur das Ereignis, dal? genalunden im Zeitintervall0, 1] ankommen, sollte dann gelten, dass
P[N = k| ~ P[»genauk der E; treten eink~ p, 1 (k),

wobeip,, (k) das Gewicht vork unter der Binomialverteilung mit Parametemnd% ist. Diese
Né&herung sollteflr groRen immer genauer werden«

Satz 1.5(Poissonapproximation der Binomialverteilun@ei\ € (0, co). Dann gilt:

/\k
lim p, (k) —A

ak)=T7e k=012

Beweis. Es qilt:
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24 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung a{, 1, 2, . ..} mit Massenfunktion

)\k
p(k):Fe_A, k=0,1,2,...,

hei3tPoissonverteilung mit Parametex.

Aufgrund des Satzes verwendet man die Poissonverteilung&herungsweisen Modellie-
rung der Haufigkeit seltener Ereignisse (zum Beispiel epfHr in einem Buch, Schadenfalle
bei Versicherung, Zusammenbriiche des T-Mobile-Netzeyund damit zur »Approximation«
von Binomialverteilungen mit kleiner Erfolgswahrsch&hkeit p.

Fur haufigere Ereignisse (zum Beispiel wenn Erfolgswalaistichkeitp unabhangig vom ist)
verwendet man hingegen besser eine Normalverteilung wernégsweisen Modellierung der
(geeignet reskalierten) relativen Héufigk@ides Ereignisses fur grofke Definition und Eigen-
schaften von Normalverteilungen werden wir spater kereraeh.

Die folgenden (mit »Maple« erstellten) Graphiken zeigemRibisson- und Normalapproximati-
on (Poisson schwarz, Normalverteilung rot) der Binomigkiung (blau) fir unterschiedliche

Parameterwerte:
n =100, p = 0,35 n = 100, p = 0,02
0.08-
o_oe—f
0_04—2
o.oz—f
00+ \Bmme e L
25 30 35 40 45 RS AR AR SRR SRR AR

-1 0 1 2 3 4 5

Hypergeometrische Verteilung

Beispiel (Ziehen ohne ZurticklegenWir betrachternvn Kugeln in einer Urne (Wahler, Fische
im See, ...), davon rote undm — r schwarze. Gezogen wird eine zuféllige Stichprobe xon
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1.3. SIMULATION VON GLEICHVERTEILUNGEN 25

Kugeln, n < min(r, m —r). Sind alle Stichproben gleich wahrscheinlich, dann ispeieignetes
Modell gegeben durch:

Q=7P({1,...,m}) = alle Teilmengen vo{1,...,m} der Kardinalitéat,

P = Gleichverteilung auf?.
Wir definieren eine Zufallsvariabl&y : Q@ — {1,...,m} durch

N(w) := Anzahl der roten Kugeln iw.

Fur das Ereignis, dal3 gen&auote Kugeln in der Stichprobe sind, gilt:

eI Nw =kl (-GL)
€2 m)

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung wihypergeometrische Verteilung mit Parameternm,

PN = K]

r und n genannt.

Bemerkung. Untersucht man die Asymptotik der hypergeometrischerne\arig flirm — oo,
r — oo, p = - fest undn fest, so gilt:

PIN = k] — (Z) p* (1= p)~,

d.h. die hypergeometrische Verteilung nahert sich der Biatrerteilung an. Eine anschauliche
Erklarung dafur ist:

Befinden sich sehr viele Kugeln in der Urne, dann ist der Wetded zwischen Ziehen mit und
ohne Zuricklegen vernachlassigbar, da nur sehr selteeldekKugel zweimal gezogen wird.

1.3 Simulation von Gleichverteilungen

Ein (Pseudo-) Zufallszahlengeneratast ein Algorithmus, der eine deterministische Folge von
ganzen Zahlemnq, x, x5, ...mit Werten zwischerd und einem Maximalwerin — 1 erzeugt,
welche durch eine vorgegebene Klasse statistischer Tettswon einer Folge von Stichpro-
ben unabhangiger, afif, 1,2, ..., m — 1} gleichverteilter Zufallsgré3en unterscheidbar ist. Ein
Zufallszahlengenerator erzeugt also nicht wirklich Zigal Zahlen. Die von »guten« Zufalls-
zahlengeneratoren erzeugten Zahlen haben aber stéteskEsgenschaften, die denen von echten
Zufallszahlen in vielerlei (aber nicht in jeder) Hinsiclets &hnlich sind.
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26 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Konkret werden die Pseudozufallszahlen Ublicherweise éine deterministische Rekurrenzre-
lation vom Typ

xn+1::‘f(xnfk+17xnfk+27"'7xn)7 n’::kuk'+'17k'+'27"w

ausSaatwertenc, o, . . ., x5 erzeugt. In vielen Fallen hangt die Funktiémur von der letzten
erzeugten Zufallszahl,, ab. Wir betrachten einige Beispiele:

Lineare Kongruenzgeneratoren (LCG)
Bei linearen Kongruenzgeneratoren ist die Rekurrenzogiatom Typ
ZTpi1 = (azx, + ¢) mod m, n=20,1,2,....

Hierbei sinda, c undm geeignet zu wahlende positive ganze Zahlen, zum Beispiel:

ZX81-Generator m=2% 41 a=75, c=0
RANDU, IBM 360/370: m = 23!, a = 65539, c=0.
Marsaglia-Generatar ~ m = 232, a = 69069, c=1.
Langlands-Generator m = 24, a = 142412240584757, ¢ = 11.

Um einen ersten Eindruck zu erhalten, wie die Qualitat dezuwgten Pseudozufallszahlen vgn
c undm abhangt, implementieren wir die Generatoren mit »Matheraat
fIxJ:=Mod[azx + ¢, m]

Beispiel. Wir beginnen zur Demonstration mit dem Beispiel eines gahieshten LCG:
a=11;c=0;m = 63;

pseudorandomdata NestLisff, 1, 300];

ListPlofpseudorandomddta

[00000000000000000000000000000000000000000000000000
[00000000000000000000000000000000000000000000000000
[00000000000000000000000000000000000000000000000000
10§ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
[00000000000000000000000000000000000000000000000000
P00R0P00Q0P0000P00000000000000000000000000000000Q0S
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Die Folge von Zufallszahlen ist in diesem Fall periodisch @mer Periode, die viel kleiner
ist als die maximal moéglicheg). Dies rechnet man auch leicht nach.

Periodizitat mit Periode kleiner als m kann man leicht anksBen. Es gilt namlich:
Satz (Knuth). Die Periode eines LCG ist gleichh genau dann, wenn
i) ¢ undm teilerfremd sind,
i) jeder Primfaktor vonm ein Teiler voru — 1 ist, und
iii) falls 4 ein Teiler vonm ist, dann auch vom — 1.
Beweis.sieheD. Knuth :»The art of computer programming, Vol. 2.« O

Beispiel (ZX 81-Generator) Hier ergibt sich ein besseres Bild, solange wir nur die \eng
der einzelnen Zufallszahlen betrachten:

a="75.c=0;m=2"16 + 1;

pseudorandomdata NestLisff, 1, 30000];

ListPlofpseudorandomddta

60 000}
50 0008
40 0008
30000

20 000 (N8

10 000¢8

A 5000 » 10000 15000 20000 25 OO 30 00C

Fassen wir jedoch Paafe;, ;. 1) von aufeinanderfolgenden Pseudozufallszahlen als Koor-
dinaten eines zweidimensionalen Pseudozufallsvektdrsiad betrachten die empirische Ver-
teilung dieser Vektoren, so ergibt sich keine besonders gpproximation einer zweidimensio-
nalen Gleichverteilung:
blocks= Partitiorjpseudorandomdat;

ListPlotblockg
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|

10000 20000 30000 40000 50000 60000

'i .

!

Beispiel (RANDU). Hier scheinen sowohl die einzelnen Pseudozufallszahjesds auch die

Vektoren(z;, x; 1) ndherungsweise gleichverteilt zu sein:

a = 65539;¢c = 0;m = 2"31;
pseudorandomdata NestLis{f, 1, 30000];
ListPlofpseudorandomddta

2.0x10°§

1.5x% 10°

1.0x 10°

5.0% 10° }

500 10000 15000 20000 25000 SOOOC

blocks= Partitiorjpseudorandomdata;
ListPlotfblockg
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Fassen wir aber jeweils drei aufeinanderfolgende Psetdaltszahlen als Koordinaten eines
Vektors
(i, 41, iy 2) im Z3auf, dann ist die empirische Verteilung dieser Pseudolzvfzittoren keine
Gleichverteilung mehr, sondern konzentriert sich aufiriuzweidimensionalen Hyperebenen:

blocks3= Partitiorjpseudorandomdata;
ListPointPlot3Dblocks3

Beispiel (Marsaglia-Generator)Der von Marsaglia 1972 vorgeschlagene LCG besteht dagegen
alle obigen Tests (und einige weitere):

a = 60069;c = 1;m = 2"32;

pseudorandomdata NestLisff, 1, 30000];

ListPlotpseudorandomddta
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5000 10000 15000 20000 25000 30 00C

blocks= Partitiorjpseudorandomdata;
ListPlotblockg

blocks3= Partitiorjpseudorandomdata;
ListPointPlot3Dblocks3
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Dies bedeutet natirlich nicht, dafl3 die vom Marsaglia-Gaoeerzeugte Folge eine fatle
Zwecke akzeptable Approximation einer Folge von unablgergtichproben von der Gleich-
verteilung ist. Da die Folge in Wirklichkeit deterministisist, kann man einen Test konstruieren,
der sie von einer echten Zufallsfolge unterscheidet.

Shift-Register-Generatoren

Bei Shift-Register-Generatoren interpretiert man einblZzac {0,1,... 2% — 1} zunachst als
Binarzahl bzw. als Vektor auf), 1}*, und wendet dann eine gegebene Maffidarauf an, um
Z,41 ZU erhalten:

Tpr1 = Txy, n=20,1,2,....

Kombination von Zufallszahlengeneratoren

Zufallszahlengeneratoren lassen sich kombinieren, zuispi indem man die von mehreren
Zufallszahlengeneratoren erzeugten Folgen von Pseusltsazhlen aug0,1,...m — 1} mo-
dulom addiert. Auf diese Weise erhalt man sehr leistungsfahidaliBaahlengeneratoren, zum
Beispiel den Kiss-Generator von Marsaglia, der einen LC&awei Shift-Register-Generatoren
kombiniert, Period@” hat, und umfangreiche statistische Tests besteht.

Zufallszahlen aus [0,1)

Ein Zufallszahlengenerator kann naturlich nicht wirkliekelle Pseudozufallszahlen erzeugen,
die die Gleichverteilung auf dem Intervall, 1) simulieren, denn dazu wirden unendlich vie-
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le »zufallige« Nachkommastellen bendtigt. Stattdessedevetblicherweise (pseudo-)zuféllige
Dezimalzahlen vom Typ

n— n € 0717"'7 _17
u - x, € { m—1}

erzeugt, wobein vorgegeben ist (zum Beispiel DarstellungsgenauigkeiGteaputers), und,
eine Folge ganzzahliger Pseudozufallszahlen{@ud, ..., m - 3 ist. In »Mathematica« kann
man mit
RandomReaﬁspecWorkingPrecisione k:]

pseudozufallige Dezimalzahlen mit einer beliebigen vgedenen Anzaht von Nachkom-
mastellen erzeugen.

Zufallspermutationen
Der folgende Algorithmus erzeugt eine (pseudo-)zuféalkgemutation aus,, :

Algorithmus 1.6 (RPERM) rperm[n_] =
Module[{x = Range[n], k, a},
(* Beginn mit Liste {1,2,...,n} *)
Do[
k = Randominteger([{i, n}];
a = X[[iI;
[0l = x[IK]L;
X[[K] = a;
(* Vertausche Xx[[i]] und Xx[[K]] *)
i, no- 13
(* Schleife, i lauft von 1 bis n-1 *)
X (* Ausgabe von x *)]

rperm(17] {12, 5,13,8,17,9,10,6,1,7, 16,15, 14,4, 2,3, 11}
UBUNG:
SeiQ, ={1,2,...,n} x{2,3,...,n} x--- x{n—1,n}.

a) Zeigen Sie, daf3 die Abbildung(w) = 7,14, , © - © T2, © T1 ., €ine Bijektion vort2,
nachs,, ist (7, ; bezeichnet die Transposition von i und j).

b) Folgern Sie, dalR der Algorithmus oben tatsachlich einghtobe einer gleichverteilten
Zufallspermutation aus,, simuliert.
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1.4 Erwartungswert
Sei(Q2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsrauns, C R abzahlbar undy : 2 — S eine Zufallsvaria-
ble auf(2, A, P).

Definition. Der Erwartungswertvon X bzgl. P ist definiert als

E[X]:= Za-P[X =a] = Za-px(a),

a€sS acesS
sofern die Summe auf der rechten Seite wohldefiniert istddibh&angig von der Abz&hlung von
S).

Bemerkung. a) FallsX(w) > 0 furallew € 2 gilt, sind alle Summanden der Reihe nichtne-
gativ und der Erwartungsweft| X | € [0, oo] wohldefiniert.

b) Falls die Reihe absolut konvergiert, d.h. fall3, ¢ |a| - P[X = a] endlich ist, ist der
Erwartungswer[ X | € R wohldefiniert.
E[X] kann als dePrognosewerbder(gewichteter) Mittelwertir X (w) interpretiert werden.

Beispiel (Indikatorfunktion eines Ereignissesc A). Sei

1 fallsw e A,
X(w) = Is(w) =
0 fallsw e A°.

Dann ist der Erwartungswert
E[X]=1-P[X =1]4+0-P[X = 0] = P[A].
Ein Beispiel dafir ist ein elementarer Versicherungskakitmit Leistung

v c fallsw e A, »Schadensfall«

0 sonst

Dann qilt:
Y=c-I4 und E[Y]=c- P[A].

Beispiel (Poissonverteilung)Sei X Poisson-verteilt mit Parametar Dann ist der Erwartungs-

wert
- = Ay D = M
E[X]:Zk'P[X:k]:Zk'ﬁe :)\.Zme :A~Zwe =\
k=0 k=0 ’ k=1 ’ k=0 :

Wir kdnnen daher den Paramegeals Erwartungswert oder die mittlere Haufigkeit des Ereigni
ses interpretieren.
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Sei nun$ eine beliebige abzahlbare Menge, S — R eine Funktion undX : ) — S eine
Zufallsvariable. Wir definieren
9(X): Q@ —R,
w = g(X(w)).
g(X) ist einereellwertige Zufallsvariable

Satz 1.7(TransformationssatzEs gilt

=) gla)- P[X =d],

aesS
falls die Summe wohldefiniert ist (zum Beispiel falisichtnegativ ist oder die Summe absolut
konvergiert).

Beweis.Es gilt mit Verwendung des-Additivitat

Ha0)= 3 0 =t= 3 0Pl U tr-al

beg(S beg(S acg—1(b)

:Zb.z X =d

beg(S) acg—1(b)

= > > gla)-P[X=d

beg(S) acg=1(b)

= Zg(a) - PIX =a).

aesS

Bemerkung. a) Insbesondere gilt:

E[X|) = _lal- P[X = a].

aesS

Ist £[| X |] endlich, dann konvergief[X] = > a - P[X = a] absolut.
b) Ist{) abzahlbar, dann folgt fik : 2 — R:

E[X]=E[Xoidg] = Y  X(w)- P{{w}] =) _ X(w)

weN weN
wobeiidg, die identische Abbildung aui? bezeichnet. Der Erwartungswert ist apesvich-
tete Mittel Ist P die Gleichverteilung auf?, folgt weiter:

el Z

Der Erwartungswert ist in diesem Spezialfall @aghmetische Mittel
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Beispiel (Sankt-Petersburg-Paradoxoiyir betrachten ein Gliicksspiel mit fairen Minzwdrfen
X1, X5, ..., wobei sich der Gewinn in jeder Runde verdoppelt bis zunearbtal »Kopf« fallt,
dann ist das Spiel beendet.Wie hoch ware eine faire Teilegeiihr fir dieses Spiel?
Der Gewinn ist

Glw)=2"T®  mit

T(w) :=min{n € N| X, (w) = 1}, der Wartezeit auf »Kopf«.

Fur den erwarteten Gewinn ergibt sich

E[G]=) 2" PT=k=> 2" PX;=-=X;_1=1,X, =0/ =) 2F2*
k=1 k=1 k=1
= Q.

Das Spiel sollte also auf den ersten Blick bei beliebig hdfeinahmegebihr attraktiv sein —
dennoch wére wohl kaum jemand bereit, einen sehr hohentEinsaahlen.

Eine angemessenere Beschreibung — vom Blickwinkel dedeBpiaus betrachtet — erhéalt
man, wenn man eine (Ublicherweise als monoton wachsendamidi vorausgesetzte) Nutzen-
funktion u(x) einfuhrt, die den Nutzen beschreibt, den der Spieler vomitilp hat. Fir kleine
x kdnnte etwau(x) = x gelten, aber fur groRe ware plausibler(z) < z. Dann istc ein fairer
Einsatz aus Sicht des Spielers, werin) = Elu(G)] gilt.

Satz 1.8(Linearitat des ErwartungswertspeienX : @ — Sy C RundY : Q — Sy C R
diskrete reellwertige Zufallsvariablen auf2, A, P), fur die E[|X|] und E[|Y|] endlich sind,
dann gilt:

ENX 4+ uY]=NE[X]|+ puE[Y] furalle A\, u € R.

Beweis. Wir definiereng: Sx x Sy — R, (z,y) — Ax+py.Dannistg(X,Y) = X +puY
eine Zufallsvariable mit Werten ifix x Sy. Mit dem Transformationssatz folgt:

EXX +pY] = Elg(X,Y)]
=) ) glab)PIX =aY =] (1.4.1)

()\a—l—,ub)P[X:a,Y:b]

I
S lvg

_ Z Zp Y=b+pd> b)Y PX=aY =10
— Z (X =al+pu > bPY =10
:/\E[X]JruE[Y].
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Hierbei konvergiert die Reihe in (1.4.1) absolut, da

S Matpb| PIX =a,Y =b <[\ Y |a| P[X =a]+[u] Y [b| P[Y =1

a€Sx beSy a€Sx beSy

= [AL B[ X] + [ul E[Y]]
nach Voraussetzung endlich ist. O

Korollar (Monotonie des Erwartungswertseien die Voraussetzungen von $atk 1.8 erfllt. Sei
zuséatzlichX (w) < Y (w) fur alle w € ©, dann gilt:

E[X] < E[Y].

Beweis.Nach Voraussetzung gilt” — X )(w) > 0 fur allew € €2, weshalb der Erwartungswert
E]Y — X] nichtnegativ ist. Aufgrund der Linearitat des Erwartungsw folgt:

0< E[Y — X] = E[Y] — E[X].
O

Beispiel (Unabhangigdé-1-Experimente) SeienA;, A,, ..., A, € A unabhéngige Ereignisse
mit Wahrscheinlichkeip, und sei

Xi =14, die Indikatorfunktion des Ereignissels, i = 0, ..., n.
a) Die ZufallsvariablenX; sindBernoulli-verteilt mit Parametep, d.h.

¥ 1 mit Wahrscheinlichkeip,

0 mit Wahrscheinlichkeit — p.

Also gilt:
E[Xi] = E[la] = P[A] = p,
analog zu Beispié[114.
b) Die Anzahl
Sp=X1+Xo+--+ X,

der Ereignisse, die eintreten, ist binomialverteilt mitdPaeternn und p (siehe Ubung),
d.h.

P[S, = k] = <Z) pr(1—p)" .
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Den Erwartungswert kann man daher wie folgt berechnen:

=...=np.

Einfacher benutzt man aber die Linearitat des Erwartungsyuend erhalt

ZX] - ZE[Xi] =np,

sogarohne Verwendung der Unabhéangigkeit

E[S,| = E

Beispiel (Abhangige0-1-Experimente) Wir betrachten eine Population ansObjekten, davon
r rote, aus der eine Zufallsstichprobe au®bjekten ohne Zuriicklegen enthommen witdg
min(r,m — r). SeiA; das Ereignis, dafl} dage Objekt in der Stichprobe rot ist, und;, = 14,.
Die Anzahl

Sp=X1+ -+ X,
der roten Objekte in der Zufallsstichprobe ist dann hypemgetrisch verteilt mit Parametern,
r undn. Als Erwartungswert dieser Verteilung erhalten wir anatag letzten Beispiel:

E[S) =Y ElX]=Y PlA]=n %
=1 =1
Beispiel (Inversionen von Zufallspermutationergeien() = S,, die Menge aller Permutationen
w:{l,...,n} —{1,...,n}, P die Gleichverteilung auf2, und
N(w) = [{(i,5) [ i < jundw(i) > w(j)},
die Anzahl der Inversionen einer Permutatior 2. Dann gilt

N= > I,  wobei

1<i<j<n

Aij=A{w e S w(i) >w(j)}

das Ereignis ist, dal3 eine Inversion viond j auftritt. Es folgt:

E[N] =Y Ells,]=) Plwe S, |wi)>w(j)}] = Z% = % (Z) - w

1<j 1<j 1<j
ANWENDUNG: Beim Sortieralgorithmus »Insertion Sort« wird der Wert;) einer Liste
{w(l),w(2),...,w(n)} beim Einfigen vonw(j) genau dann verschoben, weal)j) < w(i)

gilt. Ist die Anfangsanordnung eine Zufallspermutation kierrekten Anordnung, dann ist die
mittlere Anzahl der Verschiebungen, die der Algorithmuswmmt, also gIeicHl(’ﬁl—_l).
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Satz 1.9(Einschluss-/Ausschlussprinzidir n € N und Ereignissedy, ..., A, € A qgilt:

PIAJUAU.. UA]=) (D" Y P[A,NA,N...NA]
k=1 1<ii <...<ix<n
Beweis.Wir betrachten zunachst das Gegenereignis, und drickewalescheinlichkeiten als
Erwartungswerte von Indikatorfunktionen aus. Unter Ausang der Linearitat des Erwartungs-
werts erhalten wir:

PI(AU--UA)] = P AT -0 4] = B[Ligrnag]

n

BT 1) = BIT0 - 10)

3

k=0 1<i1 <. <ip<n
k=0 1<i1 <. <ip<n
k=0 1<i1 <. < <n

Es folgt:
PlAjU---UA]=1-P[(AU---UA,)“]

=Y (=D Y PlA N4, N NA,]

k=1 1<i1<..<ip<n
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Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € A Ereignisse. Was ist die Wahrschein-
lichkeit daftir, dalRA eintritt, wenn wir schon wissen, ddR eintritt?

Relevante Falle: weB
Davon gunstige Falle:w € AN B

Definition. SeiP[B] # 0. Dann heif3t
P[A|B] :=
die bedingte Wahrscheinlichkeit vom gegebenB.

Bemerkung. a) P[e |B]: A— P[A|B]ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung at, A),
die bedingte Verteilung gegebeB . Der Erwartungswert

E[X|B] =) a-P[X =a|B]
a€sS
einer diskreten Zufallsvariabl& : 2 — S bzgl. der bedingten Verteilung heiBédingte
Erwartung von X gegebens.

b) Ist P die Gleichverteilung auf einer endlichen Merfgedann gilt:

|ANB|/|Q?|  |ANB]

PAIB= =50 = 1

furalle A, B C Q.

39



40 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

Beispiel. a) Wir betrachten eine Familie mit 2 Kindern, und stellenfliage nach dem Ge-
schlecht der Kinder. Sei daher

Q= {JJ,JM, MJ,MM?}.

Angenommen, alle Falle waren gleichwahrscheinlich. Datin g

Pl»beide Madchenioeines Madcheric I{MJL}% % }’JW}' _ %

P|[»beide Madchent»das erste ist Madchep« % = %

In Wirklichkeit sind die Kombinationed J und M M wahrscheinlicher.

b) Bei 20 fairen Minzwirfen fallt 15-mal »Zahl«. Wie grof3 éée Wahrscheinlichkeit, dal3
die ersten 5 Wurfe »Zahl« ergeben haben? Sei

Q:{w: (1‘1,...1‘20) |ZEZ S {0,1}}, und
Xi(w) =z, der Ausgang desten Wurfs.

Es qgilt:
20
20 P[Xi=...=X;=1und} X, = 10]
P[Xi=..=X;=1] Y X;=15] = — =t
i=1 P[> X; =15]
=1
L2 B() 1514 11 1
27Xy 20419 16 5
DagegenisP[X, =...= X5 =1] = L.

32

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten durch Fallunterscha&lung

Sei() = |J H; eine disjunkte Zerlegung vdn in abzahlbar viele Félle (»Hypotheserni&), i €
I.

Satz 2.1.Firalle A € Aqilt:

PlA]= Y PAIH]- PIH]
vl 0
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Beweis.Es istA = An (JH;) = U(AN H,;) eine disjunkte Vereinigung, also gilt naeh
iel iel
Additivitat:

P[A]=Y PANH]=> P[ANH] = Y  PlAH]- P[H].

iel iel —0, falls P[H;]=0 iel,

P[H;]#0

O

Beispiel. Urne 1 enthalt@ rote und3 schwarze Kugeln, Urne 2 enthalleote und4 schwarze
Kugeln. Wir legen eine Kugek’; von Urne 1 in Urne 2 und ziehen eine Kug€} aus Urne 2.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit isk, rot?

P[Kyrot] = P[K,rot| K, rot] - P[K, rot] + P[K, rot| K, schwarz- P[K, schwarz
_42 033 17
8 5 8 5 40

Beispiel (Simpson-ParadoxonpBewerbungen in Berkeley:

BEWERBUNGEN INBERKELEY

Statistik 1: | Manner angenommeml] Frauen angenomment)
2083 996 1067 349
Empirische
- PlAIM] ~ 0,48 PlAIF] ~ 0,33
Verteilung:

GENAUERE ANALYSE DURCH UNTERTEILUNG IN 4 FACHBEREICHE

Statistik 2: | Manner angenommem) Frauen angenommern)
Bereich 1 825 511 62% 108 89 82%
Bereich 2 560 353 63% 25 17 68%
Bereich 3 325 110 34% 593 219 37%
Bereich 4 373 22 6% 341 24 79

Sei Py[A] := P[A|M] die empirische Verteilung unter Mannern ui#[A] := P[A|F] die
empirische Verteilung unter Frauen, angenommen zu weienAufgliederung nach Fachbe-
reichen ergibt folgende Zerlegung in Hypothesen:

Py[A] = Z Pyl[A|H;] PylH:,  Pp[A] = Z PplA|H;) Pp[H,).

Im Beispiel istPr[A|H;] > Py [A|H;] fur alle i, aberdennochPr[A] < P,,[A]. Die erste Statis-
tik vermischt verschiedene Populationen und legt deshalbteell eine falsche Schlussfolgerung
nahe.
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42 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

Bayessche Regel

Wie wahrscheinlich sind die Hypotheséh? Ohne zusatzliche Information i8{ /;] die Wahr-
scheinlichkeit vonH;. In der Bayesschen Statistik interpretiert mif/;| als unsere subjektive
Einschatzung (aufgrund von vorhandenem oder nicht vorraem Vorwissen) tber die vorlie-
gende Situation (»a priori degree of belief«).

Angenommen, wir wissen nun zuséatzlich, dal ein Ereighis A mit P[A] # 0 eintritt,
und wir kennen die bedingte Wahrscheinlichkeit (»liketda) P[A| H;] fUr das Eintreten vonl
unter der Hypothes#, fur jedes: € I mit P[H;| # 0. Wie sieht dann unsere neue Einschatzung
der Wahrscheinlichkeiten déf; (»a posteriori degree of belief«) aus?

Korollar (Bayessche Regelfur A € A mit P[A] # 0 gilt:

_ P[A|H]- P[H,] ) , .
P[H;|A] = S~ P[AH] - P[] fur alle i € I mit P[H;] # 0, d.h.
jel
PH;j]#0

P[H;|A] = c- P[H;] - P[A|H],

wobei c eine von unabhéngige Konstante ist.

Beweis.Es qilt:

P[AN Hj] PIA|H;] - PHi]
P[E]I#O

O

Beispiel. Von 10.000 Personen eines Alters habe einer die Krankhelfin Test sei positiv{)
bei 96% der Kranken und 0,1% der Gesunden.

A priori: PK] = . PIKC] = Jaaa.
Likelihood: P[+|K] = 0,96. P[+|K°] = 0,001.
A posteriori:
PIKI4] PL|K] - PIK]
P[+|K]- P[K]+ P[+|K¢] - P[KY]
0,96 - 10~* 1

T 10,9610 1 +102-0,9999 11"
Daraus folgt insbesonder2{K“|+| ~ 12, d.h. ohne zusatzliche Informationen muss man davon

ausgehen, daf_% der positiv getesteten Personen in Wirklichkeit gesund!sin

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



2.2. MEHRSTUFIGE DISKRETE MODELLE 43

2.2 Mehrstufige diskrete Modelle

Wir betrachten eim-stufiges Zufallsexperiment. Sind, . . ., 2,, abzahlbare Stichprobenraume
der Teilexperimente, dann kénnen wir

Q:leXQn:{(wl,,wn)\wZEQl}

als Stichprobenraum des Gesamtexperiments auffasseretrehsl = P(2). Firw €  und
k=1,...,nsei

Xi(w) = wy, der Ausgang dek-ten Teilexperiments.
Angenommen, wir kennen
P[X; = z1] = p1(x1), furallex; € Oy, (2.2.1)
die Verteilung (Massenfunktion) vak,, sowie
PXy =xp | Xi=m1,..., Xp1 = 2] = prlag | 21, - 1), (2.2.2)

die bedingte Verteilung voiX, gegebenX,,..., X, furk = 2,...n, z; € Q; mit P[X; =
L1y 7Xk—1 = xk—l] 7& 0.
Wie sieht die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilémhguf Q2 aus?

Satz 2.2.Seienp; undpi( e | z1,...,x,1) fUr jedesk = 2,...,nundx; € Qy,..., 251 €
,._1 die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilantf2,. Dann existiert genau eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€2, .A) mit (2.2.1)und (2.2.2) Diese ist bestimmt durch die
Massenfunktion

p(ﬂfl, SRR l’n) = p1($1)p2($€2 \ 561)2?3(563 \ 5517372) - 'pn(ﬂfn \ Tiy.- -y l’nﬂ)-

Beweis.

e EINDEUTIGKEIT:
Wir behaupten, dass fur eine VerteiluRgmit (2.2.1) und[(2.2]2) gilt:

PXi=z1,..., Xk = 2] = p1(x1)-pa(z2 | 21) - pr(zp | 21, -0y 2p21), k=1,...,n.
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44 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

Der Induktionsanfang folgt aus Bedinguiig (212.1). Sei dauktionsbehauptung fiir— 1
wahr, dann folgt nach Induktionsannahme Und (2.2.2):

P[Xllel,...,XkISCk] :P[Xllel,...,kallekfl]
'P[XlziCl,...,XkISCk|X1:I‘1,...,Xk,1:£(?k,1

=p1($1) 'p2(9€2 | 901) o 'pk—1($k—1 | T1y... axk—Q)
'pk(ffk | T1y--. ,%—1),
falls P[ X, = z1,..., Xx_1 = x1_1] # 0. Andernfalls verschwinden beide Seiten und die

Behauptung folgt. Fik = n erhalten wir als Massenfunktion vdrt
p(r1,...,x,) =P[Xy=m1,..., X =2, =p1(x1) - pp(@n | 21, .., 201).

e EXISTENZ:
p ist Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteildhguf ; x --- x €2,,, denn:

Z Z p(T1, . T) = Z pi(z1) Z pa(@2 | 21) . .. Z 2 G S )

1€ Tn€Qn 1€ x2€Q02 Tn€Qn
NS

J

~~

=1
=1.

Far P qilt:
PXi=u,.. X =1 = Z ...Zp(xl,...,xn)
$k+1€Qk+1 TnEQp

:pl(ffl)pQ(fEQ | fEl) t pk(ffk | Tiy... 7xk—1)7 k= 17 sy T

Damit folgen [2.2.11) und (2.2.2).

Beispiel. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dal? beim Skat jedeel®pigenau einen der vier
Buben erhalt? Sei

= {(wl,wg,wg) | w; € {0, 1, 2,3,4}},

X;(w) = w; = Anzahl der Buben von Spielér
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m(a) pa(bla) ab —_

() plale) e =——

p3(b|cb)

Abbildung 2.1: Baumdarstellung der Fallunterscheidungen

Es gilt:
4 28
pi(zy) = 7(“) (3120“), hypergeometrische Verteilung,
(10)
(4—$1) (18+x1)
po(zo | 1) = W(Tl)o—m
10
(4—w1—x2)(18+w1+w2)
z3 (12> 10—=z3 falls 2 S T+ To + X3 S 4,
pg([L‘g | l‘l,ZL‘Q) = 10
0 sonst.
Damit folgt:

P(L,1,1) = pi(1) pa(1 | 1) ps(1 | 1,1) = 5,56%.

Im folgenden betrachten wir zwei fundamentale Klassen vehnstufigen Modellen, Pro-
duktmodelle und Markov-Ketten.
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Produktmodelle

Angenommen, der Ausgang degen Experiments hangt nicht von, . .., x;_; ab. Dann sollte
gelten:

pil; |21, .. xi) = pi(w)

mit einer vonzy, . . ., r;_; unabhangigen Massenfunktipneiner Wahrscheinlichkeitsverteilung
P; auf(2;. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (2 hat dann die Massenfunktion

p(zy,. .., z,) = sz‘(%‘), x €. (2.2.3)
i=1

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q = ©; x ... x Q, mit Massenfunktion
(2.2.3)heilBtProduktvon Py, . .., P, und wird mitP; ® ... ® B, notiert.

Beispiel (n-dimensionale BernoulliverteilungWir betrachtem unabhangig®-1-Experimente
mit Erfolgswahrscheinlichkei:

O =...=Q,={0,1}, pi(1) = p, pi(0) =1—np, i=1,...,n.

Seik =), z; die Anzahl der Einsen. Dann ist

p(l’h ce. ,:L‘n) = le(xz) — pk (1 _ p)n_k

die n-dimensionale Bernoulliverteilung.

Bemerkung. Sind die Mengen);, i = 1,...,n endlich, und istP; die Gleichverteilung auf;,
dannistP, ® ... ® P, die Gleichverteilung auf2; x ... x ,.

Die Multiplikativitat im Produktmodell gilt nicht nur fir i@ Massenfunktion, sondern allge-
meiner fur die Wahrscheinlichkeiten, daf3 in den Teilexpenten bestimmte Ereignisse, . . .,
A,, eintreten:

Satz 2.3.Im Produktmodell gilt fur beliebige Ereignisse C Q;,i =1,...,n:

n

P[Xy € Ay,.... X, € A)] = [[PIXi€ A (2.2.4)

I
PlA x ... x A ] PIA]

(d.h. Xy, ..., X, sindunabhangig&ufallsvariablen, siehe ndchsten Abschnitt).
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Beweis. Es qilt:

P[XleAh,XnEAn]:P[(Xh,Xn)GAlXXAn]:P[A1XXAn]

= Z p(z) = Z Z ﬁpi(:ﬁi)

TEAL XX Ap T1€A7 Tn€An, i=1
n n
=11 >_ wite) = [T PlA.
i=1 x;€A; =1

Insbesondere gilt:

PX;e A]=PX,€Q,....X; 1€ X, € A, X; 11 €Q,..., X, € Q] = B[A].

Markov-Ketten

Zur Modellierung einer zufélligen zeitlichen Entwicklungt abz&hlbarem Zustandsrauirbe-
trachten wir den Stichprobenraum

0= SnJrl = {(.To,l'l,...,.'lfn) ‘ T; € S}

Oft ist es naheliegend anzunehmen, dal3 die Weiterentwigldes Systems nur vom gegenwar-
tigen Zustand, aber nicht vom vorherigen Verlauf abhangei(» Gedachtnis«), d.h. es sollte
gelten:
pr(xe | o, .- 1) = pr(Tr—1, Tr) , (2.2.5)
—_

»Bewegungsgesetz«

wobeip; : S x S — [0, 1] folgende Bedingungen erfllt:

i) pr(z,y) >0 furallexz,y € S

i) > copi(r,y) =1 farallex € S
d.h.pi(x, e) ist fur jedesr € S die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilangs.

Definition. Eine Matrix py(z,y) (z,y € S) mit[i)] und[ii) heitstochastische Matrix(oder
stochastischer Kerpauf S.

Im Mehrstufenmodefblgt aus Gleichund(2.2,5):

p(To, 1, .., Tn) = po(xo)  pi(xo, x1) po(T1,T2) « +  Pp(Tn_1, ), far zg,...,x, € S.
——
»Startverteilung«
Den Fall, in dem der Ubergangsmechanismys, ) = p(x,y) unabhangig vor ist, nennt
manzeitlich homogen
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Beispiele. a) PRODUKTMODELL (siehe oben):

pr(x,y) = pr(y) ist unabhangig von.

b) ABHANGIGE MUNZWURFE

S ={0,1}, 56[——,%].

C) SELBSTBEFRUCHTUNG VONPFLANZEN:

L L
1C | 4 1

i

Il
O A= =
O = O
— = O

d) RANDOM WALK AUF S = Z4, (d € N):

|

T

Algorithmische Mathematik Il
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5 falls|z —y| =1,
plx,y) =

0 sonst.

e) URNENMODELL VON P.UND T. EHRENFEST (Austausch von Gasmolekulen in zwei Be-

haltern):
[ ° ../y o o o

Es seienN Kugeln auf zwei Urnen verteilt. Zu jedem Zeitpunkte N wechselt eine
zuféllig ausgewahlte Kugel die Urne.

MAKROSKOPISCHESM ODELL:

S=40,1,2,...,n}.

x € S beschreibt die Anzahl Kugeln in der ersten Urne.

z fallsy =z — 1,
plx,y) = =2 fallsy=x+1,
0 sonst.

MIKROSKOPISCHESMODELL:
S = {0, 1}n = {(Uh e ,O'n) | o; € {O, 1}}
Es isto; = 1 genau dann, wenn sich dige Kugel in Urne 1 befindet.

~ falls 30 |oi — o3| =1,

0 sonst.

plo,0) =

Die resultierende Markov-Kette ist ein Random Walk auf deypétwurfel {0, 1}", d.h.
sie springtin jedem Schritt von einer Ecke des Hyperwudelsiner zuféllig ausgewéhlten
benachbarten Ecke.
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Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Satz 2.4(Markov-Eigenschaft)Fur alle 0 < k£ < [ < nundx,...,x; € S mit P[X, =
SCo,...,Xk ISCk] 7£ Ogllt

PXi=x| Xo=20,.... X =a1] = P[X; =Xy =2y

= (pk+1 Piy2 - 'pl)(fck, 561)7

wobei

(pa)(z,y) = > p(r,2)q(zy)

z€eS

das Produkt der Matrizep undg ist.

Bemerkung. a) MARKOV-EIGENSCHAFT.
Die Weiterentwicklung hangt jeweils nur vom gegenwartigestandc;, ab, und nicht vom
vorherigen Verlaufeg, x1, ..., xx_1.

b) n-SCHRITT-UBERGANGSWAHRSCHEINLICHKEITEN

PIX,=y|Xo=2] = (pip2--pa)(@,9)
= p"(x,y) falls zeitlich homogend.h.p; = p.

Beweis.

P[Xo=z0,..., Xk = 2, X; = 1]
P[Xo=z0,..., Xk = x]

_ Exkﬂ ,,,,, ml,lpo(fco)m(fco,fﬁ) (-1, )

B po(xo) p1(xo, 1) - - - P (@h—1, k)

= Z e Zpk+1($k> $k+1)pk+2($k+1a $k+2) e 'pl(xl—la ffl)

Tr+1 Ti—1

P[Xl:l‘l|X0:{L‘0,...,Xk:l‘k]:

= (Prs1 Prya - 1) (T, 1)
P[X} =z, X; = 2]
P[X} = ]
Dt 2vpirsniis P0(0) P1 (20, 1) - pr(T0a, 1)
a Zggl ,,,,, xk,_lpo(xo)pl(xowl) o pr(Th-1, Th)

P[Xl:$l|Xk:ZEk]:

= (pk+1 Pr+2 - 'pl)(%, $l)-

O
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Beispiel.
S =40,1}, 0<a,f<1.
B Ry N
Ay R 4 T
= {0 S S IS
N / s \ VA
e S T Fir allen € N gilt:

pn(O’ 0) = pn_1(07 0) ’ p(07 0) +pn_1(07 1) ’ p(17 0)
= p"710,0)- (1 —a)+ (1-p"7'(0,0))- 6
= (1-a—p)-p"71(0,0) + B

Daraus folgt mit Induktion:

I} «
a+ﬁ+a+ﬁ
p"(0,1) = 1-—7p"(0,0).

p"(0,0) (1—a—p3)", und

Analoge Formeln erhalt man fif'(1,0) undp™(1, 1) durch Vertauschung vom und 3. Fir die
n-Schritt-Ubergangsmatrix ergibt sich:

B _a o o
n o__ at+pf a+p - o n | a+B8 a+p
Pt = ( ; ) + (I-a—p) (_5 5 )

(e
atf  a+f atf  atf

J

N———— ~
Gleiche Zeilen — 0 exponentiell schnell,
fallsa < 1 oderfs < 1

Insbesondere gilt"(0, -) ~ p"(1,-) fur grofRen € N. Die Kette »vergisst« also ihren Start-
wert exponentiell schnell (»Exponentieller Gedachtrisig«)!.

2.3 Unabhangigkeit von Ereignissen

Sei(Q2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Hangen zwei Ereignids® < A nicht voneinan-
der al dann sollte gelten:

P[A|B] = P[4],  fallsP[B] 0,

sowie
P[B|A] = P|B], fallsP[A] # 0,
N——
e
also insgesamt
P[AN B] = P[A] - P|B]. (2.3.1)
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Definition. i) Zwei Ereignissed, B € A heiBenunabhangig(bzgl. P), falls(2.3.1)qgilt.

i) Eine beliebige Kollektiom4;, i € I, von Ereignissen heildnabhéngig(bzgl. P), falls
PlA, N A, 0.0 Ayl =] PlA:L]

fur alle n € N und alle paarweise verschiedengn. . . i, € I gilt.

Beispiele. a) FallsP[A] € {0, 1} gilt, ist A unabhangig vorB fir alle B € A.

b) Wir betrachten das Modell flawel FAIRE MUNZWURFE, alsof) = {0, 1}? und P sei die
Gleichverteilung. Die Ereignisse

Ay ={(1,0),(1,1)}, »erster Wurf Zahlg
Ay ={(0,1),(1,1)}, »zweiter Wurf Zahlk
As ={(0,0), (1,1

sindpaarweise unabhangjglenn es gilt:

PlA;N 4] = i _ PlA)-PlA;]  furallei # .

)}, »beide Wiirfe gleich«

Allerdings ist die KollektionA;, A,, A3 nicht unabhangigdenn es gilt
PlAIN AN A3] = —#P[ 1] - P[As] - P[As].

Lemma 2.5. Seien die Ereignissé;, . .., A, € A unabhéngigB; = A; oderB; = A fir alle
j=1,...,n.Dann sind die Ereigniss8;, ..., B, unabhangig.

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit:
Bi=A, ..., By=Ay, Bya=AY, ..., B,=AY

. Dann gilt unter Verwendung der Linearitat des Erwarturgrgsvund der Unabhangigkeit von

A, AL
PBiN...NB,|=PlAN...NA4NAL, N.. AJ]

= E[IAl oDy (L= Tay,,) (11— ]A")]
E

[IAl“'IAk‘ Z (-U"”HIAJ

JC{k+1,...n} jeJ
= ) )YP[ANn. nANn () A]
JC{k+1,...,n} jeJ
= > (=MIP[Ay]---PlA] - T PIA
JC{k+1,...,n} jeJ

— P[4y PIAJ - (1 = PAa]) ... (1 = PIA,]) = P[By)--- P[B,).
O

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



2.3. UNABHANGIGKEIT VON EREIGNISSEN 53

Verteilungen flr unabhangige Ereignisse

SeienA;, A,,... € A unabhangige Ereignisse (bzdt) mit P[A;] = p € [0, 1]. Die Existenz
von unendlich vielen unabhangigen Ereignissen auf einaiggeten Wahrscheinlichkeitsraum
setzen wir hier voraus — ein Beweis wird erst in der VorlessBmfuhrung in die Wahrschein-
lichkeitstheorie« gegeben.

Die Wartezeit auf das erste Eintreten eines der Ereignisise

T(w)=inf{neN|w e A,}, wobei min () := occ.
Mit Lemmal2.5 folgt:
PIT =n]=P[ASNATN...nAY NA,]
— pla,] TL P
i=1
=p-(L-p)"".
Definition. Seip € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung abifmit Massenfunktion

pn)=p-(1—p)"!

heil3tgeometrische Verteilung zum Parametgr

Bemerkung. a) Furp # 0 gilt:

dop-(l=pt=1,
n=1

d.h. die geometrische Verteilung ist eine Wahrscheinkitskerteilung auf den nattrlichen
Zahlen, und
P|T = o0] = 0.

b) Allgemein gilt:
P[T>n]=P[A{N...NAJ] = (1—p)"

c) Esqilt:
> 1 1

(siehe Ubung).
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Die Anzahl der Ereignisse untet,, ..., A,, die eintretenijst
Suw)=[{1<i<n|we A} =" L)

Es gilt:

PlS.=k= > P[[lAan (] A7

IC{1,...,n} iel ie{l,...,n}\I
[|=k
= > lI#al- ] piad)
IC{1,..,n} i€l i€I®
[|=k

— Z HP.H(l_

IC{1,...,n} i€l iel®
|T|=k

d.h.S,, ist dieBinomialverteilung mit Parametena und p.

Satz 2.6(»Law of Averages«, Bernstein-Ungleichung)ir alle e > 0 undn € N gilt:

P [— >p+ 5} < g % und

P [& <p- 5} < g2
n

Insbesondere qilt:

Sn
— —p
n

>el <2 e~ 2"n

Y

d

d.h. die Wahrscheinlichkeit fur eine Abweichung des Mimis% vom Erwartungswerp um

mehr alse fallt exponentiell inn.
Bemerkung. a) SatZ 2. ist eine erste Version des »Gesetzes der groREmZa

b) Der Satz liefert eine nachtragliche Rechtfertigung degdentistischen Interpretation der
Wahrscheinlichkeit als asymptotische relative Haufigkeit
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c) Anwendung auf Schatzen ven

p n = relative Haufigkeit des Ereignisses beiinabhangigen Stichproben.
n

d) Anwendung auf naherungsweise Monte Carlo-Berechnungvo
Simulieren unabhangige Stichprobem~ relative Haufigkeit.

Beweis.Seiq := 1 — p, S,, ~ Bin(n, p). Dann gilt fir\ > 0:

Pis,zapel= 3 (1)te

k>np+ne

n
< eAk k n—k e—)\(np—i—na)
< > (k) P*q

=(p e + q)n e AP gmAnE < (p M+ q e’)‘p)n e,
Wir behaupten:
peM+qe < .

Damit folgt:

P[S,>n(p+e)] < en (s =),
Der Exponent ist minimal fUk = 4<. Fur diese Wahl von folgt schlief3lich

P[S, >n(p+e)] <e 2.
Beweis der Behauptung:

fA) ==log (pe* +qe ™) =log (e (pe* +q)) = —Ap+log (pe* +q) .

Zu zeigen ist nun

)\2
fn) < 5 far alle A > 0.
Es gilt:

f(0) =0,

A

pe p
') = — - '(0) =0
) = —pt e T0=0,

- 1
"\ — pge <z
F (p+ge?)? 4
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Die letzte Ungleichung folgt aus::
(a+b)?=a*+b*+2ab>4ab

Damit folgt

oy = 10)+ [ @) da
:/OA/Oxf”(y)dyde /OA

Beispiel. Im letzten Satz wurde gezeigt:

)\2

dr < 5 faralle X > 0.

A~ 8

- . Sh .
S, = ZIAZ., A; unabhéangig mi? [A;] =p — P H; —p‘ > e] — 0 firn — oo.

=1
Zur Demonstration simulieren wir den Verlauf véip und% mehrfach (z-mal):
VERLAUF VON S,
m = 30; nmax= 1000;p = 0.7,
(* Wir erzeugenm x nmax Bernoulli-Stichproben mit Wahrscheinlichkef)
x = RandomChoicg1 — p, p}->{0, 1}, {nmax m}|; s = Accumulateér];
(*Das Felds enthaltm Verlaufe vons,, =z + ...+ z,,n = 1,...,nmax*)
ManipulatéShow
ListLinePlofTransposk|[1;;n]]]],
ListLinePlofp « Rangén|, PlotStyle— {Black Thick}|]
,{{n,50},1,nmax 1}]

e n = 50:

40!
30|
20

10

Algorithmische Mathematik 11 Prof. Andreas Eberle



2.3. UNABHANGIGKEIT VON EREIGNISSEN

57

e n = 500:

350
300
250 |
200 |
150 -
100 -

50 |

VERLAUF VON 5=
mean= s/Rangenmax;
(*Das Feld mean enthait Verlaufe der Werte vor:*)
ManipulatéShow|
ListLinePlofTransposgnean(1;;n]]]],

100 200 300 400

500

ListLinePlofConstantArrajp, n], PlotStyle— {Black Thick}]], {{n, 50}, 1,nmax 1}]

1.0}

il -
A\‘M‘ SIS

0.7}

""‘N

SRS

0.6

04!

WD
\'\\
“"‘V“g&" S
Patetetnase

v ‘vv “ RO KS N
"“‘0‘3“3‘3‘&:“3‘&‘

==
N A 3 6 S — ?’
S ‘I‘
O

<
ST <
0‘

S o

e 1 =50 - 10 20 30
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| w |
T

"lW*‘m’d‘

a e

| W
"\ “, V‘b ”‘

0.65

llll
T

500
e 1 = 500:

VERTEILUNG VON S,,
ManipulateListPlof Tabld{ %, PDHBinomialDistributiorin, p|, k] }, {k, 0, n}],
PlotRange— All, Filling->Axis|, {{n, 50}, 1, nmax 1}]

012}
0.10
0.08
0.06
0.04

0.02 |
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e n = 500:
0.04 -

003
0.02]

0.01 |

100 200 300 400 500

2.4 Unabhéangige Zufallsvariablen und Random Walk

SeienX;: QO — S;,7 = 1,...,n, diskrete Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsn
(Q, A, P). Dannist(X;, ..., X,) eine Zufallsvariable mit Werten im Produktrauinx - - - x .S,,.

Definition. Die Verteilunguy, .. x, des Zufallsvektor§Xy, ..., X,,) heiRitgemeinsame Vertei-

lung der ZufallsvariablenXy, ..., X,,. Die Massenfunktion der gemeinsamen Verteilung lautet

.....

Pxy. X (01, a,) = P[Xy =ay,..., X, = ay).

Definition. Die diskreten ZufallsvariableX, ..., X,, heiBenunabhangig falls gilt:
PXi=a,.... X, =a,)=[[P[X;=a] firalea, €S, i=1...,n

Die gemeinsame Verteilung enthalt Informationen tUber desafhmenhang zwischen den
ZufallsgroRenX;.
Satz 2.7.Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
() Xi,...,X, sind unabhangig.
(i) px,. .x.(a1,.. . a.) = [[i2; px; (@)
(iii) Mxq,. X, = ®?:1 Hx;-

(iv) Die Ereignisse{X; € A}, ..., {X, € A,} sind unabhéngig fur alled; C S;, i =

1,...,n.
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(v) Die Ereigniss€ X; = a4},...,{X,, = a,} sind unabhangig fur alle; € S;,i =1,...,n.

Beweis.
e [(i)] < [(if)Jnach Definition vorpx, . x,.
e [(i)] < [(ii)) jnach Definition von®)"_, /ix;.

o [(0)] = [v)}

Seienl < iy <iy <...<i, <nundA; CS;,(k=1,...,m). Wir setzend, := Q fur
i ¢ {i1,...,4,}. Mit[ii)folgt dann nach Satz 2]2:

P[X;, € A;,....X;, €A, |=PX,€A,....X, €A
:P[(Xl,...,Xn)EAlX...XAn]
= Uxy,.., Xn(Al X ---XAn)

o [(IV)] = [(V)] = [()]ist klar.
]

Definition. Eine beliebige KollektionX;: 2 — S;, i € I, von diskreten Zufallsvariablen heif3t
unabhangig falls die Ereignissé X; = a;}, i € I, fur alle a; € S; unabhéngig sind.

Der Random Walk auf Z

SeienX, X, ... unabhangige identisch verteilte (»i.i.d.« — independadtidentically distribu-
ted) Zufallsvariablen auf dem WahrscheinlichkeitsramA, P) mit

Die Existenz von unendlich vielen unabhangigen identisateten Zufallsvariablen auf einem
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (unendliches Pioddell) wird in der Vorlesung »Ein-
fuhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie« gezeigt.5eiZ ein fester Startwert. Wir betrachten
die durch
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definierte zufallige Bewegung (»Irrfahrt« oder »RandomR&pbufZ. Als Position zur Zeit
ergibt sich:

Sn:a+X1+X2++Xn

Irrfahrten werden unter anderem in primitiven Modellendig Kapitalentwicklung beim Glucks-
spiel oder an der Borse (Aktienkurs), sowie die BrownschéeMdarbewegung (im Skalierungs-
limes Schrittweite— 0) eingesetzt.

Beispiel (Symmetrischer Random Walk,= 1). zufall = RandomChoicg—1,1}, 10000];
randomwalk= FoldListPlus 0, zufalll;
ManipulatgListLinePlofrandomwalk{1;;nmax]], {nmax 10, 10000, 10}]

10 20 30

e nmax = 50; -8~
30}
20 +

10+

100 200 300 400 500

o nmax = 500:
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100 -

80

20

e nmazr = 5000 \( 1000 2000 3000 4000 5000

Lemma 2.8(Verteilung vonsS,,). Fur k € Z qilt

falls n + k ungerade odefk| > n,
P[S,=a+k| =

(&)p%k (1—p)"z" sonst.

2

Beweis.Es qilt:

X;=1 genauwtt-mal,
S,=a+keXi+--+X,=k&
X;=-1 genau’;*-mal

Beispiel (Rickkehrwahrscheinlichkeit zum Startpunki)ithilfe der Stirlingschen Formel
n! ~2mn (%)n firn — oo.

folgt:

P[S2n+1 = CL] = O,

Ny
q
S
T

_n)2n

e

1 n we
2mn ()2 p"(1-p)"=—=“4p(1-p) fir n — oo,

A/ TN
wobei zwei Folgenu,, undb,, asymptotisch aquivalenteillen(a,, ~ b,), falls lim,, ., o=
gilt.

e Fallsp # 1 gilt 4p (1 — p) < 1 undP[S,, = a] konvergiert exponentiell schnell gegen

e Fallsp = 1 konvergiertP[S,, = a] ~ \/% nur langsam gegeh
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Symmetrischer Random Walk

Ab jetzt betrachten wir desymmetrischeRandom Walk, d.hp = %
Sei\ € Z. Wir wollen die Verteilung der Zufallsvariable

Ty(w) :=1inf{n € N| S,(w) = A}, (min () := o),

bestimmen. FUA # a ist T die ersteTrefferzeit von\, fir A = a ist es die erst®ickkehrzeit
nacha. Beschreibt der Random Walk beispielsweise die Kapitalektung in einem Glucks-
spiel, dann kann mafy als Ruinzeitpunkt interpretieren.

Sein € N. Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit

Uisi= A}]

i=1

berechnen. Da das Ereignfd), < n} von mehrerenPositionen des Random Walks abhé&ngt
(51,59, ...,5,), bendtigen wir digemeinsam¥erteilung dieser Zufallsvariablen. Sei also

S(w) := (So(w), S1(w), ..., Sn(w))
derBewegungsverlauf bis zur Zeit. Dann istS eine Zufallsvariable mit Werten im Raum
Q0 = {(s0,81,..., ) | S0 =a,s; € Z, sodassls; — s, 1| = 1furallei € {1,...,n}}
der moglichen Pfade des Random Walk. Bedie gemeinsame Verteilung vahunter P.
Lemma 2.9. u, ist die Gleichverteilungauf dem Pfadraurf!”.
Beweis.Es gilt
ta({(s0s---y80)}) = Pl[So =50, = Su]
= P[So=50,X1=81—50,---,Xn = 8p — Sn_1]
0 falls sy # a oder|s; — s;_1| # 1fureini € {1,...,n},
= (d.h.(s0,...,5,) & QM)
2-"  sonst, d.h. fallgso, . .., s,) € Q.
U

Satz 2.10(Reflektionsprinzip) Seien\,b € Z. Es gelte entwedefa < A undb < \), oder
(a > Aundb > X). Dann gilt:

P[Ty <n,S, =0 = P[S, ="V,

wobeib* := X\ + (A — b) = 2\ — b die Spiegelungronb an \ ist.
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Beweis.Es qilt:

=:A

A

P[T)\ S n, Sn = b] = :u‘a[{(807 <oy Sn
P[Sn = b*] = :u‘a[ (807' -+, Sn

| sn="0,s;, =Afureini € {1,...,n}}],

Die im Bild dargestellte Transformation (Reflektion desdeéfsnach Treffen von) definiert eine
Bijektion von A nachB. Also gilt | A| = | B|. Dau, die Gleichverteilung auf” ist, folgt:

|A] |B]

alA) = Tt = o = 1a(B).
Qq

o

Abbildung 2.2: Spiegelung des Random Walks\aa 3

Korollar (Verteilung der Trefferzeiten)Es gilt:

)
P[S, > A\ + P[S, > )], falls)\ > a,
P[S, <A+ P[S, < )], falls\ < a.
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{M(n+ga) 27" falls ) > a,

P[Sn—l =\— 1] — %P[Sn—l = A+ 1], falls A\ > a,

N[= N

P[Sn—l =+ 1] — %P[Sn—l =\— 1], falls A < a.

n

azA (n+g—a) 27" falls )\ < a.

n

Beweis.Wir beweisen die Aussagen fiir> a, der andere Fall wird jeweils analog gezeigt.

i)
P[Ty <n] =) P[T\<n,S, =1
b7 e g
) PIS,=0b] fallsb> A,
| PS, =1 fallsh< A
=Y P[S, =0+ Y P[S, =] =P[S, >\ + P[S, > A|.
b>\ b<A
=3 P[S,=b]
b>X
i)
P[T)\:n] :P[TASH]—P[T)\SH—I]
Mit ) [folgt
=:| =1l
=P[S, > A — P[Sy_1 > N+ P[Sy > A+ 1] — P[Sy_y > A+ 1]
= =:B
Wegen

P[A] — P|B] = P[A\B] + P[An B] — P[B\A] — P[Bn A] = P[A\B] — P[B\4]
erhalten wir flr den ersten Term:

| = P[SnZ)\,Sn,1<)\]—P[Sn,12>\,sn<>\]
= P[S,1=2—-1,5,=\—-P[S,.1=\S,=\A—1]
1 1
= PlSa=A=1] = PSi1 =)
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Hierbei haben wir benutzt, dass

{(s0,- - 50) € Q0 [ s0m1 = A— 1}
= [{(s0,.--+8n) | Sum1 = A —1unds, = A}
+1{(80,--,8n) | $n_1 = A —1unds, = X\ —2}|
= 2-{(s0y---y8n)|[Sn-1=A— 1,8, = A}

gilt. Mit einer analogen Berechnung fir den zweiten Ternatem wir insgesamt:

P[Ty=n] = 1+l
= (Pl = A1) = PlS, = A
+P[S, 1=(A+1)—1]—P[S,.1 =2+ 1])

_ % (P[Sn1=A—1] = P[S,_1 = A+ 1]).

SE|Mn = maX(SO, Sl, ooy Sn)
Korollar (Verteilung des Maximums)Fur A > a gilt:

P[M, > )] = P[T\ < n] = P[S, > A] + P[S, > Al

2.5 Simulationsverfahren

Die Simulation von Stichproben verschiedener Wahrsclofikeéitsverteilungen geht von auf
[0, 1] gleichverteilten Pseudo-Zufallszahlen aus. In Wirklielksimuliert ein Zufallszahlengene-
rator nattrlich nur aufkm=' |k =0,1,...,m — 1} gleichverteilte Zufallszahlen, wobei~*
die Darstellungsgenauigkeit des Computers ist. Dieseekispird im folgenden ignoriert. Um
Simulationsverfahren zu analysieren, bendétigen wir n@shBegriff einer aufo, 1] gleichverteil-
ten reellwertigen Zufallsvariablen. Die Existenz solcEefallsvariablen auf einem geeigneten
Wabhrscheinlichkeitsraum wird hier vorausgesetzt, undhkenst in der Vorlesung »Analysis 111«
bzw. in der »Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheemgzeigt werden.

Sei(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, uid: 2 — [0, 1] eine Abbildung.

Definition. 1. U ist einereellwertige Zufallsvariablefalls gilt:

{we|Uw)<yte A furalley € R.
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2. Eine reellwertige Zufallsvariabl&: 2 — [0, 1] ist gleichverteilt auf|0, 1], falls
PU<yl=y furalley € [0,1].
Wir notieren dies im folgenden al§’ ~ Unif[0, 1]).

3. Reellwertige Zufallsvariableti; : 2 — R, ¢ € I, heiRernunabhangig falls die Ereignisse
{U; <wy;},1 € I, fur alley; € R unabhéngig sind.

Ein Zufallszahlengenerata@imuliert Stichprobem;, = U;(w), us = Us(w), ... von aufl0, 1]
gleichverteilten unabhangigen Zufallsvariablen. Wieeegt man daraus Stichproben von diskre-
ten Verteilungen?

Das direkte Verfahren
SeiS = {ay, as, ...} endlich oder abzahlbar unendlich, yndine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf S mit Gewichtery; = p(a;). Wir setzen

sni=Y _pi, n€N,  »kumulative Verteilungsfunktion«
i=1

SeiU: 2 — [0, 1) eine gleichverteilte Zufallsvariable. Wir setzen
X(u)) = a;, falls Si—1 < U(w) < s, 1€ N.
Lemma 2.11.Falls U ~ Unif[0, 1), gilt X ~ p.

Beweis.Fur allei € N gilt:

P[X:Cli]:P[Si,1<U§Si]:P[USSZ‘]—P[USSZ‘,l]:Si—Siflzpi.

Algorithmus 2.12 (Direkte Simulation einer diskreten Verteilung)
INPUT: Gewichtepy, pa, .. .,

OuTPUT: Pseudozufallsstichprobevon .
n:=1
S =D
erzeuge Zufallszahl ~ Unif[0, 1)
while u > s do
n:=n+1
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S =8+ pn
end while
return x :=a,

Bemerkung. a) Die mittlere Anzahl von Schritten des Algorithmus ist

ann = Erwartungswert von Wahrscheinlichkeitsverteilupg) auf N.

n=1

b) Fir groRe Zustandsraunsest das direkte Verfahren oft nicht praktikabel, siehe Upun

Acceptance-Rejection-Verfahren

Sei S eine endliche oder abzahlbare Mengeeine Wahrscheinlichkeitsverteilung adf mit
Massenfunktion(x), undr eine Wahrscheinlichkeitsverteilung atiimit Massenfunktior(x).
Angenommen, wir kénnen unabhangige Stichproben wanzeugen. Wie kénnen wir daraus
Stichproben von: erhalten? bEe:  Erzeuge Stichprobe von v, akzeptiere diese mit Wahr-
scheinlichkeit proportional z@%, sonst verwerfe die Stichprobe und wiederhole.

ANNAHME:
es gibteinc € [1,00) : p(z) < cq(x) furallex € S.
Aus der Annahme folgt:
p(z) <1 furallex € S,
cq(x)

d.h. wir k('jnnenfq%)) als Akzeptanzwahrscheinlichkeitihlen.

Algorithmus 2.13 (Acceptance-Rejection-Verfahren)
INPUT: Gewichtep(y), ¢(y), € (y € 95),

OuTPUT: Stichprober von .
repeat

erzeuge Stichprobe ~ v

erzeuge Stichprobe ~ Unif[0, 1]
until % > 4 {akzeptiere mit Wahrscheinlichkeﬁ%}
return z

ANALYSE DESALGORITHMUS
Flr die verwendeten Zufallsvariablen gilt:
X, Xo,...~v, (Vorschlage,
Ul, UQ, el Unlf[O, 1]
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Es gilt Unabhangigkeit, d.h.
PXi=ay,.... Xy =a,, Uy <y1,...,Uy < gy :HP[Xi:a'i]'HP[Ui < v

furallen € N, a; € S undy; € R.
Seien

CQ(Xn)

Xr(w) = Xpw)(w) die ausgegebene Stichprobe.

T = min {n eN \ 2Xn) > Un} die »Akzeptanzzeit«, und

des Acceptance-Rejection-Verfahrens. Wir erhalten:
Satz 2.14. i) T istgeometrisch verteilnit Parameten /c,
i) X7~ p.
Bemerkung. Insbesondere ist die mittlere Anzahl von Schritten bis Altagz:
E[T] =c.

Beweis. i) Sei

A= { B0 20}

Aus der Unabhangigkeit der Zufallsvariabl&n, U, X,, Us, . . . folgt, daf’ auch die Ereig-
nisseA;, As, ... unabhangig sind. Dies wird in der Vorlesung »Einfuhrung im \Wahr-
scheinlichkeitstheorie« bewiesen. Zudem gilt wegen dextiiéngigkeit vonX,, undU,,:

PlA]=YP HUn < p((aa))} n{x, = a}}

aesS

cq
-Erlfs 2] o

aesS

=2 fq% wala) = %

Also ist

T(w)=min{n e N|w e A,}

geometrisch verteilt mit Parametefc.
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Kapitel 3

Konvergenzséatze und Monte
Carlo-Methoden

Seip eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer abzahibdengesS, undf: S — R eine
reellwertige Zufallsvariable. Angenommen, wir wollen demvartungswert

0:=Buf] =) flx)p(x)
zeS

berechnen, aber die Menggist zu grol3, um die Summe direkt auszufiihren. In eilMdomte
Carlo-Verfahrensimuliert man eine grof3e Anzahl unabhangiger Stichprobgw), ..., X, (w)
von i, und approximiert den Erwartungswértlurch derMonte Carlo-Schéatzer

Oulo) = 37 F(Xiw).

Wir wollen nun Methoden entwickeln, mit denen der Approximlasfehler|§n — 0| abgeschatzt
werden kann, und die Asymptotik des Approximationsfehférsn — oo untersuchen. Nach
dem Transformationssafz (IL.7) und der Linearitat des Eungswerts[(118) gilt:

BB = B0 = = 303 fa) nl{e}) = Buls) =0,

i=1 z€S

d.h.d,, ist einerwartungstreueSchatzer fup. Der mittlere quadratische Fehler (»MSE« — mean
squared error) des Schatzers ist daher:

MSE = E[|0, — 0% = E[|6, — E[0,])%].
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72 KAPITEL 3. KONVERGENZSATZE UND MONTE CARLO-METHODEN

3.1 Varianz und Kovarianz

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und :  — S eine Zufallsvariable auf(2, A, P),
so dass¢[| X|] endlich ist.

Definition.
Var(X) := E [(X — E[X])’]

hei3tVarianz von X und liegt in[0, co].

S

o(X) := Var(X)
hei3tStandardabweichungon X .

Die Varianz bzw. Standardabweichung kann als Kennzahl igiiGio3e der Fluktuationen
(Streuung) der ZufallsvariableN' um den ErwartungswerE[X] und damit als MaR fir das
Risiko bei Prognose des Ausgan§éw) durch E[X] interpretiert werden.

Bemerkung. (a) Die Varianz héangt nur von der Verteilung vanab:

Var(X) = Z(a —m)?px(a), wobei m = E[X] = Zapx(a).

a€sS a€sS

(b) Es qilt
Var(X) =0 genau dann, wenn P[X = E[X]] = 1.

Bemerkung (Rechenregeln) i)
Var(X) = E [X?] — E[X].

Insbesondere ist die Varianz von X genau dann endlich, wigiif?] endlich ist.

Var(aX + b) = Var(aX) = a* Var(X) furallea,b € R.
Beweis. i) Nach der Linearitat des Erwartungswerts gilt
Var(X) = F [Xz —2X - FX]+ E[X]Q} =F [Xz] — E[X]?.
i) Wiederholte Anwendung der Linearitat des Erwartungds/kefert
Var(aX +b) = E [(aX +b— E[aX +V])’] = E [(aX — E[aX])’] = a® Var(X).

O
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3.1. VARIANZ UND KOVARIANZ 73

Beispiel. 1. SeiX = 1 mit Wahrscheinlichkeip und X = 0 mit Wahrscheinlichkeitl — p.
Dann ist der Erwartungswert voxi:

B [X*] = EIX] =p,

und die Varianz vonX;
Var(X) =p—p*=p(1—p).

2. SeiT geometrisch verteiltl ~ Geom(p)) mit Parametep € (0, 1]. Der Erwartungswert
vonT betragt:

- - 1 1
ET =S k(1-pFip=—p LS (1-pt=—pl-=2
] ;( p)*'p pdpkz%( M= p =
AulRerdem gilt:
ET(T+1)]=)Y k(k+1)(1—p)*'p
k=1
- k—2 ? k 2
:Zk(k—l)(l—p)ip_pﬁ (1-p) :P-
k=1 k=0

Die Varianz vonI ist somit;

Var(T) = E [TQ] —ETP==---==

Definition.

L£(Q, A, P) = {X:Q— R|X istdiskrete Zufallsvariable mif [X*] < co}

Lemma 3.1. 1. Fur ZufallsvariablenX,Y € £? gilt:

NI

E[XY| < E[XY]® E[Y?]® < .

2. L?ist ein Vektorraum, und
(X,Y)p2 = E[X Y]

ist einepositiv semidefinite symmetrische BilinearfoSkalarproduktyauf £2.

Bemerkung. i) Insbesondere gilt di€auchy-Schwarz-Ungleichung

EXYP<E[|XY[<E[X?| E[Y?] firalle X,Y e £
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74 KAPITEL 3. KONVERGENZSATZE UND MONTE CARLO-METHODEN

i) Fur eine ZufallsvariableX € £? gilt

1
2

E|X|| < VE[X?E [1’]? < .
Beweis. i) Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt:

EXY[]= Y |ab|P[X =a,Y =]
aceX ()
beY ()

= Y |alPIX =a,Y =02 [)| P[X =a,Y =]
aceX ()
beY ()

<Z a? P[X =
(Z a> P[X = a]> ’ (Z Y PlY = b]) E

1
2

NI

IN

S
N———
[SIES
R
[
S
[\e}
3
>
|
S
N———
[SIES

E[X?]

i) SeienX,Y € L2, a € R. Dann istaX + Y eine diskrete Zufallsvariable, fur die nach
Monotonie und der Linearitat des Erwartungswerts gilt:

E[(aX+Y)*] =E[a®’X?+2aXY +Y?] <2a°E [X?] + 2E [YV?] < 0

(X,Y)2 = E[X Y] istbilinear, dakF| e | linear und symmetrisch ist, und positiv semide-
finit, aufgrund von:

(X, X)pz=FE[X?’ >0 furalleX e £*

Definition. SeienX,Y € £2.
1.
Cov(X,Y) := E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] = E[X Y] — E[X] E[Y]
heil3tKovarianzvon X undY'.
2. Gilto(X),o(Y) # 0, so heilt

Cov(X,Y)

AT = X e)

Korrelationskoeffizientvon X undY'.
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3.1. VARIANZ UND KOVARIANZ 75

3. X undY heilRerunkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0, d.h.

E[XY] = E[X]- E[Y].

Bemerkung. Cov : £? x £? — R ist eine symmetrische Bilinearform mit:
Cov(X,X) = Var(X)>0 furalleX € £*

Satz 3.2(Zusammenhang von Unabhangigkeit und Unkorrelierth&8ienX : Q@ — S und
Y: Q — T diskrete Zufallsvariablen auf?, A, P). Dann sind &quivalent:

() X undY sind unabhangig, d.h.

P[X €AY € Bl=P[X € A|P]Y € B]  firalle A, B € A.

(i) f(X) undg(Y) sind unkorreliert fur alle Funktionerf : S — Rundg: 7" — R mit
J(X),9(Y) € L2,

Beweis. e ()= [(i)] Seien X undY unabhangig, dann gilt:

E[f(X)g(Y)] =Y fla)g(b) P[X = a,Y =]

acS beT
=Y @) PLX = o] 3 g(8) PIY = ] = BLF(X)] Elg(¥)
a€sS beT

Somit folgt:
Cov(f(X),9(Y)) = 0.

o [(}=[()} Aus((if)folgt fur allea € S,b € T"

PIX =a,Y =b] = E[loy(X) Iy (V)]
= Bl (X)] Ellpy(Y)] = PIX = o] P[Y = ].

Beispiel. Sei X = +1,0, —1 jeweils mit Wahrscheinlichkei%, undY = X?2. Dann sindX und
Y nicht unabhangig, aber unkorreliert:

E[XY]=0= E[X]E[Y].
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76 KAPITEL 3. KONVERGENZSATZE UND MONTE CARLO-METHODEN

Satz 3.3(Varianz von Summen)Fir X, ..., X, € £? gilt:

Var(Xy + -+ X,) = Y _Var(X;) +2 ) Cov(X;, X;).
i=1 ij=1
z‘]<j

Falls X1, ..., X,, unkorreliert sind, folgt insbesondere:
Var(Xy + -+ X,) = ) Var(X;).
i=1
Beweis.Nach Bilinearitat der Kovarianz gilt:

Var(X; +---+ X,,) = COV(Z Xis ZXj)
=1 =1

= i Cov(X;, X;) = iVar(Xi) +2 i Cov(X;, X;).
i=1

ij=1
1<j

1,j=1

Beispiel (Varianz der Binomialverteilung)Sei

n 1 mit Wahrscheinlichkeip,
i=1 0 mit Wahrscheinlichkeit — p,

mit unabhangigen Zufallsvariablexy. Mit Satz[3.2 folgt:
Var(S,) = Var(X;) = np (1 —p).
=1

Analog gilt fir den Random Walk:

3.2 Gesetze der grol3en Zahlen
Seien((2, A, P) ein WahrscheinlichkeitsraunX’;, X5, . .. € £? diskrete Zufallsvariablen,

Sp,=X14+--+ X, % das arithmetische Mittel dex;.
ZIEL:  Zufall mittelt sich weg, d.h.:
Sn(w) _ E[Sy]

n - n

fur grol3en.
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Falls E[X;] = m fUr alle: € N gilt, folgt insbesondere:

Sh, .
() — m, falls E[X;] = mfurallei € N).
n
Im allgemeinen ist die obige Aussage falsch, zum Beispiélethisich furX; = --- = X,

der Zufall nicht weg:

Sn

— = Xi.

n
Wir benétigen daher zusatzliche Annahmen.

ANNAHMEN:

(i) Die Zufallsvariablen sind unkorreliert:

Cov(X;, X;) =0 fur allei # 7.

(ii) Die Varianzen sind beschrénkt:

v := sup Var(X;) < oo.
ieN

Es wirdkeine Unabhéangigkeit vorausgeseétzt

Satz 3.4(Schwaches Gesetz der grof3en Zahlémter den Voraussetzunggen (i) und(ii) gilt fir
allees > 0:

E
P{%— [ 25} S%EO fur n — oo.
n n e n
Gilt auBerdemE[X;] = m fur alle i € N, folgt @ = m und 5= konvergiert stochastisch

gegenm.
Zum Beweis bendtigen wir:

Lemma 3.5(Ceby3ev-Ungleichung)Fir X € £2 undc > 0 gilt;
1
Pl|X - E[X]| > ¢ < — Var(X).
C
Beweis.Es gilt .
Ix-pze < 5 (X — E[X])*

(X — E[X])? ist Uberall nichtnegativ und 1 auf {|X — E[X]| > c}. Durch Bilden des
Erwartungswerts folgt:

PIX ~ BIX]| > d = B [Iyx-pjza] < El5(X ~ BIX]Y) = 3B [(X - BIX)

c2

O
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78 KAPITEL 3. KONVERGENZSATZE UND MONTE CARLO-METHODEN

Beweis von Safz3.4\ach detCebysev-Ungleichung und den Annahreh (i) (i) gilt£

1 S, 1 - I ¢
> 5} < — Var (—) = Var( g X;) = E Var(X;) < -
i=1 =1

n n2e? n2e2 4 ne?’
]

Bemerkung (Starkes Gesetz der grol3en Zahlen)

Sp(w)

n

— m mit Wahrscheinlichkeit.

Dies wird in der Vorlesung »Einfuihrung in die Wahrscheinkeitstheorie« bewiesen.

3.3 Monte Carlo-Verfahren

Sei S eine abzahlbare Menge undeine Wahrscheinlichkeitsverteilung abif Wir bezeichnen
im folgenden die Massenfunktion ebenfalls mjtd.h.

p(x) == p({}).

Seif: S — R eine reellwertige Funktion mit:

EJf") =) f@) ulz) < oco.

€S

Wir wollen den Erwartungswert

0:=E.f]=>_ f(z)p(x)

zeSs

naherungsweise berechnen bzw. schatzen. Dazu approsimagr ¢ durch dieMonte Carlo-
Schatzer

~ 1 <
911 = X ) N7
n;ﬂ> n e

wobei X1, X5, ... unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlithi@m (€2, A, P)
mit Verteilungp sind. Nach der Abschéatzung aus dem Gesetz der grof3en Zabibhsich:

Korollar.

. 1
P[0, — 0] > ¢] < ﬁ\/aru[f] — 0 flrn — oo,

d.hﬁn ist einekonsistente Schatzfolgdir 6.
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Beweis.Da die ZufallsvariablerX; unabhangig sind, sinfl( X;), : € N, unkorreliert. Zudem gilt

E[f(X)] =Y f(x)u(z) = E,[f] =6,  und

€S

Var[f(X;)] = Y (f(x) — 0) u(x) = Var,[f] < oo

€S

nach Voraussetzung. Die Behauptung folgt nun aus[Satz 3.4. O

Bemerkung. a) 0, ist einerwartungstreuer Schéatzéir 6:
BB - 230 Bl - Bl -0
=1
b) Fir den mittleren quadratischen Fehler des Schéatzets sigh nach a):
26— 0P| = Var(@,) = %Varu[f].
Insbesondere gilt:

18, — 0l = ElB, — 0] = O(1/v/m).

Beispiel. a) MONTE CARLO-SCHATZUNG VON 6 = f[o 1 f(z) da:
Das mehrdimensionale Integral ist folgendermalf3en defiinier

1 1
f(z) dx ::/ / flzy, ... xq) dxy ... dxyg.
[0,1]¢ 0 0

Der Wert vory kann mit dem folgenden Algorithmus geschatzt werden.

erzeuge Pseudozufallszahlenus, . .., u,q € (0,1)
zW = (uy, ..., ug)

2 = (Ud+1a e 7U2d)

z = (Wn—1)d415 - - - » Und)

0, =1 3" | f(x)ist Schatzwert fup.

b) MONTE CARLO-SCHATZUNG VON WAHRSCHEINLICHKEITEN:
Sei S abzahlbarB C S. Wir suchen:

p=u(B) = E,[Ip]
Ein Monte Carlo-Schatzer ist
SO T _
Pn=-Y Is(X;),  X;unabhingig mit Verteilung.
n i=1

FEHLERKONTROLLE:
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80 KAPITEL 3. KONVERGENZSATZE UND MONTE CARLO-METHODEN

e Mithilfe der Cebyev-Ungleichung (LemriaB.5) ergibt sich:

p(1-p) _ 1

Pllpn = pl 2 & < 5 Var(pn) = 75 Vanu(ls) = = 5= <

Gilt beispielsweise, > 8% dann erhalten wir:
Plp ¢ (b —€,Dn+¢)] <5%,  unabhéngig vom,

d.h. das zuféllige Intervallp,, — ¢, p,, + ¢) ist ein 95%-Konfidenzintervallir den
gesuchten Wert.

¢ Mithilfe der Bernstein-Ungleichung (Chernoff-Abschatg) erhalten wir fid > 0
undsS, := >0 | I5(X;):

log(2/0)

e2

Plp & (bn—e,Dute)] = P[’%Sn—p] >e] <207 <5, fallsn >

Fur kleines ist die erhaltene Bedingung anwesentlich schwacher als eine entspre-
chende Bedingung, die man durch Anwenden(Eleby§ev-UngIeichung erhalt. Fur
denrelativen Schatzfehldp,, — p)/p ergibt sich:

log(2/0)

2e2p?

Pl|p, —p| > ep] < 262" < 0, fallsn >

Die bendtigte Anzahl von Stichproben flr eife ¢)-Approximation vonp ist al-
so polynomiell ine, log(1/6) und 1/p. Mit einer etwas modizifierten Abschatzung
kann man statt der Ordnun@(#) sogarO(%) erhalten, siehdlitzenmacher und

Upfal : »Probability and Computing«.

Beispiel. Wie viele Stichproben sind nétig, damit detative Fehlemit 95% Wahrscheinlichkeit
unterhalb vori0% liegt? Mithilfe derCebysev-Ungleichung (LemriaB.5) ergibt sich:

1— 100 (1 — 2000 (1 —
pL=p) _100=p) 05 faepn > 2200 =P)

Pllp, —p| >0,1p] <
[P — pl > p]_n(mp)2 o P

So sind zum Beispiel fip = 10~° ungefahrn ~ 2108 Stichproben ausreichend. Dies ist nur
eine obere Schranke, aber man kann zeigen, dal? die tatsécbhotigte Stichprobenzahl immer
noch sehr grol3 ist. Fur solch kleine Wahrscheinlichkegedas einfache Monte Carlo-Verfahren
ineffektiv, da die meisten Summanden \@ndann gleichD sind. Wir brauchen daher ein alter-
natives Schatzverfahren mit geringerer Varianz.
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Varianzreduktion durch Importance Sampling

Seiv eine weitere Wahrscheinlichkeitsverteilung guiit Massenfunktion/(z) = v({z}). Es
gelter(z) > 0 fur allex € S. Dann kdnnen wir den gesuchten Weruch als Erwartungswert
bzgl. v ausdriicken:
l’
= S pa) =) f @) E,[f d,
z€S z€S

wobei (=)
_
Q($)<— V(x)

der Quotient der beiden Massenfunktionen ist. Ein altereaiMonte Carlo-Schatzer fi# ist

~ 1 <
0, = — Y;
- g f(
wobei dieY; unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilungsind. Auché,, ist erwartungstreu:

E, 0] = Blf o] = 0.

daher

Fur die Varianz erhalten wir;
Var, (6,) = —Var,, (fo)= Zf (z) — 6%).
eSS

Bei geeigneter Wahl von kann die Varianz von,, deutlich kleiner sein als die des Schétz@{s
Faustregel fur eine gute Wahl von: v(x) sollte grof3 sein, wenfy (z)| grof3 ist.
»Importance Sampling«: Mehr Gewicht fur die wichtigen

Beispiel(Zuverlassigkeit von Netzwerken; Perkolatioegeben sei ein endlicher Grah £),
wobei V" die Menge der Knoten unfl die Menge der Kanten bezeichnet. Wir nehmen an, dass
die Kanten unabhéangig voneinander mit Wahrscheinlichke# 1 ausfallen. Seiem,w € F
vorgegebene Knoten. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit

p = P[»v nicht verbunden mit durch intakte Kanterj«
approximativ berechnen. Sei
S ={0,1}" = {(ze)eer | 2. € {0,1}}

die Menge der Konfigurationen von intaktéry = 0) bzw. defektenz; = 1) Kanten undu die
Wahrscheinlichkeitsverteilung agfmit Massenfunktion

p(z) = F@(1 — g)lFI7k@) k(x) = Zze.

ecE
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82 KAPITEL 3. KONVERGENZSATZE UND MONTE CARLO-METHODEN

Abbildung 3.1: kleiner Beispielgraph fiir Perkolation

Sei
A = {x € S| v,w nicht verbunden durch Kantermit z, = 0}.

Dann ist
p=p(A) = EM[]A]'
Der »klassische Monte Carlo-Schatzer«flist
P T _
Pn = — Y Ia(X;), X;unabhangig mit Verteilung.
n i=1
Fordern wir nun zum Beispiel
p(1—p)

|
~ ~ P
= < i
o (Pn) — <15

dann bendtigen wir eine Stichprobenanzahl
< 100 (1 —p)

- I

p
um diese Bedingung zu erfiillen. Die GrélRenordnungvéir das in der obigen Graphik darge-

n

stellte Netzwerk mit = 1% lasst sich wie folgt abschatzen:

107% = pu(»ey, eq, e3 versagenk < p < u(»mindestens 3 Kanten versagén«
22
= (3) 21075~ 1,5-1073.

Es sind also eventuell mehrere Millionen Stichproben nétig
Um die bendétigte Stichprobenanzahl zu reduzieren, wendegimimportance Sampling-Verfahren
an. Sei

v(x) =t (1= t)PF@ k() = " a,
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die Verteilung bei Ausfallwahrscheinlichkeit= % Da unterv im Schnitt 3 Kanten defekt sind,
ist der Ausfall der Verbindung bzgk. nicht mehr selten. Fir den Schéatzer

1 ¢ Y; . :
P =~ ; IA(YZ-)’Zgyzi, Y; unabhangig mit Verteilung,

erhalten wir im Beispiel von oben:

Var(ﬁn) _ %(Z]A(x)QM($)2 _p2)

zeS I/(ZL‘)
1o (1B &%k, (1 — )2\ |5k P
<oy () O E=DT oy,

Diese Abschétzung ist etwa um den Faktor 200 besser als daefiieinfachen Monte Carlo-

Schétzer erhaltene Abschéatzung der Varianz.

3.4 Gleichgewichte von Markov-Ketten

Sei S eine abzahlbare Menge eine Wahrscheinlichkeitsverteilung atif undp(zx,y), (z,y €
S), einestochastische Matrixozw. Ubergangsmatrix d.h.p(x, ) erfillt die folgenden Bedin-
gungen:

() p(z,y) >0 furallex,y € S,

(i) S, cop(z,y) =1 firalles e S.

Hier und im folgenden bezeichnen wir diskrete Wahrschehkieitsverteilungen und die entspre-
chenden Massenfunktionen mit demselben Buchstaben,@:h:= v({z}).

Definition. Eine FolgeX,, X, ...: Q — S von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum(, A, P) heiRtzeitlich homogene Markov-Kettmit Startverteilung und Ubergangsma-
trix p, falls die folgenden Bedingungen erfullt sind:

() Firalle z, € S gilt:
P[XO = SC(]] = V(.To)

(i) Furalle n € Nundx,...,z,1 € Smit P[Xy = xo,..., X, = x,] # 0qilt:

P[Xn—i—l = Tpt1 | Xo = Zo, - - - 7Xn = xn] = p(xna xn—i—l)-
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Bemerkung. Die Bedingungeh (i) und (ii) sind aquivalent zu:
P[Xo=z0,..., X, = x,] = v(xo) p(xo, 1) - - p(Xp_1, Tp) furallen e N, z; € S.

Fur eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgmit Massenfunktionu(z) = u({z}) und eine sto-
chastische Matriy auf S setzen wir

(up)(y) => px)p(z.y),  (yESI)

zeS

d.h.p pist der Zeilenvektor, den wir erhalten, wenn wir den Zeilegktor (1.(z)).cs von links an
die Matrix p multiplizieren.

Lemma 3.6. i) Die Verteilung zur Zeit: einer Markov-Kette mit Startverteilungund Uber-
gangsmatrixp ist v p".

i) Gilt vp = v, dannfolgtX, ~ v furalle n € N. (»Stationaritatk

Beweis. i) Wie im Beweis von Satz 214 erhalten wir
furallen € Nundz,y € S mit P[X, = z] # 0, und damit:

P[Xn:y]: Z P[Xn:y|X0:l‘]P[X0::E]

z€S
P[Xo=z]#£0

— Z p"(z,y)v(z) = (vp")(y).

€S
v(x)#0

i) Ausvp = v folgtvp™ = v fir allen € N.

O
Definition. i) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S heifl3t Gleichgewichtsverteilung
(oderstationare Verteilung der Ubergangsmatriy, falls .p = , d.h. falls:
> ul@)pley) = ply)  firalley e s.
z€eS
i) p erfullt die Detailed Balance-Bedingundzgl. der Ubergangsmatrix, falls gilt:
w(@) p(z,y) = w(y) ply,z)  furalez,y € S (3.4.1)
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Satz 3.7.Erfillt u die Detailed Balance-Bedingur{@.4.1) dann istu eine Gleichgewichtsver-
teilung vonp.

Beweis.Aus der Detailed Balance-Bedingung folgt:

> @) plzy) = uly) ply.x) = uly).

z€eS €S

Bemerkung. Bei Startverteilung: gilt

u(x)p(z,y) = P[Xg =2,X; =y]  »Fluss von nachy.

DETAILED BALANCE: w(z) p(x,y) = w(y) ply, x)
»Fluss vorne nachy« = »Fluss vory nachx«
GLEICHGEWICHT: Y, cou(@)p(r,y) =  Yoesnly)ply, )
»Gesamter Fluss nagh »Gesamter Fluss vajk.

Beispiele. a) MARKOV-KETTE AUF S = {0, 1}:

Seiena, 3 € [0, 1] und
B <1—a Q )
"\ o1-)

e 3
S /’/ N (0 /'/ \‘\ A
e

f/ ,ﬂf \\\ / \\‘ \

| |
l—o | I‘ O ;‘,‘ ‘. 1 F |1

o ) —\ /v
N pd B N /
. - o e b

Dann ist die Gleichgewichtsbedingupg = 1 aquivalent zu den folgenden Gleichungen:

1(0) = p(0) (1 — ) + p(1) B,
p(1) = p(0) a+ p(1) (1 - 3).

Da . eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, sind beide Glaiegen aquivalent zu

B (1= p(0)) = au).

Die letzte Gleichung ist Aquivalent zur Detailed BalanestBgung((3.4]1). Falls+3 > 0
gilt, ist u = (ﬁ, ﬁ) die eindeutige Gleichgewichtsverteilung und erfillt diet&led
Balance-Bedingung. Falls = 5 = 0 qilt, ist jede Wahrscheinlichkeitsverteilungeine

Gleichgewichtsverteilung mit Detailed Balance-Bedingun
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b) ZyKLISCHER RANDOM WALK: SeiS = Z/nZ ein diskreter Kreis, und
plk,k+1)=p,  plkk—1)=1-p.

Die Gleichverteilung:(x) = % ist ein Gleichgewicht. Die Detailed Balance-Bedingung ist
dagegen nur fip = % d.h. im symmetrischen Fall, erftillt.

C) EHRENFESFMODELL:

SeisS ={0,1,...,n},

k —k
plhk—1) =~ plhk+1)="2"%

n

Man kann erwarten, dal3 sich im Gleichgewicht jede Kugel rra?thheinIichkei% in
jeder der beiden Urnen befindet. Tatsachlich erfiillt dieoBifalverteilungu (k) = (7) 27"
mit Parametep = % die Detailed Balance-Bedingung:

pk — D) p(k—1,k) = k) plk, k—1) k=1,...,n

ist Aquivalent zu

n! n—(k—1) n! k
(k—Dl(n—(k—1))! n El(n —k)!'n

2—71

d) RANDOM WALKS AUF GRAPHEN:
Sei(V, E) ein endlicher Graph§ = V die Menge der Knoten.

e Sei

m fa||S {[E,y} c E,

0 sonst.

p(x,y) =
Die Detailed Balance-Bedingung lautet in diesem Fall:

w(@) p(r,y) = puly) p(y, x).

Sie ist erfullt, falls

p(x) = ¢ deg(z)
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gilt, wobeic eine Konstante ist. Damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, muss
¢ S0 gewahlt werden, dass gilt:

Zdeg(az) =2|E]|.

zeB

Somit ist die Gleichgewichtsverteilung:

_ deg(x)
e Sei/A := max,ey deg(z),
1 falls {z,y} € E,
pz,y) = 4
1 — dee@  gonst,

Es giltp(z,y) = p(y, ) und somit ist die Gleichverteilung alif die stationare Ver-
teilung.

Ist deg(z) konstant, dann stimmen die Random Walks in beiden Beigpi@berein, und
die Gleichverteilung ist ein Gleichgewicht.

Im n&chsten Abschnitt zeigen wir:

Satz(Konvergenzsatz fir Markov-Kettenlst .S endlich, ung eine irreduzible und aperiodische
stochastische Matrix mit Gleichgewicht dann gilt fir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
aufs:

lim (vp")(z) = p(x) farallex € S.

n—oo

Aufgrund des Konvergenzsatzes konnen wir Stichproben vrmer &/ahrscheinlichkeitsver-
teilungu ndherungsweise erzeugen, indem wir eine Markov-Kgftenit Gleichgewichfu simu-
lieren, und fur groRes auswerten. Wie findet man eine Markov-Kette mit einer voedpemen
stationaren Verteilung?

Konstruktion von Markov-Ketten mit vorgegebenen Gleichgavichtsvertei-
lungen
1. DIE METROPOLISKETTE:

Seiq(z, y) eine symmetrische stochastische Matrix, d(l, y) = ¢(y, z) furallex,y € S.
Dann erfillt die Gleichverteilung die Detailed BalancedBgyung [(3.4.11). Sei nup eine
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beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung atiimit x(z) > 0 fur allexz € S. Wie kdnnen
wir die Ubergangsmatriy so modifizieren, dass die Detailed Balance-Bedingung hzgl.
erfallt ist?

Algorithmus 3.8 (Metropolis-Algorithmus (Update — y)).  schlage Ubergang — y
mit Wahrscheinlichkeif(z, y) vor
akzeptiere Ubergang mit Wahrscheinlichkeit:, y) € [0, 1]
sonst verwerfe Vorschlag und bleibe bei

UBERGANGSMATRIX:

_Jalzy)a(z,y) fury # =,
p(x,y) =
1 _Zy;é;ca(x7y> q(x,y) fury:x

Die Detailed Balance-Bedingung lautet:

p(z) oz, y) = wly) aly,z)  furallez,y € 5.
Sie ist &quivalent dazu, dass
b(x,y) = p(z) oz, y)

symmetrisch inc undy ist. Was ist die groRtmogliche Wahl vét, y)?
Ausa(z,y) < 1 folgen

b(z,y) < p(z),
b(z,y) = by, z) < u(y),

und somit

b(z,y) < min(u(x), u(y)).

Der grofitmogliche Weil(z, y) = min(u(z), u(y)) entspricht gerade

ol 1) = min @ _ 1 falls 1(y)
o o {ﬁg falls yu(x)

> (),
> 1(y)-
Definition. Die Markov-Kette mit Ubergangsmatrix

p(z,y) = min (1, %) ~q(z,y) firy # x

heil3tMetropolis-Kettemit Vorschlagsverteilung(z, y) und Gleichgewicht..
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Satz 3.9. erfillt die Detailed Balance-Bedingung bzgl.
Beweis.siehe oben. O

2. DER GIBBS-SAMPLER SeiS = 5; x --- x Sy ein endlicher Produktraumu(z1, . . ., z4)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung atifund

M(.Tl, s ,.Td)
ey L1, 2, a1, - - .,.’Ed)

/M(Scz' \ 3717---7561'71,56#17---75661) = E M(ﬂfl
zZ€S; ?

die bedingte Verteilung dérten Komponente gegeben die Gibrigen Komponenten.
Algorithmus 3.10 (Gibbs-Sampler (Update — y)). vy :==x
fori:=1,...ddo

updateyi ~ MZ( i | Y1y Yi—1,Yit1,y - - - 7?/d)
end for

return y

UBERGANGSMATRIXZ
P = DPdPd-1 """ D1,

wobei

wi(Yi | yis - Yict, Yir1, - -, ya)  fallsy, = xy fur alle k # 4,
pi(x,y) =
0 sonst.

Satz 3.11. i) p erfullt die Detailed Balance-Bedingung bzg).furalle: =1,...,d.
i) p istein Gleichgewicht vop.
Beweis. i) Der Beweis der ersten Aussage ist eine Ubungsaufgabe.
i) Nach der ersten Aussage jstein Gleichgewicht vom; fur allei. Also gilt auch
UP = HPdPd-1-""P1 = M.
0]

Bemerkung. Zur Simulation vony,,, n > 0, genugt es, die Massenfunktigniz) bis auf eine
multiplikative Konstante zu kennen:
ausu(x) = C f(X) folgt

o(z,y) = min (1, f—) unabhangig void'.
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Beispiel (Rucksackproblem)Gegeben:

wi,...,wqg € R, »Gewichte
v1,...,0q € R, »Werte«

Rucksack mit maximalem Gewicht> 0, packe soviel Wert wie mgglich ein.

S ={0,1}¢, alle Konfigurationen
Sy ={(21,...,2q) €5 Zle ziw; < b}, zulassige Konfigurationen
z; = 1 : i-ter Gegenstand im Rucksack

RUCKSACKPROBLEM
maximiereV (z) = Zle z; v; unter Nebenbedingunge S,.

Das Rucksackproblem istP-vollstandiginsbesondere ist keine Losung@{d*) Schritten fur
eink € N bekannt.

STOCHASTISCHERZUGANG: SIMULATED ANNEALING

Fur 5 > 0 betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

ZLﬁ PV furz e Sh,

0 fur = € S\ Sy,

ps(2) =

auf S, wobeiZz = 3 €’ V(®) eine Konstante ist, die zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
normiert. Fur3 = 0 ist ug die Gleichverteilung au$,. Fir 3 — oo konvergiertu; gegen die
Gleichverteilung auf der Menge der globalen Maxima vgrdenn:

eBV(2) 1 0 falls V(z) # maxV,

pe(z) = = - —
7 BTV X
i 2aes, o TV =max V]

falls V(z) = max V.

IDEE: Simuliere Stichprobe von pz fur 5 grofl3 (3 — oo). Dann istV/(z) wahrscheinlich
nahe dem Maximalwert.

METROPOLISALGORITHMUS:  Seizt := max(z,0) der Positivteil vonz. Wir wéhlen als
Vorschlagsmatrix die Ubergangsmatrix

falls z; # w; fir genau ein € {1,...,d},
q(z,w) :=

S Al

sonst

des Random Walks ayf), 1}¢. Fir die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ergibt sich

uﬁ(w)) e POV i z,w € 5y,

st ) = min 1 ()

0 fUI’ZGSb,w¢Sb.
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Der Vorschlage wir also mit Wahrscheinlichkeit akzeptiert, weniv’ (w) > V(z) gilt—andern-
falls wird der Vorschlag nur mit Wahrscheinlichkeitp —3 (V(z) — V (w)) akzeptiert.

Algorithmus 3.12 (Simulation einer Markov-Kette mit Gleichgewicht). initialisiere 20 ¢
S
forn=1,2,...do
2 = g = (D)
erzeuge ~ Unif{l,...,d}
w; =1 —w;
if w e Sy, then
erzeuge: ~ Unif(0, 1)
if u < ag(z,w)then
2 =
end if
end if
end for

Algorithmus 3.13 (Simulated Annealing)Wie Algorithmu$3.12 aber mit = §(n) — oo fur

n — oQo.

Bemerkung. @) PHYSIKALISCHE INTERPRETATIONEN
s ist die Verteilung im thermodynamischen Gleichgewichtdigé Energiefunktiorn? (z) =
—V(z) bei der Temperatuf = 1/3. Der Grenzwerti — oo entsprichtl’ — 0 (»simulier-
tes Abkuhlen).

b) Die beim Simulated Annealing-Verfahren simulierte leght inhomogene Markov-Kette
findet im allgemeinen nicht das globale Maximum Jdnsondern kann in lokalen Maxi-
ma »steckenbleiben«. Man kann zeigen, daf} die Verteilund/ldekov-Kette zur Zeitn
gegen die Gleichverteilung auf den Maximalstellen koniestgfalls 3(n) nur sehr lang-
sam (logarithmisch) gegefnoco geht. In praktischen Anwendungen wird der Algorithmus
aber in der Regel mit einem schnelleren »Cooling schedd(es verwendet. Das Auf-
finden eines globalen Maximums ist dann nicht garantierbtzéiem erhalt man ein oft
nutzlichesheuristisched/erfahren.

Universitat Bonn Sommersemester 2009



92 KAPITEL 3. KONVERGENZSATZE UND MONTE CARLO-METHODEN

3.5 Konvergenz ins Gleichgewicht

SeiS = {x,...,z,} eine endliche Menge, und

m

WV(S) = {p = (ulx1), ., plem)) [ p(es) 20, ) () =1} CR™

=1
die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen 8uGeometrisch istVV (.S) ein Simplex im
R™. Wir fihren nun einen Abstandsbegriff a8afV(.S) ein:

Definition. Die Variationsdistanzweier Wahrscheinlichkeitsverteilungeyw auf .S ist:
1 1
drv(,v) 1= 5= vl = 5 3 |u(@) = v()].
z€S
Bemerkung. a) Fur alleu, v € WV(S) gilt:
1
drv (i, v) < 5 Y (nle) +v(@) = 1.

z€eS

b) Seienu, v Wahrscheinlichkeitsverteilungen untd:= {z € S| u(z) > v(x)}. Dann gilt:

drv(,v) = 3 (ule) = v(x)) = max [u(A) — v(A)].

ACS
z€EA
Der Beweis dieser Aussage ist eine Ubungsaufgabe.

Wir betrachten im folgenden eine stochastische Maifix y), (r,y € S), mit Gleichge-
wicht ;.. Die Verteilung einer Markov-Kette mit Startverteilungind Ubergangsmatrixzur Zeit
nistv p™. Um Konvergenz ins Gleichgewicht zu zeigen, verwenden weifalgende Annahme:
MINORISIERUNGSBEDINGUNG  Esgibteiny € (0, 1] und einr € N, so dass fur alle,y € S
gilt:

Pz, y) >0 uly). (3.5.1)
Satz 3.14.Gilt die Minorisierungsbedingun@.5.1) dann konvergiert p™ fir jede Startvertei-
lung v exponentiell schnell gegen Genauer gilt fur allen € Nundv € WV(S):

dry(vp", p) < (1= 8)"

Bemerkung. Insbesondere ist daseindeutigeGleichgewicht: Betrachte eine beliebige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mit v p = v. Dann folgt firn — oc:

dTV(”a M) = dTV(Vpnnu) - 07

alsodry (u, v) = 0, und somity = v.
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Beweis. 1. Durch die Zerlegung

p(r,y) =dp(y) + (1 —90)q(z,y)

der r-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten wird estechastischdatrix ¢ definiert,
denn

(i) Aus der Minorisierungsbedingunig (3.5.1) folgtr, y) > O fur allex,y € S.
(i) Aus > sp"(z,y) = 1,3 conly) = 1folgt > o q(z,y) = 1furallex € S.

Wir setzen im folgenden := 1 — §. Dann gilt fir aller € WV(S):

vp' =(1-=-Npu+Avg. (3.5.2)

2. Wir wollen mit vollsténdiger Induktion zeigen:
v =1 =X+ Nev g furallek >0, v e WV(S). (3.5.3)

Furk = 0 ist die Aussage offensichtlich wahr. Gt (3.5.3) fUr &ir> 0, dann erhalten wir
durch Anwenden von Gleichung(3.5.2) auf” mit 7 = v ¢*:

(k+1)r _ Vpk:r pr

— 1 — )\k _'_)\k v k r
(( ) 1 QN)p
= (1= pup" +(1 =) Nep+ N ughg
=u
— (1 o )\k+1)u+)\k+1qu+1.

vp

3. Firne Nyn=kr+i, (k€ N,0 <i<r),folgt:

Vpn:Vpkrpi:(l_)\k) pz+)\kqupz’
~~
=p
also
vp" — =N (vg"p — p) furaller € WV (S),
und damit
dry(vp", 1) = 5 " = plle = Xdow (v ' p) < X
nach der letzten Bemerkung.
O
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Welche Ubergangsmatrizen erfiillen die Minorisierungabgahg?

Definition. i) Die stochastische Matriy heil3tirreduzibel falls es fur allex,y € S ein
n € N gibt, so das$"(z,y) > 0 gilt.

i) Die Periodevonz € S ist definiert als

Periode(z) := ggT({n € N | pﬁﬁx,x) > 0}).

=:R(z)

Lemma 3.15. i) Falls pirreduzibel ist, giltPeriode(x) = Periode(y) fur alle x,y € S.

ii) Falls p irreduzibel und aperiodisch (d.Reriode(z) = 1 fur alle z € S) ist, gibt es ein
r > 0,sodasy’(z,y) > 0furallex,y € S qilt.

Beweis.Seienz,y € S.
i) Seip irreduzibel. Dann gibt es eifiund eint € N, so dass gilt:
p’(z,y) >0 und  p'(y,z) > 0.
Flra := s + t folgt:

o p(x,x) > p*(x,y) p'(y, ) > 0, alsoa € R(x).

o p"t(x,x) > pi(x,y) p"(y,y) p(y,x) > 0firallen € R(y), alson + a € R(z) fur
allen € R(y).

Periode(x) ist ein gemeinsamer Teiler vai(z), somit Teiler vora undn + a, also auch
vonn fur allen € R(y). Daher istPeriode(z) ein gemeinsamer Teiler vaR(y) und somit

gilt:
Periode(x) < Periode(y).

»>« wird analog gezeigt. Es folgt:

Periode(x) = Periode(y).

ii) R(x) istabgeschlossen unter Addition, denn falls € R(x) ist, gilt:
p* i (x, ) > p*(z, ) p'(z,2) > 0,

und somits + ¢ € R(z). Dap aperiodisch ist, folggegT(R(x)) = 1 fur allex € S. Nach
einem Satz der Zahlentheorie gilt:
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Da R(x) additiv abgeschlossen, gibt es fur alleein r(x) € N mit n € R(x) fur alle
n > r(x).

n € R(x) impliziert p™(xz,z) > 0. Dap irreduzibel ist, folgt, dass es fur alle y ein
r(z,y) € N gibt, so dass gilt:

p"(x,y) >0 far allen > r(z,y).

Furr > max, yes r(z,y) folgt dannp”(z,y) > 0 fur allex,y € S.
0]

Satz 3.16(Konvergenzsatz fuendlicheMarkov-Ketten) Ist p irreduzibel und aperiodisch mit
Gleichgewichi, dann gilt:

nhlgo dry(vp",p) =0 firaller € WV(S).
Beweis.Dap irreduzibel und aperiodisch ist, gibt es eir N mit:
p"(z,y) >0 furallez,y € S.
Daher gibt es eim € N und eind > 0, so dass gilt:
P (z,y) > 6 uly) furallez,y € S,
(z.B.6 :=min, 4egp"(z,y)). Mit Satz[3.14 folgt die Behauptung. O

Beispiel (Metropolis-Kette) Sei S endlich,u.(z) > 0 fur allex € S, nicht konstant, und(z, y)
irreduzibel. Dann isp(x, y) irreduzibel und aperiodisch. Somit folgt die Konvergerz @Gleich-
gewicht nach Safz_3.116, allerdings evtl. sehr langsam!

ANWENDUNG: MARKOV-CHAIN-MONTE CARLO-VERFAHREN
Seip e WV(S), f: S —R.
GESUCHT.
0 = Eu[f],

MARKOV-CHAIN-MONTE CARLO-SCHATZER:

b+n

é\n,b = % Z f(Xk>7

k=b+1

wobeib € N eine feste Konstante (»burn-in-Zeit«) ud, )xcy irreduzible Markov-Ketten mit
Gleichgewichtu sind.
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Satz (Ergodensatz / Gesetz der grol3en Zahlen fur Markov-KetteR)ir alle b € N gilt:

lim ?mb =6 mit Wahrscheinlichkeit,

n—oo

Beweis.siehe Vorlesung »Stochastische Prozessex«. 0

Die Analyse des Schatzfehler ist im Allgemeinen diffizil!
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Kapitel 4

Iterationsverfahren fur lineare und
nichtlineare Gleichungssysteme

LITERATUR ZU NUMERISCHERMATHEMATIK :

e Hanke-Bourgeois :»Grundlagen der numerischen Mathematik«
e Deuflhard/Hohmann :»Numerische Mathematik«
o Hammerlin/Hoffmann : »Numerische Mathematik«

e Quarteroni/Sacco/Saleri : »Numerische Mathematik 1«
Beispiel. GESUCHT.  numerische Lésung® € (0, 3) vontan(z) — 2z = 0.
1. ANSATZ:
tan(z) —2x =0 & xr = %tan(z) =: ¢(x) »Fixpunktgleichung«.

I TERATIONSVERFAHREN
2D = ¢ (zm)
Konvergiert das Iterationsverfahren?
o falls (9 < 2* konvergiertz(™ gegerD.
e falls 2(® > z* ist (") monoton wachsend bis™ > Z, danach konvergiert

geger.

2. ANSATZ:

tan(z) —2x =0 & x = arctan(2z) =: ¢(x)

™ konvergiert gegen* fir allez° € R*.
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KAPITEL 4. ITERATIONSVERFAHREN FUR LINEARE UND NICHTLINEARE
98 GLEICHUNGSSYSTEME

3. ANSATZ: NEWTON-VERFAHREN

fy) = tan(y) — 2y = 0.

IDEE: Lineare Approximation vorf (durch Tangente):

Es qgilt:

Dies motiviert dieFixpunktiteration:
D = ¢ (x(")) )

o falls2® € (2%, %) oderz® € (¢! (Z),2*) konvergiertz™ sehr schnell gegerr,

2

N

o fallsz(® < ¢! g) konvergiertz(0) nicht gegen:*.

Das Beispiel zeigt, dass nicht jede Fixpunktiteration laygiert. Die Konvergenz kann (ab-
hangig vom Startwert) gegen verschiedene Fixpunkte exfolfonvergenz und Konvergenzge-
schwindigkeit hangen wesentlich von der Art der Darstejlemer Gleichung als Fixpunktglei-
chung ab.

4.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

ALLGEMEINER RAHMEN: (X, d) ein metrischer Raung: X — X.

FIXPUNKTITERATION:
2D = (2)

Satz 4.1(Banachscher Fixpunktsatzlst (X, d) vollstdndig unde eine Kontraktion, d.h. es
existiert eine Konstanté € (0, 1) mit

d(o(x),o(y)) < L-d(z,y) furallez,y € X, (4.1.2)
dann gilt:

1. ¢ hat genau einen Fixpunkt € X.
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2. Die Fixpunktiterationz("+) = ¢ (2(™)) konvergiert fir jeden Startwert® € X gegen
x*, und far allen € N gilt:

d (a:("), :c*) <Ld (;,;(Vlfl)7 :c*) »Monotonie« (4.1.2)
L" .

d(z",z%) < — (21, 2) »A priori-Schranke« (4.1.3)
L .

d(z™,2*) < T d (™, 2" »A posteriori-Schranke« (4.1.4)

Beweis. i) Aus (4.1.1) folgt durch Induktion:
d (:E(”+1), x(")) <L"d (x(l), IE(O)) furallen > 0,
(4.1.5)

also nach Dreiecksungleichung

Ln

= 1) .00
1_Ld(:c , T )

m—1 m—1
d (2, 2) < 3 d (2, 20) < 3 Lid (20, 20) <
(4.1.6)

fur allem > n > 0. WegenL < 1 ist z(™ eine Cauchy-Folge, also existiert wegen der
vorausgesetzten \Vollstandigkeit

¥ = lim 2™,

n—oo

Zudem gilt wegen der Stetigkeit vanund Gleichung[{4.115):
d(z*,¢(z")) = lim d (x(”),gb (x("))) = lim d (x(”),x("+1)) =0,

n—oo n—oo

d.h.z* ist Fixpunkt. Isty* ein weiterer Fixpunkt, dann gilt:

d(z*,y") =d(¢ ("), ¢ (y")) < Ld(z%,y"),

alsod (z*,y*) = 0, d.h.z* = y* undz* ist eindeutiger Fixpunkt.

i) 1. Esqilt:
d (:c(”), :c*) =d ((b (:c(”’l)) N0 (:C*)) <Ld (a:("’l),x*) )
2.
d (x("), ZE*) = lim d (x("), x(m)) < 1L_—L d (:E(l),l‘(o)) .
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3. Analog zul(4.1)6) ergibt sich:

4 (2, o) < % d(z, 20Dy firallem >n > 0,

Die Behauptung folgt fim — oo.

NOTATION:  d¢(z) bezeichnet die Jacobi-Matrix.

Korollar. SeiC' C R™ abgeschlossen und konvex undC' — C' einmal stetig differenzierbar.
Gilt

L :=sup ||d¢(x)||, =sup sup () v)ll, <1
2€C Nm——

zeC veR™\{0} ||U||2

)

12-Matrixnorm

dann hatp genau einen Fixpunkt* undz(™ konvergiert gegen*.

Beweis.Furz,y € C gilt [z,y] C C,alsomity(t) := (1 —t)x +ty:

I6() = (@), = 9(:(1)) = 620N,
| Geteya

2

1
< / 1o (v ()) (7 (1))t
1
< / LI @), = Ly — =],
d.h.¢ ist eine Kontraktion bzgld(z, y) = ||y — z||,. O

Bemerkung (Lokale Konvergenz)Ist D C R" offen, ¢ € C'(D) mit Fixpunktz* und gilt
|do (=) ||, < 1, dann existiert eim > 0 mit:

ldé(x)|, <L <1 firallex € U. (z%).

Nach dem Korollar konvergiert alsg™ gegenz* firr alle z(© mit ||z(® — z*||, < ¢ (»lokale
Konvergenz«).

Beispiele. a) GLEICHUNG VON OBEN.

tan(z) — 2z = 0.
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1. ¢(x) = 5 tan(z). Dann ist

1 <1 fiurx<?Z,
¢'(x) = 5 (1 + (tan(z))*) = !
2 >1 furf <z <3,
o fiirt < T ist ¢ eine Kontraktion aufo, ¢| undz™ konvergiert gegen.

e ¢ ist keine Kontraktion aufZ, 7).

2. ¢(x) = arctan(2z). Dann gilt:

~ 2

o fiir allec > 0 ist ¢ eine Kontraktion aufl + ¢, co) und =™ konvergiert gegen
x* € [1,00).
b) NICHTLINEARES GLEICHUNGSSYSTEM Seic € R eine feste Konstante.

x1 = ¢ cos(zy) — ¢ sin(xq),

Ty = ¢ cos(zy) — 2¢ sin(xq),

o) = ( cos(z1) — SiI}(Jfg) ) |

cos(ry) — 2sin(xq)

16(z) = —c (sin(xl) cos(x) ) .

sin(zy) 2cos(zs)

Es gilt:

ld(@)ll = le] /2 sin®(21) + 5 cos?(x) < VT el
Damit folgt:

sup 122D g, 1O@IWe Nolly o 1440, < V7l

v7£0 o], w40 o]l

lde(@)ll, =

Somit konvergiert die Fixpunktiteration fiie] < 1/+/7 mit L = /7 |¢|. Zum Beispiel fiir
c = 0,4 mit Startwertz(¥) = (0, 0).
ZIEL:  Fur den Approximationsfehler soll gelten:

!
en = |l — ¥, <5107° = 6.
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e A PRIORFABSCHATZUNG:
En < L
"T1-L
Die Ungleichung ist erfiillt, falls gilt:

!
12 — 2|, < 6.

20 — 0
n > log; 1 W ~ 153, 6.
e A POSTERIOR+tABSCHATZUNG:
L
1-L

Die Ungleichung ist schon fiix = 39 erfullt!

!
2 — 2D, < 5

¢) GLEICHGEWICHTE VON MARKOV-KETTEN:
SeiS endlich, und(z,y), (z,y € S) eine stochastische Matrix. Ein Gleichgewighton
p ist ein Fixpunkt der Abbildung

¢: WV(S5) — WV(S),
¢(p) = pp.
Die MengeWV (S) ist ein Simplex imR!*!, also kompakt. Existiert eifh € (0, 1) mit
dry(pp,vp) < L-dpy(u,v)  furallep,ve WV(S), (4.1.7)

dann existiert nach dem Banachschen Fixpunk{salz 4.1 ganasleichgewichj: von p,
und es gilt:
L L
dry(pp",v) < — ~drvinv) S 7

Im allgemeinen gilt Gleichund (4.1.7) jedoch nur rhit= 1!

far alle u, v € WV(9).

4.2 Klassische lterationsverfahren flr lineare Gleichungsys-
teme

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem
Az =0, mit b € R? und invertierbarer Matrixd € R,

Gesucht ist die Losung* € R<.
Typisch in Anwendungen ist aul3erdem, ddssehr grof3 ist undl »dunn besetzt« ist, d.h. dass
nur wenige Eintrage einer Zeile vohungleich0 sind.
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Beispiel (Poissongleichung)Gesucht isi: € C(D) N C?(D) mit:

Au(z) = z”: 622%(:15) = g(x) furallex € D,

() =0  furallex € D\D.

I~

DISKRETE VERSION

D C Z" endlich
D:={zxeZ"|esgibteinye D: |z —yl, <1},

9= (9z)zen € RV,

Gesucht ist in diesem Fall = (u,), .5 mit:

n

Z [(Upie; — Up) — (Up — Up_e,)] = g,  fUrallex € D,
i=1
Uy =0 furallez € D\D.
Wir erhalten ein lineares Gleichungssystem
Au=>
mit hoher Dimensior = |D| und diinn besetzter Matrix:

Asy #0  nurfalls |z —yl, < 1.

In Anwendungen wie dieser sind die klassischen Eliminatienfahren meist zu aufwandig
(O(d?)), stattdessen verwendet man Fixpunktiterationen.
ALLGEMEINES ITERATIONSVERFAHREN

A=P—N, P,N € R™4,

wobei P eine invertierbare Matrix, deren Inverses »leicht« bezablar ist.P wird Prakonditio-
nierer genannt. Es gilt:

Az =b & Pr=Nz+b & r=Tzx+ f=:¢(x), wobei
T:=P'N=PY(P-A)=I-P1'A  f:=P"

LINEARE FIXPUNKTITERATION:

g* ) = 7 ) 4,
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RESIDUENDARSTELLUNG
gD — &) _ p=l (AW _p).
Der Ausdruck( A z*) — b) wird alsResiduum von:(*) bezeichnet.
Bemerkung. Die Berechnung von**1) erfordert Inversion vorP!
Im folgenden wollen wir untersuchen, wann die Fixpunkétem konvergiert.

Definition. Der Spektralradiuseiner MatrixT' € R%*¢ ist
o(T) := max{|A| |\ € C Eigenwert vori'}.

Bemerkung. a) Sei| - ||, eine Norm aufR?, | - ||,, eine vertragliche Matrixnorm at#?<.
Dann gilt:
o(T) < T -

Beweis. Sei \ ein Eigenwert vorY” undv ein normierter Eigenvektor, dann folgt:

Al = 1Avlly =T olly < Tl [l = 1T

b)
[Ty =/ o(T*T).
FallsT symmetrisch ist, gilt:

1Tl = o(T).
Satz 4.2. 1. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(i) Die lterationsfolgezr*) konvergiert fiir jeden Startwert® € R¢ gegen die Losung
r*vonAx =b.
(i) T* konvergiert gegen (d.h.(T"); ; konvergiert gegen fur alle i, 5).
(i) o(T) < 1.

2. Hinreichende Bedingung:
Ist]| - ||, eine Norm auRR® und|| - ||, eine vertragliche Matrixnorm mitT’||,, < 1, dann

gilt:
[0 = 2", < T l2® = a*),  furallek €N,

d.h.z® konvergiert bzgl| - ||,, monoton gegen*.
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Beweis. i) e [(i)] < [(ii)} Wegen
Ax* =D & = p(z")
gilt
28 2t = g(a®) — g(a*) = T(e® — o*),

fur alle k € N, und somit:
a®) —g* = TFO© — 2%).

x*) konvergiert also genau dann gegenwennT* geger) konvergiert.

e [(i)] = [(i)f Angenommenyp(7') > 1. Dann gibt es einen Eigenwekt € C mit
|A| > 1 mit Eigenvektorn € C4\{0} vonT"

Tv=\v.

Daher konvergierf™* v = \* v nicht gegerd. Somit konvergierf™* nicht gegero im
Widerspruch z{ (ii).

e [(ii)] = [(ii)} Wir beweisen diese Richtung fur den symmetrischen @al= 7*). Da
T symmetrisch ist, gibt es eine orthogonale Matdixxc R**¢, so dass gilt:

AN - 0
T=0DO",  wobei D=diag(\,...,\q) =] : ;
0 - A\

die Diagonalmatrix aus Eigenwerten vérist. WegenO? = O~! gilt:
"= (0D0")" =0D"OT.

Aus o(T) < 1 folgt nun fur alle Eigenwerte)\;| < 1. Also konvergiertD* und somit
auchT* gegen.

Den allgemeinen Fall zeigt man via Jordanscher Normalfeiahe z.B. »Hammer-
lin/Hoffmann:Numerische MathematilSatz 8.1«.

i) Es gilt:
lo(x) = oWy = 1T = =Tyl < Ty e —ylly.

Wegen||T||,, < 1ist¢ eine Kontraktion bzgl|| - ||,,. Mit dem Banachschen Fixpunktsatz
folgt die Behauptung.
U
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Klassische Iterationsverfahren

Keine Préakonditionierung

Dann lautet die Residuendarstellung:
g® ) = 20— (Ag®) _p), und T =1-A.
Beziglich Konvergenz gilt:
A ist genau dann Eigenwert voh, wennl — X\ Eigenwert voril” ist.
Also ist der Spektralradius
o(T) = max{|1 — A| | A Eigenwert vonA}.

Beispiel. Ist A symmetrisch und positiv definit (»s.p.d.«), dann sind dgeBwverte vorA reell
und positiv. Also gilt

o(T) = max{|1 — | | A Eigenwert vonA} < 1 & Amax(A4) < 2.

Die Bedingung an die Eigenwerte ist bei diesem Verfahreregtriktiv!

Jacobi-Verfahren / Gesamtschrittverfahren

Es gilt:
d
Ax =10 = Zaijxj:bi izl,...,n
j=1

& aiixi:bi—Zaijxj.
J#i
Algorithmus 4.3.
INPUT: Matrix A € R4 mita; # 0firallei < d, b € R?, Startwertz(?) ¢ R¢,
OuTPUT: lIterationsfolger® e R,
for k:=0,1,...do
fori:=1,...ddo

1
R U DI @2.)
v J#i
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end for
end for

EINORDNUNG IN ALLGEMEINEN RAHMEN:
Die Matrix A wird in drei MatrizenL, D und R zerlegt:

A=—-L+D-R, mi

0 -+ - 0 aj; o - 0 0 ajp -+ aug
L=—|" . D= . R=-—
Aq—1,d
aq - agg-1 0 0 v - agy 0 v ... 0

Fur das lineare Gleichungssystem gilt mit dieser Zerlegung
Az =b & Dx=(L+R)x+b & r=D'L+R)z+ Db

Als Iteration setzen wir:
¢* D) = DY (L + R) 2™ + D~ 1b.

Also qilt:
P=D und T=D'L+R).

GauR-Seidel-Verfahren/Einzelschrittverfahren

IDEE: Verwende bereits berechnete Komponentena/én®) sofort.

Algorithmus 4.4. Wie Algorithmu$ 413, aber statt Gleichu@2.1)mit der Iteration

A L (= S el = 3 0 at) @22)

v j<i j>i

In Matrixform:
Dz = p 4 Lat+) 4 Ra® & (D—=L)2%Y = Ra®™ 4,
Einordnung in allgemeinen Rahmen
P=D-1L, T=(D-L) "R
Satz 4.5.Ist A strikt diagonaldominantd.h.

|a”—|>2|aij|, Z.:]_,...,d,
i
dann konvergieren das Jacobi- und das Gaul3-Seidel-Venfahmonoton bzgl. der Maximums-
norm| - || aufR,
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Beweis. Wir zeigen:
1Tl = max > " Jty] < 1.
7=1

1<i<n 4

Da| - ||, die von der Maximumsnorm auf Vektoren induzierte Matrixnast, folgt die Behaup-
tung dann aus Safz 4.2.

1. ACOBI-VERFAHREN

—% - flr j # 4,
TI Dfl (L+R), tij — A J 7&
0 fur j = 1.

Damit folgt:

1

1T < T Z |aij| =: ¢
J#i
Weil A strikt diagonaldominant ist, folgt < 1.
2. GAUSS-SEIDEL-VERFAHREN
T=(D-L) 'R

Seic wie oben definiert, wir behaupten:

IT), <c<t.

Dazu ist zu zeigen:
T x|, <c-|z| fur allex € R™.
Seiy := T z. Nach Algorithmu§ 414 ist
1
Y= (- Zaz‘jyj - Z%‘%‘)-
" j<i J>i

Wir zeigen durch vollstandige Induktion natHie Aussage:
lyil < - [lzf] -

Fari =1 gilt:
1
| < —— E ayj| - Jos] < e |2l
s A1
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Mit der Induktionsvoraussetzung folgt:

i—1 d

1
|yi| < (=D laigl lyil + > lais |a5)

|ail j=1 j=i+1

<

d
1
< ot (Claslellole+ 3 las lol..)

A j=it+1

1

< y D laglllzll < cllall,  forallei=1,....d.
g

la

Somit gilt:

1T 2]l = ylle < el

Man kann nicht allgemein sagen, welches Verfahren »besstefiir bestimmte Klassen von
Matrizen kann man zeigen, daf} das Gaul3-Seidel-Verfahtereller konvergiert. Wir werden
nun zeigen, dal3 das Gaul3-Seidel-Verfahren fir symmegrigakitiv definite Matrizem stets
konvergiert.

Sei (v, w) = 3%, v; w; das euklidische Skalarprodukt iRf. Die von einer symmetrisch positiv
definiten Matrix induzierte quadratische Form

(,y)a = (x,Ay) = (Az,y),  (z,y €R")
nennt man aucknergieskalarproduktdie entsprechende Norm
)4 =/ (z,2)4
heil3t auclEnergienorm
Beispiel (Diskreter Laplace-Operatorpei D C Z" endlich,

U = (Uyg)peze Mitu, =0 furallex € D,

n

(Au)e = =(Dznu)y = — Z [(U:Hei = Ug) = (ug — u$*€i>j|'

i=1
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Dann ist die Energienorm vout

ull = (u, Au) Z% (Au), Zux(Au)x

zeD WISYAL

= Z (Zugg (Up — Ug—e,;) — Zum (Ugye; — uﬂﬁ))
= Z (Z Ugte; (ugg_,_ei — Ux) - Zum (uﬂﬁ-i—ei - uﬂﬁ))
=3 Sttt —up ) Z | Vznu(z)|?,

2€Z™ =1 giskrete Richtungs- N P

ableitungd; u(x)

Energle Vo

wobel
Vznu(z) = (u(z + e1) —u(z),. .., u(z + e,) — u(x)).
Es folgt, dal3 die lineare Abbildung = —Az» auf

V = {u = (up)pezn | up = O furallex € D} = RIP!
symmetrisch und positiv definit ist, mit Energienorm

WMA—EZHun .

KONTINUIERLICHES ANALOGON:
—/ ulAu = / V2 fallsu = 0 aufoD (siehe »Analysis Il1«)
D D

Satz 4.6.1st A symmetrisch und positiv definit, dann bat = b eine eindeutige Losung' und
das GauR-Seidel-Verfahren konvergiert monoton bizg|.. gegenz*, d.h. es gibt eir. < 1 mit:

”x(nﬂ) —r'f, <L ”x(n) — x| 4.
Bemerkung. Sei A symmetrisch positiv definit, dann gilt
a; = (e;, Ae;)) >0 far alles.
Beweis.Zu zeigen ist:
1Tl = max [ITlla <1 (4.2.3)

llzll =1

Die Behauptung folgt dann aus Saiz|4.2
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1. Es genugt zu zeigen:
Tz, <1 fur allex € R" mit ||z| , = 1, (4.2.4)

da{z € R" } |z|| , = 1} kompakt und die Abbildung — ||z|| , stetig ist und somit in
Gleichung[(4.2.8) das Maximum angenommen wird.

2. SeiT = I — P! A, und P der Préakonditionierer, dann gilt:
(Tx,Tx)y= (Tx,ATz) = (x,ATz) — (P Ax, AT 2)
= (2,Ta)s — (x, A" (PY) AT z)
= (z,Ta)s— (z, (P AT )4
= (z,x)a— (z,Z )4 % (r,)a,
wobei
Z=Pl'A+(PYtA—(PHY AP A
=T+ (PHYy'P—(PHYtAP'A
= (PHY ' (P'+P-A)P A

3. Zu zeigen bleibt:
(x,Zx)s >0 fur allez € R™\{0}.

Es gilt:

(2, Z2)4 = (2, A(P)y" " (P'+ P - A)P"' Ax)
=(P'Ax,(P'+P—- A P Az).

Im Gaul3-Seidel-Verfahren gilt:
P=D-1L, P'=D-L'=D—R,
da A symmetrisch ist. Es folgt:
PP+ P-A=(D—-L)+(D-R)—(D—L—R)=D istpositiv definit

Also folgt
(x,Zx)a >0 fur allex € R™"\{0}.

O

Bemerkung. Im Beweis haben wir benutzt, daBsymmetrisch positiv definit uné + P* — A
positiv definit ist!
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Relaxationsverfahren
ALLGEMEINES ITERATIONSVERFAHREN
g ) =W 4 T=7—pPt4A  f=P'b

IDEE: erzwinge Konvergenz durch Dampfungsparameter (0, 1]:
RELAXATIONSVERFAHREN:

g® ) = o (T 2™ + £) + (1 = w) 2z,

Bemerkung. @) x ist genau dann Fixpunkt, wenn= w (T'z + f) + (1 — w) z gilt. Falls
w # 0 istdies aquivalent zut = T’z + f bzw. Az = b.

b) Die Iterationsmatrix ist
T,=wT+(1—-w)I=1I-wP A,
d.h. das Relaxationsverfahren ist ein lterationsverfahrg Prékonditionierer

P,=—P.
w

ZIEL: Wabhlew so, dal%(7,,) moglichst klein ist.

Relaxiertes Jacobi-Verfahren (Jacobi over-relaxation — 3J0R«)

JACOBI-VERFAHREN:
x(kJrl) — Dfl (b+ (L + R) x(k))

JOR-VERFAHREN

gkt — wD*l (b+(L+R) <’f>) +(1—wz®  dh
MY = b — Zaw ]k) +(1—w)a®.
J#i
PRAKONDITIONIERER:
1
P,=—P.
W

Satz 4.7.1st A eine symmetrisch positiv definite Matrix, dann konvergiag JOR-Verfahren fir
allew € (0,2/0(D7 1 A)).
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Beweis.
T,=I—-wD 1A,
also gilt:
)\ ist genau dann Eigenwert van—! A, wennl — w A Eigenwert vori}, ist. (4.2.5)

Ist A symmetrisch positiv definit, so audh—=z A Dz, d.h. alle Eigenwerte vod 2 AD~z sind
reell und positiv. DaD~! A dhnlich zuD~2 AD~ ist, hat auchD~' A nur reelle und positive Ei-
genwerte. Es folgt, dass das JOR-Verfahren genau dannigpestewenn fir den Spektralradius
vonT, gilt:

o(T.,) = max{|1 —w A| | A EigenwertvonD ™" A} < 1.

Dies ist aquivalent dazu, dass\ < 2 fur alle Eigenwerte vorD~! A gilt, und daD~! A nur
reelle und positive Eigenwerte hat, ist dies aquivalent zu

wo(D™1A) <2.

Sukzessives Relaxationsverfahren (Successive over-seéion — »SOR«)

Modifiziere JOR-Verfahren a la GauRR-Seidel-Verfahren:

i—1 n
(k+1) W (k+1) (k) (k)
z; _a_ii(bi_zaijxj — Zaijxj >+(1—w)xi .

j=1 j=i+1

In Matrixform:

g* D) = Db+ La®) 4 Ra®) + (1 — w)z®,

Dies ist aquivalent zu:

1 1-—
(=D—-1L) 2% = (R+-—2D)2® 4,
N N W .
=P, Prakonditionierer Ny

Satz 4.8.Ist A symmetrisch positiv definit, dann konvergiert da3 R-Verfahren fur allew €
(0,2) monoton bzgl| - || ,.

Beweis. Verfahre wie bei Satz 4.6:

Pw:lD—L, Pj:lD—R, A=D-L-R.
w w
Dann ist
2
P,+P — A= (——1) D
w
positiv definit fur allew < 2. Damit folgt die Behauptung. O
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4.3 Abstiegsverfahren

Sei A € R™? symmetrisch und positiv definib, ¢ RY. Wir betrachten wieder das lineare Glei-
chungssystem

Az =b. (4.3.1)

Wie zuvor wollen wir die eindeutige Losung = A~' b numerisch berechnen.Dieses Problem
l&sst sich in eiMinimierungsproblender folgenden Funktion umformulieren:

1
Lemma 4.9. Die Lésungr* = A~ b des linearen Gleichungssystems ist das eindeutige Minimum

vono, und fir allex € R gilt:

* 1 *
o) = 6(a*) = 5 o — 2[5
Beweis. Mit quadratischer Ergdnzung sieht man, dass die Funktion

1

1
= Sllo ="l - Sl

8(2) = 5w 2)a — (2, A0

minimal ist firz = z*. Das Minimum ist dann

1
o) = —5 I |

O

ALLGEMEINES ITERATIONSVERFAHREN ZURMINIMIERUNG VON ¢ : RY — R (LINE

SEARCH):

2D = g ®) 4 ),

Hierbei bezeichnen
p @ pM e RY die »Suchrichtungenc,

g, 1, ... €R, die »Schrittweiteng

Fur die eben betrachtete Funktiorwahlt man die Schrittweiten,, so, dass
1
¢ ) = ¢(a*) + QH:E(’““’ — "%
minimal unter allenc®® + o p®*), o € R, ist. Dies ist der Fall fur

2**+1) = A-orthogonale Projektion von* auf Gerade:*) + span(p®)

_ (k) x _ (k) _Pk Pk
=+ — a7, ,
( Toeln AToelln
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d.h.
op_ (@t =) (Aaz* — Aa®) p®)
k (p(k),p(k))A (p(k), Ap(k))
Es gilt also:
(k) (k)
o = ) mit Residuum  r® =p — A",

(ph), Ap®)

Wir betrachten nun zwei spezielle Abstiegsverfahren.

Gradientenverfahren

Sei
p®™ = -Ve(z™),  die Richtung des steilsten Abstiegs

In unserem Fall gilt:
1

¢z) = 5z, Az) = (z,b), A symmetrisch
p(k) = _v¢($(k)) —b— AzrF — T(k), »Residuum vom(k>«,
(r® r®) |52
Y= ARy R
(r®), Ar®) e ®)]|5

Das Residuum lasst sich rekursiv berechnen:

ptHD —p At —p — Ap® oy Ap®

=) _ oy, Ar®h),
Damit erhalten wir folgenden Algorithmus:

Algorithmus 4.10 (Steepest Descent)
INPUT: A € R™? symmetrisch positiv definii,c R?, (0 € R¢,
OuTPUT. lterationsfolgen:®) € R?, r®) ¢ R,
r@ =p— Az
for k:=0,1,...do

(r8), (B
o, A0y
2D = g ®) g )
pEHD = 8 g Ar®)
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end for

Bemerkung. Die Iterationsmatrix imk-ten Schritt des Gradientenverfahrens ist
TR = — a A, (keine Préakonditionierung!)

Das Gradientenverfahren ist also eioht-stationareqd.h. die Iterationsmatrix hangt vanab),
nicht prakonditioniertes Verfahren mit Relaxationspaedency,.

Satz 4.11.Ist A symmetrisch positiv definit, dann konvergiert das Gradiewerfahren fur jeden
Startwertz(®) monoton bzgl. der Energienorin || 4, und es gilt:

Ko(A) — 1

(k+1) *
x —x < =
| la< @1

2™ — 2|4,

wobeiK5(A) = || A2 - ||A7| die >-Kondition der MatrixA ist.
Wir zeigen zunachst:

Lemma 4.12.Ist A symmetrisch positiv definit mit Eigenwerter: A, < Ay < ... < )4, dann
gilt:

Al = max 4] = A = o(A).

A~!ist symmetrisch positiv definit mit Eigenwertgn> {- > --- > - > 0 und es gilt:
1 )\d
Ko (A) = [[Allz- [A™ ]2 = N

Beweis.Da A symmetrisch positiv definit ist, gibt es eine Orthonormalbaon Eigenvektoren
e; von A. D.h. es gilt(e;, e;) = d;; und jeder Vektor: lasst sich darstellen als= Zle = ¢ €.

Damit folgt:

d d d

Az =) che,  z>=) ¢ JAz|*=> X

=1 i=1 i=1

Weiterhin gilt
A
| All2 = max [Az] = max |\| = Ag.
z#0 ||zl i=1...d

Analog kann man
1

T

-1 . S
14 ”2_2‘211%}.2 Ai

zeigen. O
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Beweis von Saiz 411 BeiT, := I — a A die Iterationsmatrix des Verfahrens mit Relaxationspa-
rametera.

i) VERGLEICH MIT T,,-VERFAHREN
Wir behaupten, dass der Fehler des Gradientenverfahrecis den Fehler des Verfahrens
mit T,, flr alle « € R beschrankt ist:

lz®H — &4 < |To (2™ = 274

Nach Definition ist:(*+?) die A-orthogonale Projektion vari* auf die Gerade®) +a %),
a € R. Also gilt fur allea € R:

2 — "4 < la® + ar® —a*| 4

= | T 2™ + ab—Tha* —ablla = ||Ta (%Y — 2| 4.

i) KONTRAKTIVITAT VON Tj:
Seien) < A\ < ... < )y die Eigenwerte vonl. Wir behaupten:

1 Taylla < ;Pla>2|1 —aX| - |lylla fur alley € R%.
Seiene; die Eigenvektoren zw; und(e;, e;) = ¢;;. Dann gilt:

T.e = (1 — Oé)\l) €, und
ATQ € = >\z (1 — Oé)\z) €;.

Firy =31, ¢ ¢; folgt:

I1Taylls = (Tay, AToy)
d

d d
= (ZCZ (1 —a)\i)ei,Zci)\i(l — (DJ)\Z')@Z') = ZC?)\Z(l — Oé)\l')z.
=1 =1

i=1
Mit

d
Iyl = (v, Ay) =) &\

=1

folgt dann

ITal3 < ma (1= a )2 lyl%
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iii) OPTIMIEREN DERABSCHATZUNG:
Nach[1) und i) gilt fur allea > 0:

l2®H — a4 < T (@ = 2*)lla < @) - [l2® — 2™|4

wobei

cla) == 1111a>il|1 —a )| =max(l —al,al;—1)

wegenl —a X > 1—a)X > ... > 1—a);. Um eine moglichst gute Abschatzung zu
erhalten, wahlen wit nun so, dass(«) minimal wird. Dies ist genau dann der Fall, wenn:

2

MM—1=1—al d.h. =
O Ag Q A1, « )\d+)\17

und fur diese Wahl von gilt:

MMMl K(A) -1
AitA 241 Ka(A)+ 1

Bemerkung. a) Wegen
Ky(A)—1 2
BA)+1 KA +1
kann die Konvergenzgeschwindigkeit des Gradientenvezfehbei Matrizen mit grof3er
Kondition relativ langsam sein.

b) Das Gradientenverfahren lasst sich auch zur Minimieniolgt-quadratischer Funktionen
¢ verwenden — aber es ist dann im Allgemeinen nicht klar, weeStihrittweiteny,, geeig-
net zu wahlen sind.

Verfahren der konjugierten Gradienten (CG)

Beispiel (Abstiegsverfahren inR?). Gradientenverfahren fiF(z) = const:
Grafik fehlt noch (1)

Im allgemeinen gilt:*+2 £ 2*, d.h. die Iteration bringt nicht ab!
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Kann man im zweidimensionalen Fall erzwingen, da'sen nachsten Schritt getroffen wird
(also das Verfahren abbricht)? Eine hinreichende Bediggstn

pEHD || o — D, d.h. diek + 1-te Suchrichtung ist parallel ztf — z**Y.  (4.3.2)
Nach Konstruktion ist*+1) die A-orthogonale Projektion var* aufz®) 4-span(p®), also gilt:
z* — gD 1, p®), d.h. diek-te Suchrichtung istl-orthogonal zu:* — zF+1).

Im zweidimensionalen Fall folgt ays**? 1, p®) die Giiltigkeit von [4.3.2). Dies motiviert
folgendeModifikation des Gradientenverfahrens

(k+1) _ (k1) _ (r(k+1)ap(k))A

U 5p)a )
™, p@)y T

p

Es gilt nun:

(k+1) (k)

D Lap”,

d.h. pt**1) ist A-konjugiert zup® (»konjugierter Gradient«):.(**1) bezeichnet das Residuum
des Gradientenverfahren des vorigen Abschnitts.

Algorithmus 4.13 (CG-Verfahren)
INPUT: A € R™4 symmetrisch positiv definii,c R?, (9 € R,
OuTPUT. lterationsfolgen:®) € R4, r*) ¢ R?, pk) ¢ R,

p(o) — 0 . p_ 4,0 (4.3.3)
fork:=0,1,...do
CCRC)

e (4.3.4)

PO+ ) _ g A p®) (4.3.6)

g P M) (4.3.7)

CCNION B
pEFD = D) _ g () (4.3.8)

end for
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Wir wollen nun zeigen, dass das CG-Verfahrenl¢hnach hochsteng Schritten abbricht,
und die exakte Losung* liefert. Sei dazu

Vi, :=span{p®, ... p®}.
Durch Induktion folgt sofort aus (4.3.3), (4.8.6) und (&)3.
Vi = span{r©® .. r®} = gpan{r® Ar® . AFOY
Vi heil3t auckKrylov-Raum
Satz 4.14.Fur alle £ > 0 gilt:
)] z®) — x4V,
i) D 1, Vg, d.h.r©@ @ »E+D sind orthogonal,
i)y p*t) 1Ly Vi, d.h.p©@ pM . pk+D) sind A-orthogonal.

Insbesondere folgt®) = 0, alsoz®) = z*, fir alle k > d, d.h. das CG-Verfahren liefert nach
maximald Schritten die exakte Losung.

Korollar (Berechnung der Koeffizienten und Residuen)

(r®) p(k) (1) p (D))
= o =
), Ap™) (9, 7y
Beweis.Der Beweis verbleibt als Ubungsaufgabe. O

Diese Art der Berechnung ist effizienter und numerisch kahls die Formel von oben, und
sollte daher in Implementationen des CG-Verfahrens vedeewerden.

Beweis von Safz 4.11Die Aussagen werden durch vollstandige Induktion Wablewiesen. Der
Induktionsanfang ist eine Ubungsaufgabe. Seien die dresagen fuk wahr.

i) Nach Konstruktionist*+1) die A-orthogonale Projektion auf die Geradé) +span(p®*)),
also gilt
(x(kdrl) . x*,p(k))A —0.

Zudem gilt nach ii):

x(kJrl) — = .’L‘(k) — 4 ap(k:)

Der letzte Ausdruck ist nach Induktionsvoraussetzdrgrthogonal zu/;,_4, also folgt:

l‘(k+1) — J_A Vk
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i) Firallez € V® gilt nach[i):

0= (z®) — g% 2)4 = (Ax®Y) — Ag* ) = (—r+D ).

iii) Nach Konstruktion istp**1) A-orthogonal zp™®). Zudem gilt firz € V;,_; nach Indukti-
onsvoraussetzung:

(p(k+1)7 Z)A = (T(k+1)a Z)A - ﬁk (p(k)a Z)A = <T(k+1)7 AZ) =0.
Also gilt p*+1 1 4 Vi._1, und damitp®+D 1L, V..
O

In der Praxis wird das CG-Verfahren haufig schon nach weilger Schritten beendet. Hier
gilt folgende Fehlerabschatzung:

Satz 4.15.1st A symmetrisch positiv definit, dann gilt

2k

(k) _ % 0) _ .x
12 = 274 < T 1™ — 27,
wobei
VE3(A) -1 . 2
c=—FrF———=1-—FF.
VE(A)+1 VE(A)+1
Beweis.sieheQuarteroni/Sacco/Saleri »Numerische Mathematik 1«. O

Bemerkung (Aufwand des CG-Verfahrens.) a) Maximaler Aufwand:

e pro Schritt:0(d?) (Multiplikation Matrix x Vektor),

e insgesamtO(d?) (exakte Losung nacth Schritten).
b) Matrix dinn besetzt (vgl. Programmieraufgabe):

e pro Schritt nurO(d).

e insgesamt maximaD(d?).

c) Approximative Losung: Schrittzakk d. Daher ist weitere Reduktion des Aufwands mog-
lich.
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4.4 Das Newton-Verfahren fir nichtlineare Gleichungssys-

me

SeiD C R? offen, f : D — R? einmal stetig differenzierbar.
Gesuchtist* € D mit:
f(z*) =0.
Letztes Gleichungssystem haGleichungen mitZ Unbekannten und ist im Allgemeinen nicht

linear.
ANSATZ: LINEARISIERUNG

flx) = f(@”) + (df) (@) (x = 2'9) +o (|lo — ).

: :;?x)

e l0sel(x) =0,
e Losungz liefert Naherung fur Nullstelle vorf,
e Iteration.
Es gilt:
I(x) =0 & df () (x — 2@) = —f(2©@),  lineares Gleichungssystem
Fallsdf (z(?) invertierbar ist, gilt ferner:
l(z) =0 & r =20 — df(z) 7 f(2 ).
Dies motiviert das Iterationsverfahren:

gD = &) _ gf (=L (g0,

EINDIMENSIONALER FALL:

k) f(x(k))

o)

z*+1) ist in diesem Fall der Schnittpunkt der Tangentefam z*) mit der z-Achse. Fallsf
konvex und streng monoton wachsend ist, liegt die Tangerter dem Graph vorf. Dann kon-

LD

vergiert die Newton-Iteration monoton fiif® > 2*.
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Beispiel.
f(z) = 2" —a, n € N\{1}, a€ R

Die Nullstellen vonf entsprechen dem-ten Wurzeln vonu.
NEWTON-VERFAHREN

fl(x) =na™t

(k)yn _ -1
(@) —a _n O (z®)1=n,

(k+1) _ (k) _
v -7 n (zk))n-1 n n

Wir haben somit ein Iterationsverfahren zur Berechnung:gien Wurzel erhalten.

Algorithmus 4.16 (Newton-Verfahren)
INPUT:  f: D — R% Anfangsnaherung®) € D, Fehlertoleranz > 0.
k:=0
repeat
berechne Lésung € R" des linearen Gleichungssystetféz*))h = — f(x*))
2D — ) 4 g,
if z(5+1) ¢ D then
error (»overflow)
end if
k=k+1
until || f(zM)]| < e

Im folgenden wollen wir die Konvergenz des Newton-Verfatzrantersuchen.
Definition (Konvergenzordnung)Eine Nullfolges;. nicht-negativer reeller Zahlen konvergiert
(i) linear, falls es einL € (0,1) und einn € N gibt, so dass gilt:

Epr1 < L - gy, fur alle k > n.

(i) superlinear, falls es eine Nullfolgd.;. gibt, so dass gilt:

Epr1 < Ly - eg fur alle k € N.

(iii) superlinear mit Ordnungp > 1, falls es einC' € (0, 00), n € N gibt, so dass gilt:

ep1 < C-&F fur alle £ > n.
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Beispiel. (i) e; = e~ %, a > 0. Aufgrund von
Ery1 =€ Y&
konvergierts,, linear.

(i) ex = e **. Aufgrund von

_ 2 9
chl =€ (h+1)? _ o=2k—1

konvergierts;, superlinear, aber nicht mit Ordnupg> 1.
(i) e, = e*". Aufgrund von
epp = e PP = (ex)”

konvergierts;, superlinear mit Ordnung.

Sei|| - || eine Norm aufR?, || - || eine vertragliche Matrixnorm.

Satz 4.17(Lokal quadratische Konvergenz des Newton-Verfahre8sjD C R undf : D —
R? einmal stetig differenzierbar, sei € D mit f(2*) = 0. Existiert eine Umgebuny = {z €
R? | ||z — z*|]y < e} vonz* mitU C D, und existiert ein. € (0, c0), mit den Eigenschaften

df (x) ist invertierbar fur allex € U, und

) (4.4.1)
ldf (z)~(df (y) —df (2))|lm < Lz —ylly  furallez,y €U,

dann gilt

L
e i e [

furalle k > 0 mitz®*) ¢ U. Insbesondere konvergigit*) —z*(|, fur alle (@ mit ||a® —z* ||y <
min(2/L, ) quadratisch gegen.

Bemerkung. a) Global gilt im allgemeinen keine Konvergenz (siehe Bieisynten).
b) Bedingung[(4.4]1) ist invariant unter linearen Transfationen

f(z) — f(z) = Af(x), A € R™4 picht-singular

c) Fallsdf (z*) invertierbar undif Lipschitz-stetig in einer Umgebung vari ist, gibt es eine
geeignete Umgeburlg und Konstantd., so dass Bedingunf (4.4.1) erfullt ist.
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Beweis.Firk > 0 mit 2 € U gilt:
gD g = 2 ®) g df ()T f () — f(2¥)) (4.4.2)
= df (") (f (@) = f(a®) = df (2P)) (2" — 2 ™).
Sei nun

y(t) =1 —t)2®™ +ta* cU, — 0<t<1,

die Verbindungsstrecke vart*) nachz*. Es gilt:

v(t) = a* — 2,

Damit folgt:

FOM) = (60) = £) = 1) = [ Lraoa = [ aro e -

0

AulRerdem gilt:
1

df (z™) (2" — 2 W) = / df (2™ (z* — =®)at.
0
Mit Bedingung [(4.4.11) folgt:

(k+1

e

/0 dF (@ ®) 1 [df (1(8) — df (2 ®)] (2* — 2®)de

\%4

1
< / 1df () [df (1(8)) — df ()] s 12" — ) e
1
) / Iy (6) — 2 ydt 2* — 2@,
0
1
:L/ tllz* — 2®|ydt |z* — 2Py
0
L
< 2l 2.

Angenommenz¥) € U, ||z} — z*||,, < é fureiné € (0, 2). Dann gilt:

40 — 2y < 52 = 7 < Z2 e — 2*lly < 2t - 2"

Somit istz**1) € U und ||z**1 — 2*||y < 4. Durch Induktion folgt die Behauptung fir alle
k> 0falls 2@ € U mit§ == 2@ — 2|y < 2. -
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Beispiel. d = 1, f(x) = arctan(x). 2* = 016st f(z) = 0.
NEWTON-VERFAHREN

kD = g0 _ (1+ x(k))2 arctan z(¥),
22O
(0)
arctan(|z™|) > ENFCI

Dann divergiertz*) bestimmt gegeno. Das Newton-Verfahren konvergiert also nicht global.

Andere Iterationsverfahren im eindimensionalen Fall

Sei f : [a,b] — R stetig. Gilt f(a) - f(b) < 0, dann existiert nach dem Zwischenwertsatz
einz* € [a,b] mit f(z*) = 0. Das Newton-Verfahren konvergiert fii®) nahez* quadratisch
gegenz*, konvergiert aber im allgemeinen nicht global. Au3erdemdbigt es die Existenz und
Berechnung der Ableitung’. Daher werden haufig auch andere Verfahren mit einer klemer
Konvergenzordnung verwendet:

a) BISEKTIONSVERFAHREN
Seif € C([a,b]) mit f(a) - f(b) < 0 (VMorzeichenwechsel im Intervdlt, b]).

Algorithmus 4.18 (Bisektionsverfahren)

a® =g
fork=0,1,...do

(k) 4 pk)
(0 a‘\”’ 4+

if f(a®)- f(z®) <0then

k41— (k)
pE+D) = (k)
else
a1 — (k)
plk+1) . pk)
end if
end for

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



4.4. DAS NEWTON-VERFAHREN FUR NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYIEME 127

b)

d)

, deren

Das Bisektionsverfahren liefert Intervalle®), 5*)] mit |b®) — ¢®)| = 2% |b — a
Durchschnitt eine Nullstelle* von f enthalt.
FEHLERABSCHATZUNG

1
|2® — 2*] < §Hb(k) —a®| <271 h—aql

Das Bisektionsverfahren konvergiert global, die Konvamjist im Allgemeinen nicht mo-
noton und die Konvergenzgeschwindigkeit entspricht liae&onvergenzordnung.

SEKANTENVERFAHREN:;
Das Sekantenverfahren funktioniert wie das Newton-Vegahwobei man statt der Tan-
gente die Sekante durch die letzten zwei Iterationswenbenti

20 =g, e =,

x(k) — x(kil)
@) = fa®D)

Der letzte Bruch ist der Kehrwert der Sekantensteigung. 8dsantenverfahren bendtigt

f(z®)  furallek > 1.

keine Berechnung der Ableitung, konvergiert jedoch imeatiginen nicht global. Im Falle
lokaler Konvergenz ist die Ordnurig + /(5))/2 (siehe z.BHanke-Bourgeois »Grund-
lagen der numerischen Mathematik«).

REGULA FALSI-VERFAHREN
ANNAHME:

fla)- f(b) <0.

Das Regula Falsi-Verfahern funktioniert wie das Sekargefatren, aber anstelle vaff—1
wird 2 mit
I =max{i < k| f(z?)- f(2™) < 0}

verwendet. Das Regula Falsi-Verfahren hat lineare Komrezgrdnung. Es konvergiert
global: die Nullstelle befindet sich zwischefd undz®).

KOMBINIERTE VERFAHREN
Zum Beispiel Bisektionsverfahren fir Anfangsnéherungchiiel3end Newton-Verfahren
fur schnelle genaue Approximation vah.
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Kapitel 5

Interpolation und Quadratur

5.1 Stuckweise lineare Interpolation

Sei[a,b] C R ein Intervall,—oo < a < b < o0,

a=r9g<r1<...<xT,=0 eine Partition des Intervalls
AN ={xg,x1,..., T} ein eindimensionales Gitter, und
Yo, Y1, - - -, Yn € R.
Definition.
s(x) ::%-yzw—ﬁyiﬂ fir z € [z;, x;44], 1=0,...,n—1,
hei3tstuckweise lineare Interpolatioder Punkte(z;, y;).
Bemerkung.
S1(A) = {s: [a,b] — R|s stetig s linear auf[z;, z;,4,] furallei =0,...,n— 1}

ist ein Vektorraum mit Dimension + 1, der Raum der linearen Splines

Satz 5.1(Charakterisierung der stickweise linearen Interpatatits Energieminimierer)Sei
s € S1(A),und f € C([a,b]) stetig differenzierbar auf jedem der Teilintervalle, ;. 1], i =
0,...,n, mit

Dann gilt:

»Energie vonf«
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Beweis. Wir definieren das Bnergieskalarprodukt

(f.9) = / f(@)g (@)dz

zweier stuckweise stetig differenzierbar Funktionty € C([a,b]). Da s'(z) konstant auf
[x;_1, 2] ist, alsos’(z) =: ¢; und f = g auf A gilt, folgt

n

F=9=% [ S@ @@ - @ =Yl -s)

i=1

T

=0,

d.h.s ist orthogonal zyf — s, und damit:
(f 1) =(s+(f=s)s+(f~9)
=(s,8)+(f =5 f—s)+2(s,f—5) = (s,9).
0]

Zu einer beliebigen stetigen Funktigne C/([a, b]) betrachten wir nun die stiickweise lineare
Interpolation bzgl. des Gitter4, d.h. die Funktion

Llf =S c Sl(A), mit
s(x;) = f(xy) fur:=0,1,...,n.

Die Abbildung
Ly : C(la, b)) — S1(A) € C([a, b))

ist eine lineare Projektion. Wir wollen nun eine Abschatzdes Approximationsfehlers— L, f
der stlickweise linearen Interpolation herleiten. Dazudotiten wir die voni.2-Skalarprodukt

b
(f, 9)r2@ap) 12/ f(x)g(x)dx
||f||L2(ab \/ f sz(ab \/ le‘

SeiC?([a,b]) der Raum aller aufz, b] zweimal stetig dlfferen2|erbaren Funktiongnwobei die

induzierte Norm

Ableitungen in den Randpunkten einseitig sind.

Satz 5.2.Fur f € C?*([a, b)) gilt:
h2
1f = Lifllpegup < 3 171l 20,0 und

1" = (L )IILzam_\fllf 22 ()

wobeih := max; <<, |z; — z;—1| die (maximale) Gitterweite ist.
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130 KAPITEL 5. INTERPOLATION UND QUADRATUR

Zum Beweis dieses Satzes benétigen wir:

Lemma 5.3 (Poincaré-Ungleichung)Fir g € C?%([a, 3]), —c0 < a < 8 < oo, mitg(a) =
9() = 0 gilt:

[ 5 [avars O [ [

Beweis.Firx € [, (] gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralraaig und der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

2

9(z)* = (g(a) + /gg J@)dy)" = (0+ (9. 1) 12(0m)

<012y 11y = 1912 / 1dy

«

< (@ =) 191200

also

«

Somit ist die erste Ungleichung bewiesen. Die zweite Uehleng folgt durch partielle Integra-
tion und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

B 5 B
/ (¢)de=gd'|, —/ g9g'dx

=0-1(9,9") 208 < 19l 220 19" 20

]
Beweis von Safz5.Beig := f — L, f. Dann gilt:
g(x;)) =0 firi=0,...,n.
Aus Lemmd5.B folgt wegefr, 1 — z;| < h:
Tit1 h2 2 Tit1
/ gdr < (;) / (¢")2dw, und (damit)
:Ezm; h2 :E¢+1xi
/ (¢')dx < 5 / (¢")*dx furi=0,...,n—1.

Wegeng” = f” folgt die Behauptung durch Summation tber O
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ANWENDUNG AUF NUMERISCHEINTEGRATION (» QUADRATURK):

= /ab f(z)dz

Gesucht ist

ANSATZ:

Stutzstellen;; =a +1ih, (i =0,1,...,

wobei s, stickweise lineare Interpolation vgrbzgl. {zo, . .., z,}.

Definition.

b b
/fd:c%/ Spdx,

b n—1 Tit1
T.[f] ::/ Spdx = Z/ S, dx

< 1fxz+1 +fx2)
2"

=h-

= b (F(a0) + Fa) + () +

heiRtn-te (zusammengesetzte) Trapezformet Approximation vod | f].

FEHLERABSCHATZUNG.

Sei

Beweis.

/x jm( f—s)dz

En

En = —

n), mit Maschenweité, = >

Seif € C([a, b]).

() + 5 ()

I[f] = Tu[f].

Satz 5.4.Fur f € C*([a, b]) existiert einé € (a, b) mit
b—a

12

1" (&)

o= | (s = Z / (f — s)da

Durch zweimalige patrtielle Integration erhalten wir

[ s = S )~ )

Tkl — T

)d:v

(5.1.1)

=1 max f”

Universitat Bonn
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132 KAPITEL 5. INTERPOLATION UND QUADRATUR

furi =0,1,...,n — 1, und damit gilt nach Gleichung(5.1.1) auch:

h3 b—a
> _p. "n_ _ 2 "
En > —N 12maxf 15 h* max f
Analog folgt:
En > — O min f”.
Die Behauptung folgt nun aus dem Zwischenwertsatz, dstetig ist. O

Um eine Approximation héherer Ordnung zu erhalten, werdemumten stlickweise lineare
Funktionen durch stiickweise Polynome ersetzen. Als efSténitt Uberlegen wir uns deshalb,
wie wir gegebene Funktionswerte auf einem Teilintervalictitein Polynom interpolieren kon-
nen.

5.2 Polynominterpolation

Seien
n
IL, = {z — Y az'|a,...,a, €R} Polynome vom Grag n, und
=0
—o<a< << < xp <b< o0 Stutzstellen bzw. Knoten

innerhalb des Intervalls.
LAGRANGE-INTERPOLATIONSPROBLEM
Gesuchtisp € II,, mit

p(z;) = y; furi=0,...,n, (5.2.1)

wobeiyy, ..., y, € R gegeben sind.
NoTATION:  pU) bezeichnet im folgenden digte Ableitung vonp. VERALLGEMEINERTES/
HERMITE-INTERPOLATIONSPROBLEM

Seienky, ..., k, € Ny. Gesuchtist eip € IIy_;, wobeiN = >"" (k; + 1) mit

P () =vy,;  furalled,jmit0<i<n, 0<j <k, (5.2.2)

undy; ; € R gegebensind. Filp = - - - = k,, = 0 ergibt sich das Lagrange-Interpolationsproblem
als Spezialfall.
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Satz 5.5.Das verallgemeinerte Interpolationsproblem hatfiiralle € R, (0 <i <n,0 < j <
k;), eine eindeutige Losunge Iy _;.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung

l . HN,l — RN7

p = (PD(2))o<i<n, 0<j<h-

Die Abbildung! ist injektiv, denn
p(z;)=0  furalles,jmit0<i<n, 0<j<k.

Also hatp eine (k; + 1)-fache Nullstelle bei; fur alle: = 0,1, ...n. Somit hatp insgesamt

N =3"" ,(k;+ 1) Nullstellen (gez&hlt mit Vielfachheit). Dac IIy_; ein Polynom vom Grad

< N — list, folgtp = 0. Wegendim(ITy_;) = N = dim(R") folgt, dasg bijektiv ist, d.h. zu

jedemy = (y; ;) € RY existiert genau eip € [Iy_; miti(p) = y. O
ANWENDUNG: POLYNOMINTERPOLATION DER FUNKTION f

Sei f € C™axki([q, b]). Dann gibt es genau ein Polyngne I1,, mit der Eigenschaft

P (z;) = fU(z;)  furallei,jmit0<i<mn, 0<j<k.

Im folgenden Satz wird der Approximationsfehler des Lageainterpolationspolynoms abge-
schatzt.

Satz 5.6.Seif € C"*([a, b]), undp € II,, mit
p(z;) = f(x4) furalle: =0,1,...,n.

Dann gibt es zu jedem € [a, b] ein¢ € (zg, x,) Mit

FI(E)
(n+1)!

f(z) —p(x) = (x — @) (x —x1) -+ (. — @) (5.2.3)

Bemerkung. a) w(x) := (x — xp) - - - (x — z,,) heildtKnotenpolynomzu den Stutzstellen /
Knotenzy, ..., z,. Beachtew ist ein Polynom vom Grad + 1.

b) Fir den maximalen Interpolationsfehler auf dem Intérjalb] ergibt sich folgende Ab-
schatzung:

If =l = max [£(e) = pl@)] € —— £ o
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134 KAPITEL 5. INTERPOLATION UND QUADRATUR

Man kann zeigen, dasis|| fur [a, b] = [—1, 1] genau dann minimal ist, wenn gilt:
21+ 1
SCZ':—COSM furallei =0,...,n.
2(n+1)
Diese Knoter, . . ., z,, heiRerCebysev-Knotenda sie die Nullstellen destenCebysev-
Polynoms

T, (z) = cos(k arccos(zx))

sind.

c) Fur das verallgemeinerte Interpolationsproblem gedtegeprechende Aussagen, siehe z.B.

Deuflhard/Hohmann : »Numerische Mathematik«. Das Knotenpolynom ist in diesem

Fall zu ersetzen durch:

n

w(x) = H(x — ;)" e Ty

=0

Beweis von Safz5.6=0rz € {z,...,z,} sind beide Seiten von (5.2.3) gleich 0. Sei als¢g
{zo,...,x,}. FUr\ € R betrachten wir:
h(t) == f(t) — p(t) — Aw(t).

Es qilth(x;) = 0furi = 0,1,...,n. Zudem gilth(z) = 0, wenn wir A\ geeignet wahlen. In
diesem Fall hat n + 2 Nullstellen, also hat nach dem Satz von Ralle » + 1 Nullstellen,?”
n Nullstellen und schlieRlich™+Y) mindestens eine Nullsteltec (a, b). Mit p € I1,, folgt:

0= ht"(g) = fOI(E) — prHI(€) — AW D(g)
= fO) = A(n+ 1)),

also )
NFAGRIS)
(n+1)!
und damit: Fo e
0=h(z) = f(z) —p(z) - mw(l‘)-
]

Beispiel(Runge) Sei X

f(x):ma VIS [_575]7
undp,(z) das Interpolationspolynom zu den aquidistanten Stitestel = —5 + 10 % (1 =

0,...,n). Dann divergiertf(x) — p,(z)| fur |z| > 3.64 (ohne Beweis
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Das Interpolationspolynom ist im allgemeinen zur Approaiion ungeeignet — insbeson-
dere bei hohem Grad und &aquidistanten Stiitzstellen! Diadbes sind grof3e Oszillationen des
Interpolationspolynoms.

Berechnung des Interpolationspolynoms
Lagrange-Darstellung

LAGRANGE-GRUNDPOLYNOME:
L; €11, mit Li(z;) = 4y, i=0,1,...,n.
{Lo, L1, ..., L,} ist eine Basis voiil,. Offenbar gilt:
Li(xzj)=0 fur alle j # 1.

Daher gilt:
[[@—2) | Li(x).
i
WegenL;(z;) = 1 erhalten wir somit die explizite Formel fir die Lagrangei@Gadpolynome:

[E—l’j

Litz) =[] p—

J#

Die Losung des Lagrange-Interpolationsprobléms (b.2stIsich durch die Lagrange-Grundpolynome
darstellen.

Korollar. .
p(z) =Y 4 Li(w)
=0
ist eindeutige Lésung des Lagrange-Interpolationsprotsi@.Z. 1)
Beweis.Es giltp € II,, mit p(x;) = y;. Die Eindeutigkeit folgt aus Safz 5.5. O

Die direkte Berechnung vam(z) via Lagrange-Darstellung ist instabil und aufwandig.
Alternativ rekursiveAuswertung:
Seienp; j, € I1,_; it p; x(x;) = y; fur alled, j miti < j < k.

Lemma 5.7 (Aitken-Neville-Formel) i) Furalle z € R undi mit0 < i < n gilt:

pm(ﬂf) =Y
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136 KAPITEL 5. INTERPOLATION UND QUADRATUR

i) Furalle z € Rundi, k mit0 <i < k <ngilt:

(x — 2;) pipap(x) — (2 — x1) p@-,kfl(:c)'

pik(T) =
Beweis.Der Beweis des Lemmas verbleibt als Ubungsaufgabe. O

KONSEQUENZ NEVILLE-SCHEMA ZUR AUSWERTUNG VONp(:E)Z

Baumdarstellung fehlt noch (!!)

Das Neville-Schema ist geeignet fir Auswertung an eindteStén? + O(n) Multiplikatio-
nen bzw. Divisionen). Es ist jedoch unpraktisch zur Berecigndes gesamten Polynoms.

Newton-Darstellung, dividierte Differenzen

NEWTON-BASIS VONII,,:
1, z—x9, (x—m0)(x—121), ..., (x—x)(r—21) (T —2p_1).
p(x) =ap+ay (r—x0) +az(x —x) (x —x1) + ...+ ay (x —x0) -+ (& — xpp1).
Bemerkung. Effiziente Auswertung vop(z) mit HORNER-SCHEMA:
p() = (- ((an - (= 2p-1) + @n1) - (T — Tp—2) + @n2) -+ -+ a1) - (x — 20) + ao
ben6tigt num Multiplikationen!
Berechnung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms in der Newton-Basis:

Satz 5.8 (Newton-Interpolationsformel)Das eindeutige Interpolationspolynom € II,, mit
p(z;) = y; fur allei mit0 < ¢ < n hat die Darstellung

p(x) =flwo] + flwo, v1] (2 — w0) + flo, 21, T2] (¥ — 30) (2 — 71)

+ ot flro, ) (T —x0) (x—21) - (2 — 20 1), wobei
flzil = i,
f[:ti, Tigly--- ,xk] = f[xiﬂ’xiﬁ’ - ’x;i : J;Ei%ﬂfwh - ’xk*l], 0<i<k<n.
Bemerkung. a) Die Koeffizientenf|z;, ..., zx] heiRendividierte Differenzen
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b) Isty; = f(z;), dann gilt:

flas] = f(zy) Funktionswert
flwi, wipa] = J(wis1) = J(zi) Differenzenquotient
Tit+1 — T4
flei, T, o] = flwis, i) = Jli i etc.
Tiv2 — Li

c) Rekursive Berechnung aller dividierten Differenzen ?—ﬁ%ﬂ Divisionen:

Baumdarstellung fehlt noch ()
Beweis von Safz 5.8Nir zeigen die Behauptung durch Induktion nachWie oben sep; ;, €
I1, ;. das Interpolationspolynom zu den Stutzstelign . ., z.. Flrn = 0 gilt:
p(x) = yo = flxo]-
Den Induktionsschritt zeigen wir in zwei Schritten.

i) BERECHNUNG DES FUHRENDENKOEFFIZIENTEN VONp(z) IN DER NEWTON-BASIS:
Nach der Rekursionsformel von Aitken und Neville (Lemmd) fui@d der Induktionsvor-
aussetzung gilt:

R e e
Sl we] (3 — o) - (2 — )
flzo, ,xn:] (x — o)+ (2 — 2y 2) (x — 1) ()
=flxo,...,z,] 2" +7(2)

=flzo, ..., x| (x —x0) -+ (x — 1) + q(2),
wobeir, 7 undg Polynome vom Grag n — 1 sind.
i) | DENTIFIKATION VON g¢:
Es qgilt
v = p(x;) = q(x;) firi=0,...,n—1,
also wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynonts nach Induktionsvorausset-
zung:

() = pon-1(z) = flzo] + -+ flxo, .., Tnea] (. — 20) - - (T — Tp—a).

O
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5.3 Numerische Integration

Sei—oco < a < b< oo, w: (a,b) — R stetig, integrierbar und positiv (»Gewichtsfunktion«).
GESUCHT.

b
Lif) = [ f@) wia)ds

NOTATION:  Zur Approximation vonl,[f] auf kleinen Intervallenia, b] betrachten wiQua-
draturformeln vom Typ

m

Q[a,b] [f] = Z w; f(xz)

=0
mit Knotenz; € [a, b undGewichtenu; € R. Zu einerQuadraturformekrhalten wir ein (zusam-
mengesetzte)uadraturverfahren@,[f], (n € N), indem wir das Intervalla, b] in n Teilinter-
valle der Langé: = b‘T“ unterteilen, und die Quadraturformel auf jedem Teilintdranwenden,
d.h.:

n—1

Qulf] = ZQ[aJrkh, at(k+1)n] Lf]-

k=0

Beispiel (Mittelpunktsformel) Seiw = 1.

U5 = 06— 7 ()
QMP[f] = :Z:Ohf(a+ (k + %)h) h= b;“

Definition. i) Die Quadraturformel)y, ;; hat Exaktheitsgradr € N U {0}, falls
Qaylp] = Luwlp]
fur alle p € II, qilt.
i) Das Quadraturverfahrer),, hat Konsistenzordnung > 0, falls
|Qnlf] = Lu[f]l = O(n™*) = O(h%)
fur alle hinreichend glatten Funktionefx: [a, b] — R gilt.

Beispiel (Mittelpunkts- und Trapezformel)st f: [a, b] — R affin, dann gilt:

[ @z =0-a () = 00 LOTIE
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Also haben die Mittelpunkts- und die Trapezregel beide Ex@ksgradl. Mit einer Taylorent-
wicklung bei“T*b ergibt sich zudem fuy € C? undz € [a, b]:

a+b ,a+Db a+b " 1 a+0b\2
o) =1 () (a = =) + (@) 5 (v = =)

mit{(z) € (a, b). Integrieren dieser Gleichung liefert:

fl@) = f(

b a a 2
[ 1) =5+ ez o - 5)

1 /b b
< s [P/l [ (=5 s
z€[a,b] 2 a 2

_(b—a)
24

[ e - Qus1s)| -

L1

FUr das zusammengesetzte Quadraturverfahren

n—1
b—a
Qyp[f] = Z fgfkj,aJr(kJrl)h} [f]a h = )

- n
=0

erhalten wir damit:

b n—1  at(k+1)h
[ stwae- @%Pm’ S [ - Qs

k=0 +kh

nh3 b—a
< " — h2 1/
<= e

fur alle f € C?. Das Mittelpunktsverfahren hat also — ebenso wie das Tuapkshren (siehe
oben) — Konsistenzordnurg

Newton-Cotes-Formeln

Wie erhalt man Quadraturformeln mit héherem Exaktheitd@Mir betrachten eine Quadratur-

formel .
Q[a,b] [f] = Zwi f(%‘)
1=0
mit Stutzstellen, . . ., z,,, zur Approximation vonfab f(x)w(x)dz.

Satz 5.9.Die Quadraturformel hat genau dann Exaktheitsgraan, wenn
b
w; = / Li(z) w(x)dz, 1=0,1,...,m, (5.3.1)

gilt, wobei L; dasi-te Lagrange-Grundpolynom ist.
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Beweis.Ist der Exaktheitsgrad m, dann gilt:

m

b m
/ LZ(.’E) w(:c)dx = Q[mb} [Lz] = sz LZ(IJ) = Zwl 5ij = Wy, 1= 0, 1, e, .
a 7=0

J=0

Umgekehrt folgt aus (5.3.1) fir= L;, (: =0,1,...,m):

b
Quald) = [ plo)w(z)ds,
also fur allep € 11,,, = span{L; | i =0, ..., m}. O

Definition. Die Quadraturformel mit aquidistanten Knoten

b—a .
T, =a+1 ) 1=0,1,...,m,
m
bzw.
1. b—a
i ) Y AR .:Oala"'a )
x a+(z+2)m+1 1 m

und Gewichten ,
w; :/ Li(z) w(x)dx

heiRtgeschlossenbzw.offene Newton-Cotes-Formel

Beispiel. Firw = 1, I[f] = fabf(x)dx, ergeben sich unter anderem folgende Newton-Cotes-
Formeln:

o m = 0, offen

b
—b h—
To=a, x; =20, wo:/Qj dr = a:wl,
o a—Db 2

QLf] = (f(a) + f(b)), »Trapezformel

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



5.3. NUMERISCHE INTEGRATION 141

e m = 1, offen
@ﬂzb;a(ﬂga+i@+f&a+gm).

e m = 2, abgeschlossen

a+b
2 )

To=a, x|= Ty = b,

Qlf] = b g ¢ (f(a) + 4f(a ; b) + f(b)) ,  »Simpson-Formel«
e m = 2, offen
b—a (3 ,,5 1 2 .,a+b 3 ,./1 5
Q=" (§1Gur g+ 515 + 5o(Gasgh).

Bei den Formeln héheren Grades erhalt man zum Teil negagwedate, was zu numerischer
Instabilitat fihren kann. Der Exaktheitsgrad der NewtateS-Formeln ist- m nach Satz 5]9.
Die Mittelpunktsformel hat sogar Exaktheitsgra¢statt0). Allgemeiner gilt:

Satz 5.10.Ist Q[f] = >, wi f(x;) eine zut symmetrische Quadraturformel fgfff(x)dx,
d.h.

Tm—i = b — x; und Wim—i = W; fUri:O,l,...,m,
mit Exaktheitsgrad> 2¢, dann hat() mindestens Exaktheitsgrad + 1.

Beweis.Seip(z) := (z — “T”’)zqﬂ. Aufgrund der Symmetrie gilt:

mm=o=/p@Mm (5.3.2)

Da @) Exaktheitsgrad> 2q¢ hat, gilt (5.3.2) auch fir allp € II,,, also fur allep € Iy, =
span(Ily,, (- — 22)2atl), O

Beispiel. Die Simpson-Formel hat Exaktheitsgrad2, also hat) Exaktheitsgrad> 3. Wegen
Qx| # ff x*dx ist der Exaktheitsgrad genau gleigh

Das zusammengesetzte Simpson-Verfahren ist:

n—1

i impson b—
ngmpson[f] — Qi+kh7a+(k+l)h} [f], ho— . a’
k=0
:% [f(a) +4f(a+ g) +2f(ath)+4f(a+h)+2f(a+2h)
Fo - 5)+ S0)
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Satz 5.11(Konsistenzordnung des Simpson-Verfahref@)r f € C*([a, b]) undn € N gilt:

‘ h\*
‘Qizmpson / f (4)H[a7b} (5) )

Beweis. Wir zeigen:
b 4
<— - fur all — hl. 3.
= 180 [Fas H[a,b] (2) urallec € [a,b—h]. (5.3.3)

—a
- 180

s c+h
Q- [
Die Behauptung folgt dann durch Summation dieser Gleichoffigrc = a+kh, (0 < k < n—1).
Seip € I13 das Hermite-Interpolationspolynom mit:

h h h

p(e) = f(o), p(c+§)=f(c+§), p’(0+§):f'(c+g), ple+h) = f(c+h).

Da die Simpson-Formel Exaktheitsgradiat, gilt:
S c+h
QSmren f] = QSimrseny) / pla)da,

also gilt mit Bemerkun@y ¢) zu Sdiz’5.6:

+h

(f(z) = p(z)) dz

’ Q.S;zzrf;on / f d.T

_;/Hh ) (2 — ) <x—(c+g))2(x—(c+h))dxy
) o mttoorn ’

(4) ct+h 2
g%/c (x —¢) (:c—(c—l—g)) (c+h—z)dx

h 4
(4) =
180 H-f H[ab ( ) ’
x—c—h/2

Der Wert des Integrals ergibt sich beispielsweise mit déas8tutiont = i die das Inter-
vall [c, ¢ + h] auf[—1, 1] abbildet. ]

Gaul3-Quadratur
Seiena < zp <11 < - < x,,, < bKnoten,
b
w; = / Li(z)w(z)dz, 1=0,1,...,m.

Dann hat

Qlaylf] = sz’ f(x)
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Exaktheitsgrad> m.

Bisher haben wir die Knoten fest vorgegeben (&quidistamylererseits haben wir schon bei
der Polynominterpolation gesehen, dal sich fur aquidistanoten im Allgemeinen keine opti-
malen Approximationseigenschaften ergeben. Kann marhdygeignete Wahl der Knoten einen
hoheren Exaktheitsgrad alserreichen? Was ist der maximale Exaktheitsgrad? Um diesgehRr
zu beantworten, betrachten wir désotenpolynom

w(z) == H(:U — ;).

J
Esgiltw € I1,,,41.
Bemerkung. Es qilt:
r — T wlx
LZ(:E) _ H ' J ( )

ki T — X (z — i) W (z:)

Satz 5.12.Seik € N. Die Quadraturformel)|, ;) hat genau dann Exaktheitsgrad + &, wenn

w orthogonal zul,_, bzgl. des gewichtetel?-Skalarprodukts

(f. 9w = / F(@)g(@)w(z)dz
ist.

Beweis.Hat () Exaktheitsgradn + £, dann gilt furp € I1;_;:

(W, p)w = / w(x)p(z) w(z)dr = Quylwp] =0,

eHm-Hc
daw(z;) = 0 furallei mit 0 < i < m ist. Umgekehrt: Gil{w, p),, = 0 fur allep € II;_,, dann
ISt
b
| wl@p@ntds =0 = Qule
fur allep € 11, _,, also auch

b
/ W(@)p(z) + q(@))w(@)dz = Quylwp + )

furallep € 11,_; undq € 11,,. Da sich jedes Polynom alk,,, ;, in der Formup+¢g mitq € 11, _;
undq € 1L, darstellen lasst, folgt, daf, ;y Exaktheitsgradn + & hat. O

Korollar. i) Der Exaktheitsgrad ist stets 2m + 1.

i) Der Exaktheitsgrad ist genau dar2mn + 1, wennw orthogonal zul,, bzgl.(-,-),, ist.
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Beweis. i) Angenommen, der Exaktheitsgrad ist2m + 2. Dann istw orthogonal zdl,, ,
und es folgt der Widerspruch

i) Die zweite Behauptung folgt sofort aus dem Satz.
]

Zu klaren bleibt, ob und wie wir Knoteny, . . ., z,, finden kdnnen, fur die das Knotenpoly-
nomw orthogonal zul,, ist. Ein normiertes Polynom,, . € 11,1 mitw,,,; L II,, kann man
mithilfe des Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahkemstruieren:

wo(x) =1 fur allex € [a, b],
Wit (x) = 2™ — Z(me, Wi )w wi(T) far allem > 0.
1=0
Satz 5.13(Orthogonalpolynome) i) w,,.; ist das eindeutige Polynom if,,, . ; mitw,, . ; L
I1,,.

i) Die Orthogonalpolynome, erflllen die Dreitermrekursion

w_1(x) =0,
wo(x) =1,
Wint1(2) = (T — am)wm () — B Wim-1(2), (m >0),

mit
N N CCts T0e ) T A

(Wma wm)w

Ny =

i) w,, hatm + 1 einfache reelle Nullstellen, < z; < --- < z,, im offenen Interval(a, b).

Beweis. i) EINDEUTIGKEIT: S€iw,,+1 € II,,4, normiert mitw,,, L II,,. Dann istw,,,; —
Wmi1 € 11, und orthogonal zul,,,. Damit folgtw,,.1 — W1 = 0UNdW,, 11 = Wit1-

i) Mit Induktion rechnet man nach, daf3 die durch die Dreitegkursion definierten normier-
ten Polynomev,,, ;1 € I1,,,, orthogonal sind. Die Behauptung folgt dann aus der Eindeu-
tigkeit der Orthogonalpolynome.
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i) Seienzy,x1,...,x, (K < m), die Nullstellen vonv,,; mit ungerader Vielfachheit, die
im offenen Intervalla, b) liegen. Zu zeigen ist = m. Daraus folgt die Existenz vam + 1
einfachen Nullstellen. Angenommen, es @il m. Dann ist das Polynom

q(x) = H(x — ;)

=0
Gradk+1

orthogonal zw,, 1. Daw,,1(x) undq(x) beix, . .., z; jeweils das Vorzeichen wechseln,
hat das Produkb,, 1 (z) ¢(x) konstantes Vorzeichen. Somit folgt der Widerspruch

b
/ Wm+1(2) q¢(z)dz = 0.
U

Damit kdnnen wir nun im Prinzip Quadraturformeln mit maxlera Exaktheitsgradm + 1
angeben:

Definition. Seienxy, ..., z,, die Nullstellen des Orthogonalpolynomsg . ;. Die Quadraturfor-
mel

m

Qﬁ,b} [f] = Z w; f (i),

=0
mit Gewichten

wi:/abLi(x)w(x)dx:/:( Omiil®) oy

T = i) Wiy (2)

heiBtGaul3-Formel vom Gradn + 1.
Bemerkung. a) Die GaulR3-Formel hat nach Konstruktion Exaktheits@radt 1.

b) Die Berechnung der Stitzstellen ist im Allgemeinen nrohal — aber diese mussen zu
einer gegebenen Gewichtsfunktion nur einmal berechnetemeiund kdnnen dann immer
wieder verwendet werden.

Beispiel. Sei ohne Beschréankung der AllgemeinHeit] = [—1, 1] und
w(e) = ——
RV
Dann ist

(f.9)u = / 1f<x>g<x>ﬁdx
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Mit der Substitutionz = cosf, /1 — 22 = sinf unddxz = — sin 6 d6 folgt

(f. 9)u = / F(cos ) g(cos8) d8) = (F.F)rz0m)
=:£(0) =:g(9)

Die Funktionen
Ti(0) = cos(kf),  k=0,1,2,...,

sind orthogonal bzgl, ) ;2(.). Also sind die Funktionen
Ti(z) = cos(k - arccos(z)), k=0,1,2,...,

orthogonal bzgl(-, -).,. Aus den Additionstheoremen fur die Kosinusfunktion falggt Dreiterm-
rekursionsformel

Tir1(x) =22 Ti(z) — Th—1(x).

Insbesondere isf}, ein Polynomk-ten Grades, dak-te éebyéev-PonnonDurch Normierung
erhalten wir die eindeutigen normierten Orthogonalpoiyieo

Wit (2) = 27F Ty ().

Die Nullstellen sind di€Cebysev-Knoten

(2i4+ D)7 ,
= — <i<
x; coS k1)’ 0<1<k,
fur die Gewichte ergibt sich
w; = T far alle.
k +

2

Andere wichtige Gewichtsfunktionen sind zum Beispi¢k) = 1 undw(z) = e *".
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Legendre-Polynome

L (@) = 250 Li(e) — g7 Ly ()

Dreitermrekursion

. 2k+1
Normierung wrt1(x) = Dy Ly (z)
k+1
Nullstellen z.B. n=4:
3 2 6
T3 = —To =17+ 75
3 2 6
L2==T1=1\/777\5
Gewichte W3 = Wy = 18_3(\3/%
Wy = wy = 18+1/30

GauBebysev GauR-Hermite
[_17 1] (_007 OO)

1 —x?
V1-z2 €

Hy(z) = (—=1)* 612%6_12
Hermite-Polynome
Hyi1(z) =2x Hi(x) — 2k H_1(x)

wk+1(x) — o~ (k+1) Hk+1(x)

Ti(z) = cos(k arccos(z))
Cebysev-Polynome

Tii1(z) =22 Tp(x) — Tr_1(x)
Wit () = 277 Thopa (2)

(2i+1)7
2-(k+1)

T; = — COS
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Wi = k+1
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Satz 5.14.Fur s € N existieren konstant€';,, Co > 0 mit

<Cp-m™*||flls

talsl ~ | ()

bzw.
dx

<Co-m*| fllsw

\@"geb[f] -/ @)

furalle f € C5([—1,1]), wobei

1
V1—a?

1 llsw =

DoIFEIZ, I flls =11 s
k=0

Ohne Beweis.
Konsequenz
Gaul3-Verfahren erreicht beliebig hohe Ordnung, wéimmreichend regulér ist.

5.4 Kubische Splines

Seifa,b] C ReinlIntervalla =z < x; < ... < z,, = b StutzstellenA = {zg, z1,...,2,} €in
Gitter undm € N.

Definition.
Sm(2) :={s € C"™ ([a,]) | $|(z:_, . iSt €in Polynom vom Grath fur allei = 1,...,n}
heilstRaum der Splines vom Gragh bzgl. des Gitterg\.
m = 1: stickweise lineare stetige Funktionen,
m = 3: kubische Splines.

Fallss € C?ist, ist die Krimmung der Kurvér, s(z)) stetig und die Kurve wird als glatt
empfunden (Anwendungen bei CAD, Schienenverlegung etc.).

Beispiel. Seip(x) = ((x — z;)™)™, a* := max(a,0). Dannists € S,,(A).

Lemma 5.15.S,,({zo, ..., x,}) ist ein(m + n)-dimensionaler Vektorraum mit Basis
17 T — o, (SC - Io)Q, R (SC - I‘O)Wi,\((ﬂf - x1)+)m7 R ((SC - xnfl)Jr)mj'
m+1 I?urnktionen n—1 IZTJrr)ktionen
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Beweis.Wir beweisen das Lemma durch vollstandige Induktion nach

Firn = 1istS,,({xo,z:}) = II,,, mit Basisl, z — x, . .., (x — zo)™.

Sei die Behauptung fiw wahr. Wegen((z — x,,)")™ = 0 auf [z, ;,] folgt die lineare Unab-
hangigkeit der Funktionet, ... ((x — z,,)™)™ aus der linearen Unabhangigkeit der Funktionen
1,...,((z — z,_1))™, die nach Induktionsvoraussetzung erfullt ist. Zu zeigksibl, dal’ sich
jeder Splinem-ter Ordnung als Linearkombination der angegebenen Radbnen darstellen
lasst, dass also ause S,,({zo, ..., z,.1} folgt:

3‘[930@"] € Sm({ﬂfo, . ,.’L‘n})
Nach Induktionsvoraussetzung gibtgsb; € R, so dass gilt:
n—1
s(z) = Z ar, (. — x0)" + Z bi ((z — x;)T)™ furallex € [xg, z,].
=1

m
k=0

N J/

=:35(z)

Wegens € C™1 gilt:
s®)(z,) — 3" (z,) =0, 0<k<m-—1.
Das — s auf|x,, z,,.1] ein Polynom vom Gradh ist, gibt es eirb,, € R mit:
s(z) —3s(z) = b, (x —x,)™ furallez € [z, ,41),

also
s(x) =5(x) + b, ((x —x,)")™  furallex € [a,b)].

B-Splines (»Bell splines«)

Die in Lemmd5.1b angegebene Basis ist zur numerischen Barag eines Splines zu gegebe-
nen Interpolationspunktefx;, y;) wenig geeignet — wir betrachten daher nun eine andere Basis.
Dazu nehmen wir an, dal3 die Stitzstellen &quidistant sind:

b—
r;=a+1ih, h = a.
n
Wir setzen
1 for |z < 4,
By(z) :==
0 far|z| > 1,
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Zum Beispiel ist firm = 3:
(2= J2))® =41 = [zf) fur|z| <1,
1
Bs(x) = 6 @2- |z])3 fur1 <|z| <2,
0 fur |x| > 2.
Lemma 5.16. Fir alle m € N qilt:
) B, € C™ Y(R) mit B,,(z) = 0 fur alle |z| > 2+
i) B € Sn(A), wobei
Am:{_m—i-l m—1 m—lm—i—l}.

2 2 2 g
Beweis.Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion naeh Der Fallm = 1 ist klar. Sei
die Induktionsbehauptung fian wahr. Wegens,, € C™! folgt B,,.; € C™, und

B, .1(x) = By, (:c+%) — B, (:c—%)

Der Minuend ist ein Polynom vom Grad m auf dem Intervall falls (1 + 1) und A, disjunkt
sind. Der Subtrahend ist ein Polynom vom Gracauf dem Intervalll falls (I — 1) und A,
disjunkt sind. Daher isB; ., ein Polynom vom Gragt m auf offenen Teilintervallen von,,, , ;.
Damitist B,,,; ein Polynom vom Grael m + 1 auf Teilintervallen vor\,, ;. O

Konstruktion einer Basis von S,,,(A)

Annahmeaquidistantes Gitter

b—
AN ={xo,T1,...,Tp}, x; = a+ih, h = ¢
n
Wir definieren 0
B i(x) = B <M) .
h
Satz 5.17.Die m + n B-SplinesB,,, ;, i = -+, =21 +1,... ,n+ 2, bilden eine Basis von

Sin(AN).

Beweis.Die lineare Unabhéangigkeitvas,, ; € S,,(A) folgt durch Induktion. Wegedim(S,,(A)) =
m + n bilden dieB,, ; eine Basis. O

Beispiel. m = 1:
s(z) = Zyz By ;(z)
=0

ist stlickweise lineare Interpolation der Punkte v;).
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Interpolationsproblem fur kubische Splines (n = 3)

Gegeben
y(], e 7yn € R7 y0,17 yn71 S R

Gesucht
s € S3(A) mit s(x;) = y; furallei =0,1,...,n, (5.4.1)
sowie einer der folgenden Randbedingungen:

(i) Hermite

(ii) periodisch

(i) natdrlich:

Bemerkung. Es giltdim(S3(A)) = n+3. Dain (5.4.1) nun+1 Interpolationswertéyo, . . ., y,,)
vorgegeben sind, werden zwei zusatzliche Randbedingumgitigt, um ein eindeutig losbares
Interpolationsproblem zu erhalten. Im folgenden betmchtir nur Hermite-Randbedingungen
— fur die anderen Arten von Randbedingungen gelten abeiclerAussagen.

Ahnlich wie die linearen Splines erfiillen auch die kubist&plines eine Energieminimierungs-

eigenschaft:

Satz 5.18.Seis € S;(A) und f € C*([a,b]) mit f(x;) = s(x;) fur allei mit0 < i < n,
f'(a) = s'(a) und f'(b) = s'(b). Dann gilt:

i) (f"—s",1)=0firallel € S,(A),

i) ls"[] < (1.7

2
i) |17 ="l < &1

V) |[f = sl <5 - IF@L

wobei(f,g) = f:f(x)g(x) dr das L?(a, b)-Skalarprodukt und| - || die zugehoérige Norm be-
zeichnet.
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Bemerkung.
b
B = I = [ £ da

ist die Biegeenergie eines Stabes oder einer Holzlattdigehg»spline«) mit Parametrisierung
(z, f(x)) (in erster N&herung fur kleine Auslenkungen). Der kubisBpine minimiertE’ unter
allen Kurven durch die Punkie;, y;) mit denselben Hermite-Randbedingungen.

Beweis. i) Dal auf[z;, z;,1] konstant ist, gilt:
Tit+1 Ti+1
/ (f'=s") 1= (f'=5) I+ —/ (f'=s) = (=5 —a (f=s) 5 = 0.

Aufsummieren Uber liefert aufgrund der Randbedingungen:
b
[ur=si= =i =o.

i) Wegenf = s+ (f —s),s” € S1(A) und[i) gilt:

(fl/’ f//) — (SI/7 SI/) + (f// _ Sll’f// _ SI/) _'_2 (Sll,fll _ SI/) Z (8//7SI/>.

J N J
—~ ~~

>0 =0

i) Seil e S1(A) die stiickweise lineare Interpolation vgfi bzgl. A. Nach Satz 512 gilt:

n* L.
"
I =1 < < 1791,
Da f” — s” unds” — [ nach{1) orthogonal sind, gilt:
Lf7 = U =" ="+ " =P =" = "1+ s = U = (7= 8"
Hieraus folgt die Behauptung.

iv) Die stiickweise lineare Interpolation vgin— s bzgl. A ist die Nullfunktion, also gilt nach
SatZ 5.2 undiii):
h? t
If =sll < 17" = "1 < 1720

O

Korollar. Das Interpolationsproblert.4.1)mit Hermite-Randbedingungen hat eine eindeutige
Losungs € S3(A).
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Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung

¢: S3(A) — RT3
s (s(xg), s(x1),...,s(xn), s (a),s'())
Wir zeigen zunachst ditnjektivitat von ¢. Gilt ¢(s) = 0, dann l6sts das Interpolationspro-

blem (5.4.1) mity; = 0 fur allei unds’(a) = s'(b) = 0. Da auch die Nullfunktion dasselbe
Interpolationsproblem I6st, folgt nach Saiz 5.17:

b b
/(3//)2§/ 02:0

Da s” stetig ist, folgts” = 0 auf [a, b]. Somit ists affin und mits(a) = s(b) = 0 folgt s = 0.
Wegendim(S3(A)) = n + 3 = dim(R"*3) ist ¢ sogarbijektiv, also existiert fur alley, . . ., yx
eine eindeutige Losung des Interpolationsproblems mibtiterRandbedingungen. O

Berechnung in B-Spline-Basis Seis € S3(A). Dann ist

n+1
s(x) = Z ¢; Bs (x hxz) fur allex € [a, b],

i=—1

wobeiz; = a + ih. Berechnung der Koeffizienten

B3(0) =2, Bs(£1) =43, Bs(k)=0fir |kl >2,
By(0) =0, Bj(£1) =F5, Bj(k) = 0fur k] > 2.
—% 0 % 0 C_q h’yo
bro | |w
S(xi) =Y 1 2 1 e n
s'(zo) = you & ‘ 3 .é =
S/(xn) = Yn,1 1 9 1
6 3 6 Cn Yn
0 _% 0 % Cn+1 hyn

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit diinn besetzégri¥i
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Monte Carlo-Schatzelr, VI,178 Quadratur, 131
Quadraturformel, 138

Approximationsfehlef, 71
eines mehrdimensionalen Integrals, 79  Ryjckkehrzeit 63

erwartungstreuel, 71 Random Walk 83
mittlere quadratische Fehlér,]71 auf einem Gittef 48
Monte Carlo-Verfahren, 71 auf Grapherl_86
n-dimensionale Bernoulliverteilung, ¥6 symmetrischef, 63
Newton-Cotes-Formel, 140 Trefferzeit[63
Newton-Verfahrerd_122 Verteilung der Positionen zur Zeit[n, 162
Konvergenzsatz, 124 zyklischer[86

numerische Integration durch Interpolatipn,j1&3um der linearen Splinds, 128
reellwertige Zufallsvariableg6

Paradoxon gleichverteilt[ 6V

von Simpson, 41 Unabhangigkeif, 87
Parodoxon Reflektionsprinzip, 63

von Sankt Petersburg,135 Regula Falsi-Verfahref, 127
Periode[ 94

Relaxationsverfahren, 1112

Periode eines Zustands, 94 Residuendarstellung_T04

Perkolation von Netzwerkeh, 81

. Residuum[_104
Permuft.c.';::lonen Rucksackproblenf, 90
zufallige[14 Runges Beispiel, 134

Poincaré-Ungleichung, 1B0
Poissonapproximation der Binomialverteilungankt-Petersburg-Paradoxbn] 35

23 Schatzfolge
Poissongleichung, 103 konsistentd, 78
Poissonverteilung, 24 Schwaches Gesetz der grof3en Zatleh, 77
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Sekantenverfahreh, 126
Selbstbefruchtung von Pflanzén] 48

symmetrischer Random Walk,|63

Transformationssatz, B4

o-Additivitat von Wahrscheinlichkeitsverteilun-

gen[9
o-Algebra[8
Simpson-Formel, 141
Simpson-Paradoxon, 41
Simpson-Verfahren
Konsistenzordnung, 142
Simulated Annealing, 90
Algorithmus[91
Simulation einer diskreten Verteilung

Acceptance-Rejection-Verfahrén] 68

direkt,[67

Trapezformel, 131, 140
Beispiel [138

Trefferzeit[63
Verteilung[64

unabhangige 0-1-Experimenite] B6] 46
Unabhangigkeif, 39
reellwertiger Zufallsvariablen, 67
Unabhangigkeit von diskreten Zufallsvariablen,
59,60
Unabhangigkeit von Ereignissén, 22] 52
Unkorreliertheit[ 76

Simulation einer Markov-Kette mit vorgegebevarianz [72

nem Gleichgewichi, 91

Skalarprodukt

Energie-,[129
Skalarprodukt aut?, [73
Spektralradiug, 104
Splines

Raum der linearen Splinds, 128
Splines vom Gradan, [148
stlickweise lineare Interpolatidn, 128
Standardabweichunig,[72
starkes Gesetz der gro3en Zahlen, 78
Stationaritat von Markov-Ketteh, B4
Steepest Descent-Algorithmis, 115
Stirlingsche Formel,_62
stochastische Konvergelfiz,] 77
stochastische Matrik, 47, B3

irreduzibel[ 94
stochastischer Kerh, 47
strikt diagonaldominani, 107

der Binomialverteilund, 16
Reduktion durch Importance Sampling] 81
von Summer],_16
Variationsdistanz von Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen[ 92
verallgemeinertes Interpolationsproblém, 1132
Verfahren der konjugierten Gradientén, 118
Verteilung
bedingte,
seebedingte Verteilung39
direkte Simulation einer diskreten Vertei-
lung,[67
Verteilung der Trefferzeiten, 64
Verteilung des Maximums, 66
Verteilungsfunktion
kumulative[ 67

Wahrscheinlichhkeitsverteilung
Gleichverteilung oder Laplace-Modé€ll,114
Wabhrscheinlichkeif,J5
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Akzeptanz-[68

Zufallsvorgang, b

bedingtesiehebedingte Wahrscheinlichkeit  diskreter[ ¥

Erfolgs-,[21
Wabhrscheinlichkeitsraurn] 9
Wahrscheinlichkeitsverteilungl 9,111

einer diskreten Zufallsvariable, 119

Detailed Balance-Bedingung,184

diskret

Massenfunktiori, 11
diskrete[ 11l

eines mehrstufigen diskreten Modells] 43

Elementare Rechenregelm, 9
endliche Additivitat[ 9
geometrisché, 53
Gleichgewichtsverteilung, 84
Monotonie[ 10
Normiertheit[9
Produkt[46
VariationsdistanZ, 92
Warteschlangé, 23

Zufallszahlengeneratdr, 25,167
Zuverlassigkeit von Netzwerkeln, 181
zyklischer Random Walk, 86

Wartezeit auf das erste Eintreten eines von un-

endlich vielen Ereignisseh, b3
Werfen von zwei Wirfelr, 20

Ziehen mit ZurticklegersieheBinomialvertei-
lung
Ziehen ohne ZurtcklegesjeheHypergeome-
trische Verteilung
Zufallspermutation
Inversionen_37
Zufallsvariable[ B, 19
diskrete siehel9reellwertigel,_34siehere-
ellwertige Zufallsvariable
Standardabweichung,[72
Varianz [ 72
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