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Dieser Zettel ist als Wiederholung gedacht. Ihre Abgaben werden wie gewohnt
korrigiert, sie zdhlen allerdings nicht mehr zur Klausurzulassung.

Aufgabe 1

Seien X,,, n € N Zufallsvariablen mit festem Erwartungswert EX,, = m, ¥n € N und
EX? < oo Vn € N. Auferdem nehmen wir an, dass eine Folge endlicher Konstanten
cx € (0,00), k € Ny existiert mit ¢, — 0, wenn k& — 0o, sodass

’COV(Xi,Xj)l S C|ifj|> VZ,] € N.

a) Zeigen Sie

b) Folgern Sie

—ZXi—Hn, n — 00.

Aufgabe 2
Sei f:]0,1] — R stetig. Wir definieren die so genannten Bersteinpolynome, fiir n € N,

= ;f (%) (Z)p’“(l -p)" % pelo1].

Zeigen Sie mit Mitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie, dass f, — f gleichméBig auf [0, 1].



Aufgabe 3

Seien X} ~ N (ux, 07) unabhiingige Zufallsvariablen und sei Y ~ N (1, o). Nennen Sie (mit
Beweis) hinreichende Bedingungen, sodass

1 n
k=0

Aufgabe 4

Es seien N weifle und N schwarze Kugeln auf zwei Urnen verteilt, so dass in jeder Urne
N Kugeln enthalten sind. Der Zustand des Systems zum Zeitpunkt n wird beschrieben
durch eine Zufallsvariable X,,, die die Anzahl der weilen Kugeln in der ersten Urne an-
gibt. Bei jedem Schritt wird zufillig je eine Kugel aus jeder Urne gezogen und die beiden
Kugeln werden vertauscht. Dann ist X, eine Markovkette mit Zustandsraum {0,..., N}.
Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix dieser Markovkette.

Aufgabe 5

In dieser Aufgabe betrachten wir das Ehrenfest Modell, das heifit eine Markovkette mit
Zustandsraum S = {0,..., N}, N € N und Ubergangsmatrix P = (p(i,j)) wobei

1,j€S’
%,‘ falls j =i —1,
p(i,j) = ¢ &, falls j=i+1,
0 sonst.
a) Zeigen Sie, dass 7 mit 7(j) = 27V (ij ) eine invariante Verteilung der Ehrenfest-

Markovkette gegeben ist.

b) Zeigen Sie, dass keine der Zeilen der n-Schritt Ubergangsmatrix P fiir n — oo gegen
7 konvergiert. Was ist der Grund dafiir?

c¢) Betrachten Sie nun die Markovkette mit Ubergangsmatrix Q := qIy,1 + (1 — q)P.
Dabei ist P wie oben, ¢ € (0,1) und Iy, ist die N + 1 x N + 1 Einheitsmatrix.
Zeigen Sie, dass 7 aus 1. die eindeutige invariante Verteilung der Markovkette ist,
und dass jede Zeile von Q" fiir n — oo gegen m konvergiert.

Alle wichtigen Ankiindigungen zur Klausur finden Sie auf der Website zur
Vorlesung. Insbesondere liegt das Deckblatt zur Klausur dort. Bitte machen
Sie sich mit den Regeln vorab vertraut.

Wir wiinschen IThnen viel Erfolg in der anstehenden Priifungsphase.



