Institut fiir Angewandte Mathematik

WS 2024/25 "" |

Prof. Dr. Anton Bovier, UNIVERSITAT IAM
Manuel Esser

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie
11. Ubungsblatt
Abgabe bis zum 10.01.2025

Dieser Zettel gibt einen kleinen Vorgeschmack auf die Klausur. Versuchen Sie
daher, die Aufgaben zunichst alleine zu l6sen.

Mit * gekennzeichnet Aufgaben erméglichen es Zusatzpunkt fiir die Klausurzulassung zu
erwerben.

Aufgabe 1 [2+2 Pkt]
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Esseien X,Y und Z unabhéngige Zufallsvariablen. Sei F': R — [0, 1] sowohl die Ver-
teilungsfunktion von X als auch die Verteilungsfunktion von Y, und sei Z Bernoulli-
verteilt. Bestimmen Sie die Verteilung von (1 — Z)X + ZY.

b) Sei A € F mit P(A) € {0, 1} gegeben. Zeigen Sie, dass A und ein beliebiges B € F
unabhéngig sind.

Aufgabe 2 [3 Pkt]

Eine Miinze wird mehrmals (unabhéngig) geworfen. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit fiir
Kopf bei jedem Wurf gleich p € [0, 1]. Seien H,, und T,, die Anzahl von Kopf bzw. Zahl in
n Wiirfen. Zeigen Sie, dass fiir alle e > 0 gilt

P(Qp—l—e< —(H, T)<2p—1+e)—>1,wennn—>oo.

Aufgabe 3 [4 Pkt]

Beweisen Sie mit Hilfe von charakteristischen Funktionen das schwache Gesetz der grofien
Zahlen in der folgenden Form: Ist (X, ).en eine Folge unabhéngiger und identisch ver-
teilter Zufallsvariablen mit E(|X;|) < oo, dann konvergiert n='> " | X; fiir n — oo in
Wahrscheinlichkeit gegen E(X7).



Aufgabe 4 [3 Pkt]

Sein € N und A > 0. Zeigen Sie, dass fiir ein Poisson verteilte Zufallsvariablen Y,,., mit
Parameter n - A gilt:

Yn.)\—n~)\ d .
—— — X, fiir A — o0,
vn - A

wobei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.
Twpp: Faltungsabgeschlossenheit der Poissonverteilung.

Aufgabe 5 [2+2+2 Pkt]

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei (X, ),en eine Folge von Zufallsvariablen
und X eine Zufallsvariable. Beweisen oder widerlegen Sie:

a) Aus lim, . E[|X,, — X|*] = 0 folgt X,, — X in Wahrscheinlichkeit.
b) Aus X,, — X in Wahrscheinlichkeit folgt X,, — X fast sicher.

c) Falls X,, — X in Verteilung, und X ist P-f.s. konstant, so gilt auch X,, — X in
Wahrscheinlichkeit.

Hinweis: Es reicht nicht, nur ein Gegenbeispiel anzugeben. Bitte fiithren Sie Ihr Gegenbei-

spiel auch aus!

Aufgabe 6 [1#42%+2%+3%4+2% Pkt]
Es sei X, X1, ... eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit P (X, = —1) =P (X}, = —1) =
1/2. AuBlerdem gelte { X}, # +1} = 0. Fiir n € N und g € (0,1), setzen wir

Zgn=(1— 52)% Zﬁka und  Zg = lim Zg,,.

n—00
k=0

a) Zeigen Sie, dass Zg sicher endlich ist.

b) Bestimmen Sie die charakteristischen Funktionen von Zg,, und Zg.

c) Zeigen Sie, dass Zs fir § — 1 in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable konvergiert.

d) Ersetzen Sie nun die X}, durch unabhiingige GauBverteilte Y;, ~ N (0, 1). Zeigen Sie,
das in diesem Fall Z3 zwar fast sicher aber nicht mehr sicher endlich ist.

e) Bestimmen Sie fiir den Fall d) die Verteilung von Zg.

Tipp zu c): Betrachten Sie zunéchst eine Approximation von ¢z,  (t) fiir festes 3. Neh-
men Sie dann den Grenzwert n — oo, um eine Approximation von ¢z, (t) zu erhalten.
Bestimmen Sie schliellich den Grenzwert 5 — 1.



Aufgabe 7 [5% Pkt]

Es seien X und Y unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0
und Varianz 1. Zeigen Sie mit Hilfe der charakteristischen Funktionen: Stimmt die Vertei-
lung der Zufallsvariablen (X +Y)/v/2 mit der von X und Y iiberein, dann sind X und Y
normal verteilt.

Tipp: Leiten Sie zunéchst eine aus den obigen Annahmen eine Funktionalgleichung fiir
die charakteristische Funktion ¢ her. Betrachten Sie dann Iterationen dieser Gleichung
zusammen mit der Taylorentwicklung von ¢.

Wir wiinschen Ihnen Frohe Weihnachten
und einen Guten Rutsch ins neue Jahr!
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