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Aufgabe 1 [3 Pkt ]

Es sei (Xn)n∈N eine Folge identisch verteilter Zufallsvariablen mit E[X2
1 ] < ∞. Zeigen Sie,

dass

lim
n→∞

maxni=1 |Xi|√
n

−→ 0 in Wahrscheinlichkeit.

Aufgabe 2 [5 Pkt ]

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen auf R mit charakteristischen Funktionen ϕ1 und ϕ2.
Die gemeinsame Verteilung von (X, Y ) sei gegeben durch dPX,Y (x, y) = p(x, y) dx dy, wobei

p(x, y) =

{
1
4
[1 + xy(x2 − y2)], falls |x| ≤ 1 und |y| ≤ 1,

0, sonst.

Zeigen Sie, dass die charakteristische Funktion ϕ von X + Y durch

ϕ(t) = ϕ1(t)ϕ2(t),

gegeben ist, aber dass X und Y keine unabhängigen Zufallsvariablen sind.

Aufgabe 3 [2+1 Pkt ]

Sein Tn, n ∈ N iid. Zufallsvariablen mit Tn ∼ Exp(1).

a) Zeigen Sie

P (Tn ≥ lnn+ c ln lnn u.o.) =

{
0 falls c > 1,

1 falls c ≤ 1.

b) Welche Konvergenzaussage wird dadurch impliziert?
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Aufgabe 4 [2+2+1+2+2 Pkt ]

Es seien X1, X2, . . . unabhängige Rademachervariablen. In der Vorlesung hat man gezeigt,
dass

P

(
n−1

n∑
i=1

Xi ≥ x

)
≤ exp(−nI(x)),

wobei I(x) = 1
2
(1− x) ln(1− x) + 1

2
(1 + x) ln(1 + x). Ziel dieser Übung ist, zu zeigen, dass

für alle ε > 0 und x ∈ [0, 1) und für n groß genug, gilt

P

(
n−1

n∑
i=1

Xi ≥ x− ε

)
≥ exp(−nI(x)) exp(−c n ε)

(
1− 1/(nε2)

)
, (1)

für eine Konstante c > 0, die von x abhängig sein darf. Wir teilen die Übung in mehrere
einfachere Schritte ein.

a) Sei Sn =
∑n

i=1Xi − nx. Zeigen Sie, dass

P

(
n∑

i=1

Xi ≥ n(x− ε)

)
≥ Ẽt(f(Sn))E

(
etSn

)
,

wobei f(z) := e−tz1l{|z|≤εn}, und Ẽt(Y ) := E(Y etSn)/E(etSn).

b) Zeigen Sie, dass
Ẽt(Sn) = 0 für t = t∗ := arctanh(x).

c) Zeigen Sie, dass
E
(
et

∗Sn
)
= e−nI(x).

d) Zeigen Sie, mit Hilfe von Chebyshev’s Ungleichung, dass

Ẽt∗(f(Sn)) ≥ e−nt∗ε

(
1− Ṽart∗(Sn)

ε2n2

)

e) Zeigen Sie, dass

Ṽart∗(Sn) = (1− x2)n.

f) Die oberen Ergebnisse zusammengefasst ergeben (1) für n groß genug.
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