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Aufgabe 1 (Cauchy) [3+2 Pkt ]

a) Es seien X und Y unabhängige, standard Gauss-verteilte (d.h. N (0, 1)) Zufallsvaria-
blen. Zeigen Sie, dass die Zufallsvariable

Z =

{
X
Y

: Y ̸= 0

0 : Y = 0

Cauchy verteilt ist mit Parameter 1.

b) Es sei U eine auf (−π
2
, π
2
) gleichverteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass tan(U)

Cauchy verteilt ist mit Parameter 1.

Aufgabe 2 (Leibnitz) [5 Pkt ]

Sei (Ω,F , µ) ein Maßraum und E ⊂ R offen. Sei f : E × Ω → R mit den Eigenschaften:

(i) Die Funktion supz∈E |f(z, ·)| : Ω → R absolut integrierbar bezüglich µ,

(ii) für µ-fast alle ω ∈ Ω ist f(·, ω) in E stetig differenzierbar und

(iii) die Funktion supz∈E
∣∣ ∂
∂z
f(z, ·)

∣∣ ist absolut integrierbar bezüglich µ.
Zeigen Sie, dass dann z 7→ F (z) :=

∫
Ω
f(z, ω)µ(dω) stetig differenzierbar in E ist und

d

dz
F (z) =

∫
Ω

∂

∂z
f(z, ω)µ(dω).

1



Aufgabe 3 (Laplace) [1+2+2 Pkt ]

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf dem Raum (Ω,F ,P). Für z ∈ R definieren wir

ψ(z) := E [exp(zX)] ∈ [0,+∞] .

Angenommen es gibt ein h > 0, sodass ψ(±h) <∞. Zeigen Sie:

a) ψ(z) <∞ für alle z ∈ [−h, h],

b) ψ ist unendlich oft differenzierbar in (−h, h),

c) für alle p ∈ N0 gilt:

dp

dzp
ψ(z)

∣∣∣
z=0

= E [Xp] .

Bemerkung: Man nennt die Funktion ψ daher Momenten erzeugende Funktion oder auch
Laplace Transformierte.

Aufgabe 4 [3+2 Pkt ]

Sei (an)n∈N0 eine Folge reeller Zahlen. Dann bezeichnen wir mit

f(x) :=
∞∑
n=0

anx
n, x ∈ R

die zugehörige Potenzreihe. Ferner nehmen wir an dass die Reihe absolut konvergiert, d.h.

∞∑
n=0

|an| |x|n <∞, ∀x ∈ R.

Außerdem sei X ein reellwertige Zufallsvariable, sodass

E

(
∞∑
n=0

|an| |X|n
)
<∞.

Beweisen Sie:

a)

E [f(X)] =
∞∑
n=0

anE [Xn] ,

b)

1√
2π

∫
R
e−x2/2 cos(tx)dx = e−t2/2.
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