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Aufgabe 1 [3 Pkt ]

Sei (Xk)k∈N eine Folge von unabhängigen, zum Parameter λ exponentialverteilten Zufalls-
variablen. Sei für t ≥ 0

Nt = sup

{
n ∈ N0 :

n∑
k=1

Xk ≤ t

}
.

Zeigen Sie, dass für alle t > 0, Nt Poisson-verteilt ist zum Parameter λt.

Bemerkung: Die Familie (Nt)t≥0 nennt man auch Poisson-Prozess mit Intensität λ.

Aufgabe 2 [3+4 Pkt ]

Sei X eine zentrierte Gauss’sche Zufallsvariable mit Varianz σ2 > 0:

a) Sei g ∈ C1(R) so, dass |g(x)|e−x2/(2a) → 0 und |g′(x)|e−x2/(2a) → 0, wenn x → ±∞
für ein a > Var(X). Beweisen Sie, dass

E(Xg(X)) = Var(X)E(g′(X))

gilt.

b) Berechnen Sie E(Xn) für alle n ∈ N.

Aufgabe 3 [4 Pkt ]

Sei X eine positive Zufallsvariable (diskret oder kontinuierlich) auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,F ,P), und sei g : [0,∞) → [0,∞) stetig differenzierbar und streng monoton
wachsend mit g(0) = 0. Zeigen Sie, dass

E[g(X)] =

∫ ∞

0

g′(x)P[X ≥ x]dx.

Hinweis: Es darf ohne Beweis vorausgesetzt werden, dass Fubini-Tonelli für σ−endliche
Maße gilt.
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Aufgabe 4 [2+3 Pkt ]

Sei p ∈ (0, 1) und seien (Xi)i i.i.d. Zufallsvariablen mit P(Xi = 1) = p = 1− P(Xi = −1).
Es sei Sn =

∑n
i=1Xi und K(n) = K(0) + Sn. Wir definieren

h(x) = P
(
inf{n : K(n) = 0} < inf{n : K(n) = 100}

∣∣∣K(0) = x
)
,

für x ∈ {1, . . . , 98, 99}, h(0) = 1 und h(100) = 0.

a) Zeigen Sie, dass

h(x) = ph(x+ 1) + (1− p)h(x− 1), x ∈ {1, . . . , 99},

b) Berechnen Sie h(x).

Tipp zu Punkt 2: Leiten Sie eine rekursive Gleichung für g(x) := h(x+ 1)− h(x) her!

Aufgabe 5 [1 Pkt ]

Seien X1, . . . , Xn unabhängig und exponentialverteilt mit jeweiligem Parameter αi > 0.
Bestimmen Sie die Verteilung von min1≤i≤nXi.
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