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Aufgabe 1 [3 Pkt ]

X und Y seien zwei unabhängige Zufallsvariablen, wobei das Wahrscheinlichkeitsmaß von
X absolut stetig und das von Y diskret ist. Zeigen Sie, dass das Wahrscheinlichkeitsmaß
von X + Y absolut stetig ist.

Aufgabe 2 [3+1+2+3 Pkt ]

Im folgenden Problem möchte man n (unterscheidbare) Kugeln auf r ≥ 2 Kästchen ver-
teilen. Sei Xi die Anzahl Kugeln im i-ten Kästchen. X = (X1, . . . , Xr) ist dann eine
Zufallsvariable mit Werten in {0, 1, . . . , n}r. Für (k1, . . . , kr) ∈ {0, 1, . . . , n}r definiert man
den Multinomialkoeffizienten durch(

n

k1, . . . , kr

)
=

n!

k1! · · · kr!
.

Falls jede der rn Möglichkeiten die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, so ist die Verteilug von
X gegeben durch

P [X1 = k1, . . . , Xr = kr] =

{(
n

k1,...,kr

)
1
rn
, falls k1 + . . .+ kr = n,

0 sonst.

Diese Verteilung auf {0, 1, . . . , n}r nennt man Multinomialverteilung.

a) Zeigen Sie: für paarweise verschiedene i1, . . . , ij ∈ {1, . . . r} gilt

P [Xi1 = k1, . . . , Xij = kj] =
n!

k1! · · · kj!(n−
∑j

i=1 ki)!

(
1

r

)∑j
i=1 ki

(
r − j
r

)n−∑j
i=1 ki

.

Tipp: Induktion über j (absteigend).

b) Zeigen Sie: für die Anzahl Kugeln in einem Kästchen gilt

pn,r,k := P [Xi = k] =

(
n

k

)(
1

r

)k (
1− 1

r

)n−k
.

(Die Randverteilungen sind also Binomialverteilungen mit Parametern (n, 1
r
).)
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c) Wir wollen die Anzahl der Kugeln und die der Kästchen gleichmäßig gegen unendlich
streben lassen, wobei wir entsprechend reskalieren und

lim
n→∞

n

rn
= λ (1)

gelten soll. Zeigen Sie, dass die pn,rn,k dann gegen die Einzelwahrscheinlichkeiten einer
Poisson-Verteilung konvergieren, also

lim
n→∞

pn,rn,k = pλ(k) = e−λ
λk

k!
.

d) Zeigen Sie, dass für k1, k2 ∈ {1, . . . , n} die Ereignisse {X1 = k1} und {X2 = k2} nicht
unabhängig, aber asymptotisch unabhängig sind, dass also gilt

lim
n→∞
n
r
=λ

P [{X1 = k1} ∩ {X2 = k2}] = pλ(k1)pλ(k2).

Aufgabe 3 [2 Pkt ]

Sei m < n. Seien X1, X2, . . . , Xn unabhängige Zufallsvariablen und f : Rm → R und
g : Rn−m → R beschränkte stetige Funktionen. Zeigen Sie, dass Y1 := f(X1, . . . , Xm) und
Y2 := g(Xm+1, . . . , Xn) unabhängige Zufallsvariablen sind.

Aufgabe 4 [6 Pkt ]

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen auf R mit gemeinsamer Verteilung von (X, Y ) gegeben
durch dPX,Y (x, y) = p(x, y) dx dy, wobei

p(x, y) =

{
π−1e−2x

2−y2/2, falls xy ≥ 0,

π−1e−x
2/2−2y2 , falls xy < 0.

Zeigen Sie, dass X und Y unkorreliert, aber nicht unabhängig sind.
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