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Definition. Sei Y : {2 — R eine integrierbare Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (§2, F,P). Dann ist E[Y] - der Erwartungswert von Y - definiert durch

E[Y] = /QY(w)IP)(dw).

Aufgabe 1 [6 Pkt]

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : € — R eine Zufallsvariable. Nehmen
Sie an, dass die Verteilung von X absolut stetig ist, und sei p die zugehorige Wahrschein-
lichkeitsdichte. Des Weiteren sei g : R — R eine messbare Funktion mit der Eigenschaft,
dass g o X integrierbar ist. Zeigen Sie, dass

Elg(X)] = / 4(z) pla) d.

Hinweis: Verwenden Sie das Konzept der Maf3theoretischen Induktion) basierend auf
den zentralen Schritten aus Kapitel 2.2.2 im Skript.

Aufgabe 2 [4 Pkt]

Sei X, geometrisch verteilt mit Parameter p, d.h. fiir k € Ny gilt P[X, = k] = (1 — p)p~.
Betrachten Sie die Zufallsvariable

Y, = (1-p)X,.

Beweisen Sie, dass im Limes p — 1 die Verteilungsfunktion von Y, punktweise gegen die
Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung mit Rate A = 1 konvergiert. Fiir A > 0 ist
die Verteilungsfunktion F'(z) der Exponentialverteilung gegeben durch

Flx) = 1—e™ fiirz >0,
0 fir z <0.


https://de.wikipedia.org/wiki/Ma%C3%9Ftheoretische_Induktion

Aufgabe 3 [4 Pkt]

Es sei U eine auf dem offenen Intervall (0, 1) uniform verteilte Zufallsvariable, d.h. mit
Dichte gy () = L01)(x),z € R. Sei ferner F' : R — [0,1] eine rechtsstetige und monoton
wachsende Funktion mit lim;, o F(t) = 0 und lim; ;. F(t) = 1. Wir definieren die
linksstetige verallgemeinerte Inverse von F, fiir alle u € (0,1), durch

Flu):=inf{tcR: F(t)>u} =sup{t cR: F(t) <u}.

Zeigen Sie, dass F' die Verteilungsfunktion der durch X := F~!(U) definierten Zufallsva-
riablen ist.

Aufgabe 4 [6 Pkt]

Sei —0o < a < b < oound f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f Lebesgue-
integrierbar ist, und dass das Riemann- und das Lebesgue-Integral iibereinstimmen:

/abf(x)dx :/ﬂ[a7b]f<x>/\(d1‘)_

Hinweis: Diese Aussage gilt fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen, der Beweis ist
im Wesentlichen identisch. Eine Funktion ist Riemann-integrierbar, wenn das Infimum der
Obersummen und das Supremum der Untersummen iibereinstimmen.



