StochastischeVersicherungs—und Finanzmodelle
SS 2003
Manfred Schél

81
§2
§3
84
§5
86
§7
§8
89
8§10
811
8§12

Erneuerungsprozesse und Poissonprozef3
Das Cramér—L undberg—Model |

Die Cramér—L undberg—Approximation
Die Lundberg Ungleichung
Finanzmarkte

Das Binomialmodell

Ein Lr—Modell

Martingalmal3e

Zinsstrukturmodelle

Spezielle Modelle

Konvergenz gegen ein zeitstetiges Modell
Bewertung von Zinsderivaten

02
07
11
14
17
24
33
36

50
57



StochastischeVersicherungs—und Finanzmodelle

81 Erneuerungsprozesse und Poissonprozef3.
1.0 Definition. Ein stochastischer Prozef3 ist eine Familie (Xt, t0l) von Zufallsvariablen (Zva) auf einem

W—-Raum (Q,F,P) mit Werten in einem Melraum (S,5). Dabel ist t der Zeitparameter, | die
Parametermenge und S der Zustandsraum. Ist | O Ny (z.B. | = {0,1,...,T}), so spricht man von einem

zeitdiskreten Prozef3. Ist | OR (z.B. | = [0,0)), so spricht man von einem zeitstetigen Prozef3. Fiir jedes
feste w heil3t die Abbildung t Xt(w) ein Pfad (eine Trajektorie).

Erneuerungsprozesse

1.1 D€f. a) Sei (Zn,nDIN) eine Folge von iid Zva (iid = independent, identically distributed) auf (Q,§,P)

: . 1. . . . .
mit Werten in [O,c0) und P[Z_=0]<lund := E[Z [. Ist T = Z +..+Z mit T:=0, so heil3t (T )
Erneuerungsprozef3 zur Folge (Zn). Ist N:= | {nCN; Tnst} |, so heif3t (Nt,tzo) Zahlprozef3 mit Intensitat
ALH() = E[Nt] hei 3t Erneuerungsfunktion.
b) Sel (Yn, nON) eine Folge von reellen iid Zva auf (Q,3,P) mit E[Yn] =i OR, sodal auch
Zl,Y 1,22, o unabhéngig sind. Dann heif3t

X = ZT‘Yn (=: oo auf { Nt:oo}) zusammengesetzter Zahlprozef3.
Dabel ist (t,w)+~ Nt(oo) mb (vgl. W.th. 8.11), insbesondere sind Nt und Xt Zvafir t=0 auf Grund von
_ [00] _ _ (0]

(1.2 N =321 1{Tnst}' Xi=2n=1 Ynﬂ{Tnst}’ H(t) = 2 h=1 P[Tnst] , 0t=0.
Interpretation: N, ist die Anzahl der Schadensfallein [O,t], Y, ist die Hohe des k—ten Schadens und Z,

die Wartezeit bis zum k—ten Schaden (als nachsten Schaden). Dann gibt Xy den Gesamtschaden in [O,t]

an und H(t) die mittlere Anzahl von Schiden in [O,t]. Der Name Erneuerungsprozef rithrt von der
folgenden Interpretation her: Nt ist die Anzahl von Erneuerungen etwa einer Maschinein [0O,t].

13Lemma. () 0SA <o (b)Nt»oofUrt-»oo;
() H(t) < oo, Nt <o fs 0t20.
Bew. a) Aus A= wiirde folgen (W.th. 9.16a): 21:0 f.s. b) Iimm_m Nm = zl{Tn<oo} = oo,

c) Es geniigt z.z. (W.th. 9.16c): H(t)<eco. Wegen Iimk P[Z1 > &] = P[Z1 > 0] > 0 existiert ein m mit



t . t —_ M t
P[Z1 > ﬁ] > 0. Dann folgt: P[Tm >t] 2 P[Zn > s m| =1 n=1 P[Zn > m] >0.
Setze sk::zkm+1+...+zkm+m, dann sind die Sk kDINO, iid Zva (W.th. 13.6) mit SO:Tm, und es folgt

far nDINO, 1<jsm:

—1
PIT st < PITpst] < Plnp_g {S,st}] = PIT<t]"
und somit H(t) < zor(])ZO mP[Tnmst] <o (geometrische Reihe!). []

14 Starkes Gesetz der groBen Zahlen. T N, + A £.5, TX,» Al (to) £.5,3 X1 +Ap f.5 (neoo).
n n

Bew. Sai QO = 0N 0

(1.5 TNtSt<TNt+1 , d.h. Nt:n & Tnst<Tm+1 und Ntzn (:)Tnst,

{N <o} = n55 {N;<eo} , dannfolgt P[Q,4]=1 wegen 1.3c. Auf Q gilt:

und somit TNt/Nt < t/Nt < TNt+1/Nt'

- 1y _ 1y\=
Sei Qpi={T /n =3} ={T /M1 xD={T

Gesetz der grof3en Zahlen.
: . _ 1 1 - 1
Auf Qon Ql gilt nun mit 1.3b: TNt/Nt % TNt+1/Nt SN und damit auch t/Nt -

. 1 : .
Sei Q, = {3 ZQYK» u}. Dann gilt ebenso P[Q,] = 1. Auf Q4nQ4nQ, gilt:

~4q/n+ ¥} mit P[Q,]=1 nach dem klassischen starken

Xt/t = (Nt/t) EﬂthYk/Nt) -+ Al und damit xTn/Tn -+ Wa, denn auf Ql wissen wir, dal3 Tn +00.[]

1.6 Lemmavon AWald. () Esgilt E[T = XTE[N,+1]= * QH(®)+1) und allgemeiner

|
N+l

fur eine mef3bare Funktion c: [0,00)xR + [0,0) :
N, +1

t
E 2 2 Y )] =EINL] [0z, V)]
(b) E[Xt] =ulE [Nt] .
Nt+1
I nterpretation: E[z C(Zn,Yn)] sind die Kosten bhis zum Zeitpunkt t, genauer TN+ E[Xt] ist
n=1 t

der erwartete Gesamtschaden in [O,t].
In 1.6a darf Nt+1 nicht durch Nt ersetzt werden.

Bew. a) In Hinblick auf (1.5) ist
E[S Tt oz, Y)l = E[3 7 c(Zn,Yn)EL{Tn_l <l = > ] Elc@ Y)IP[T, 4 <t] =

E[c(Z,.Y ) TP[Ty<t] + z°f [T, <t]), denn(Z_Y_)undT_ , sindunabhéngig (W.th. 14.10).
Mit (1.2) folgt die zweite Behauptung. Setzt man c(Zn,Yn) Zn’ so erhélt man die erste Behauptung.



b) Essind Yn und Tn unabhéngig. Mit (1.2) ergibt sich:

E[X,] =35 E[Y,,] P[T<t] = uH(). []

1.7 Elementarer Erneuerungssatz. ﬂtQ + A (too0).
Bew. Die Aussage folgt aus 1.4 fiir den Fall, dal3 P[les] =1 fur ein €>0; denn dann liegt wegen
Nt/t < 1/e magjorisierte Konvergenz vor. Ein elementarer Beweis fir den allgem. Fall geht wie folgt:

) I1stM = supn’wZn(oo) < oo die maximale Lebens—/Wartezeit, so gilt: t < TNt+1 <t+M.

(ii) Aus L.6aund (i) folgt zundchst +H®+D) 2t , dso T > A — L und damit 1im "0 2 .
(iii) Die iid Zva er_1 = min(Zn,L), nCN, definieren einen Erneuerungsprozef3 (Tlr‘]) mit

Erneuerungsfunktion HL >H und MLsL.

(Interpretation: Spatestens nach einer Lebenszeit L wird eine Maschine erneuert.)
L
Dann gilt wegen 1.6aund (i) zum andern: ﬂtQ < H—t(Q <(1+ %))\L — %

Damit folgt: Tim H(t)/t <AL .
Dabei gilt schlie¥lich: b= E[min(Z,,L)] t 1/A wegen monotoner Konvergenz. | |

Poi ssonprozel3.

1.8 Lemma. Aus ZnD Exp(A) folgt: Nt OTI(AL).

Dabei ist Exp(A) die Exponentialverteilung und 1i(A) die Poissonverteilung jeweils mit Parameter A. Ist
F)\ n die T—Verteilung (Erlang—Verteilung) mit den Parametern A und n, so gilt Exp(A) = I')\ 1 Aus

ZnD Exp(A) folgt EZn =1/A.
Beweisvon 1.8. Aus ZnD Exp(A) folgt : Tn 0 I')\ n (W.th. 12.17f), also
n
P[Tn <t] = Ojt (niil)l xn1 e_)‘x dx. Mit partieller Integration folgt nun fiir nCN:

pIT <t] =0 Mo prT <o) asomit(13) P[N, =n| = P[T.<t| - P[T... <t] =T\tn)
n=" " nl n+l1 =" - t n-= n+1="1 n

Fir n=0 ergibt sich insbesondere: P[N, = 0] = P[T, >t] = e M= T(At;0). []
Aus der Annahme, dali3 die Zn iid Zva sind, und der Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung wird
eine zeitliche Homogenitéat und die Unabhdngigkeit der Zukunft von der Vorgeschichte folgen. Sei dazu

._ 0 _ . . _ . .
(1.9 B, = =1 B = o) mit & ={B= B x..xB XRxRx... mitnON, B, 0B 1<isn}

1!
die Borel—o—Algebra auf R~ = RxRx... .



1.10 Lemma.Sei Z DExp()\) t>0. MItBD‘B undCD*B sind

A= {Nt:n, (Tl’ 1 T gy n)DB} en ErelgnlsderVorgeschichte und

Apy= {(TNt+1—t,YNt+1,ZNt+m,YNt+m,m22)DC} ein Ereignis der Zukunft.
Dann gilt:
@  P[A_nAL]=P[A,]P[A,_ ] (Unabhdngigkeit von Vorgeschichte und Zukunft)
(b) P[At = P[A0 .| (zeitliche Homogenitat).

Bew. Esgeniigt zz.:  P[A_nA PIA_ [P[Ag,];

tel =
denn mit B=R%" und Summation iiber n fol gtdann P[A, ] =P[Aq,].

Es genugt den Fall C=DxC' mit DI¥B,, CUB_ (sogar den Fall C U € ) zu betrachten; der allgemeine

11
Fall folgt mit einem Dynkinargument (W.th. 6.25) wegen ‘Blm‘Boo:‘Boo. Dabei sei hier 0.E. D [ [0,0).
Zunachst der Spezialfall: n=0, C'=R”, dann hat man :

P[At_ n At+] = P[Nt =0, T,~t[ D] = P[Zl—t >0,Z,-t0 D].

Nun hat Z,~t die Dichte e MY (w.th. 12.9), also ergibt sich: P[N, =0, T;~t1 D]

1

—A(stt —At —A
= Dﬂ(O,OO)‘[ Ae (s )ds: e DI e "Sgs= P[Zl>t] EIP[ZlﬂD] = p[Nt:o] [P[ZlgD]’ d.h.

P[Z,t0D|Z,>t] =P[Z, UD] (Gedachtnidosigkeit der Exponentialverteilung).
Fur den allgemeinen Fall ergibt sich:

P[A n Al =P[T St<T 0 (T1,Y T Y ) OB, T, ~t 0D, (Y )oc

-
.)oct,

n+1’ +1 n+1’ n+2’ n+2'

dennes sind (Tl,Yl,...,Tn,YnTn+1) und (Y .) unabh. (W.th. 13.6); ebenso

n+1’ n+2’ n+2'

(Tl,Y Tn,Yn) und Zn+1' Somit folgt mit dem Satz von Fubini (W.th. 13.4) und Tn+1 = Tn +Z

1o n+1:

P[..] = P[Tn <t, (Tl’Y Tn,Yn) 0B,Z (t—Tn) >0,Z —(t—Tn) 0D]

1 ntl n+l

=E[1g(TyY Ty Y ) By (T I(T )]

1!'-'!

mit  h(t):=P[Z,;—(t)>0,Z , —(t+t)ID] =P[Z_, >t-t |P[Z  ,0D]

nach dem obigen Spezialfall. Geht man jetzt wieder rickwaérts, erhdlt man:

P[..] =P[A_|P[Z,,,0D]. Dadie(Z,Y ) iid Zvasind, folgt schlieflich: P[A;_n A, |

n+1
= P[At_] EIP[Z D D| [IP[(Yn+1, n+2’ o )oc| = P[A | [IP[Zn+1 0D,
(Yn+1’zn+2’ o )oc| = P[A ][IP[Z 0D, (Y 2,...) 0cC| = P[At_] [IP[A0+]. [



1.11 Satz. Fiir den (zusammengesetzten) Zahlprozef3 eines Erneuerungsprozesses mit ZnEExp()\) gilt:
(@ N, O7(At), t>0, N,=0 f.s., H(t) = At, E[Xt] = Aut, t=0.
b | (Xt,Nt),tzo} hat unabhangige Zuwachse, d.h. fur k0N, 0:=ty<ty<.<t, sind die Zva

X, =X, N, =N, ), (X, =X, N, =N, ),.(X, =X, N, =N, ) unabhéngig.
L T A S R B b "1 W ke

(© { (Xt,Nt),tZO} hat stationdre Zuwachse,
d.h. fur h>0 ist die Verteilung von (Xt +h_xt’Nt +h_Nt) unabhangig von t=0.
(d) (Xt,tzo) und (Nt,tzo) haben unabhédngige und stationare Zuwachse.

Bew. a) folgt aus 1.6 und 1.8. Teil d) folgt sofort aus b,c).

c) Esist {Xt+h_xt 0B, Npyy Nt = m}:At+ fur ein gewisses C; damit folgt (c) aus 1.10b.
N ¢
b) Esist Nj=1 {th—xt_ 0B, N, =N,

1N lemj}:At_fUr n=mj+..+m, t=t, und ein gewisses B.

. _ k+1 - -
Mit 1.10afolgt: P[nj 1 (XX, O Bj’ N, —N, = mj}] =
‘ 11 ] 1
P[ni_, {X,—X, 0OB,N,—N, =m}|P[X, X, 0B,..,N N =m,_.].
S A TP T T P Ky P P S5

Jetzt fuhrt vollstdndige Induktion nach k zur Behauptung. ||

1.12 Def. In der Situation von 1.11 heil3en (Nt,tzo) Poisson—Prozel3 mit Intensitdt A und (Xt,tzo)

zusammengesetzter Poissonprozef3.

Wichtige GroRen sind:

die Wartezeit TN +1t (int) bis zum nachsten Schadensfall,
t

die Zeit t—TNt (int) seit dem letzten Schadensfall und

die Zeit TNt +1_TNt (int) zwischen dem nédchsten und dem letzten Schadensfall.

1.13 Paradoxon.In der Situation von 1.11 hat (t—TNt,TNt +1—t) die gleiche Verteilung wie
(min(Zl,t),Zz) und somit TNt +1—TNt die gleiche Verteilung wie min(t,Zl)+ZZ.

Beweis. Esgilt mit 1.11 fir s<t: P[t—TNt< S, TNt+1_ t<ul =P[N—N; #0,N, —N,#0]

= P[NgNg # O] [P[N —Ng # 0] = P[Z; < S| [P[Z, < u] = P[Z; < sZ, < u]. Fir slv erhalt man:

P[t—TNt <V, TNt+1 —tsu] =P[Zy sV, Z,<u] . Fir s>t geht man analog vor. Nach dem

Mal3eindeutigkeitssatz folgt jetzt die Behauptung (W.th. 7.7b). |



§ 2 Das Cramér—L undberg—Modell
In diesem Abschnitt betrachten wir ein Versicherungsunternehmen bei dem zu den Zeiten Tn Schéden

der Hohe Yn gemeldet werden. Dabei soll die Situation aus Def. 1.1 vorliegen. Dann kdnnen (Nt’ t=0)
als Schadenanzahl prozef3 und (Xt, t>0) als Gesamtschadenprozel3 bezeichnet werden. Dann gibt H(t) die
mittlere Anzahl von Schéden in [O,t].

Annahme: Ab jetzt sei Ynzo, Y=Y, Z:= Z1 OExp(A), Y 0OQ (beliebig).

1!
Unter dieser Annahme ist also (Nt’ t>0) ein Poisson—Proze mit Intensitdit A und (Xt, t=0) ein
zusammengesetzter Poissonprozef3. Dem Gesamtschadenprozel? steht ein Input gegeniiber, der durch
den Pramienzuflul® beschrieben wird. Dabei gehen wir von der vereinfachenden Annahme aus, dal3 wir

uns diesen als deterministisch und sogar linear in der Zeit vorstellen. Genauer soll die
Gesamtpramieneinnahmein [O,t| gerade c[d sein mit der Pramienrate c>0.

T T, T; !
* (Ruin)

Berechnet man die Pramienrate nach dem Erwartungswertprinzip, so setzt man:

ct = (1+n) [E[X,] = (1+n) Aut, also ¢=(1+n)Ap
in Hinblick auf 1.6 und 1.11a. Dabei heif3t n > O (relativer) Schwankungs—/ Sicherheitszuschlag. Dann
ergibt sich E[R] :=E[u+ct—X] =u+nlAut.

2.1 Def. (a) (Rt’ t=0) mit Rt =u+ct— Xt hei 3t Reserveprozeld oder Risikoprozef3
(b)  W(u):=P[R <0 fireint>0] = P[XTn >u+cT  fireinn]

ist die Ruin—-W.(Wahrscheinlichkeit) bei eéinem Anfangskapital u. Die Uberlebens-W. ist
®(u) :=1-%() =P[R 20 0t] =P[X; su+cT 0On].
n

Fur die Grofen W und @ sollen vier grundlegende Resultate [(I) — (1V)]| (basic results [Grandell
1991]) hergeleitet werden, die auf Filip Lundberg und Harald Cramér zurtickgehen. Zundchst soll dazu
eine Integralgleichung fur ® hergeleitet werden. Esist

®(u) = P[ ZQ Y su+ chQ Z, 0n] =E[h(Z4,Y,)] nach Fubini (W.th. 14.9) mit
h(zy) =: P[y + 22 Yk Su+cliz+ zg zk) 0n>1].



Fir y>u+cz isth(zy)=Oundfir y<u+cz ist
h(zy) =P[35 Y, Su-y+cz+cFyZz,) 1n=2]
=P[35Y, (Su-y+cE+cFhz, ,) 0n=2],
wegen P[(Z,,Y 5Z3Y 5,.) 0T =P[(Z1.Y 1.Z5,Y5,..) OT], T OB,
Setzt man noch ®(u) := 0 fir u<0, so haben wir:
h(z,y) = ®(u + cz —y) und somit ®(u) = E[P(u+cZ —Y)|. Die Zvau+cZ hat die Dichte (W.th. 12.9)
AgAxlen 0,00) ((X-/0) , als0 ergibt sich mit Fubin:
oo)\ —)\(x—u)/c

X B

®(u) = j E[®P(Xx—Y)] dx.

22 Lemma o(u) =2 Mo 1* e MCE[0(x - Y)] d.

@ ist unstetig in 0; somit kann der Integrand unstetig sein. Trotzdem gilt die folgende Aussage:

2.3 Lemma Mity:= )—(‘: >0, f(x) :=yE[P(X—-Y)] istf: R+ R mbund beschrénkt, und es gilt:
o) =™ T e i(x) dx sowie D(u)— D(0) = oI [yI(9) —f(9)] ds.
Die erste Gleichung ist gerade 2.2. Wére f(x) stetig, so wiirde aus 2.2 direkt folgen:
@'(u) = yp(u) — e e Wi(x) = yId(u) — f(x).
Beweisvon 2.3 (zweite Gleichung). Esist einerseits
o(B) — d(a) = [PV I eV ax— V7 B e Y f(x) dx .
Andererseits erhalt man mit Fubini
JSP Iy ~f(9)] ds= P erS[{Sj” e VX f(x) dx] ds - JPf(9) ds
g yeysﬂ(a 5 { J 400y € Y100 0| 05 .
ey [ 1 (9 Cg )0 vE¥55] -
= e i) [GJBAX erSds] dx — ..
= JZ e H0) [P e ax —
= GIB e (x) [eyD(_ ™ dx + Bj°° e (x) [eyE[B_ ¥ dx — ...
= JP100 dc— ¥ P eV f(x) dx+ [P ¥ B e VR dx .
= VB _ ¥ 7 e i ax - BeYix) dx. []

2.4 Proposition. d(u) = d(0) + A3 Y o(u-2) P[Y>7] dz.



Bew. Mit Fubini erhalt man: of" ®(u-2) P[Y>Z| dz
= JU (u-2) [(Z’oo) f1 Q[ds]] dz = o 1, ®(u-2) [ [ 1 00)(9 Qlcs] | ez
=] [OIUAS d(u-2) dz] Q| ds]
= ou]’ {0 1S d(u-2) dz} QLS| + (o] [o M o(u-2) dz] Q[ds]
=+ D(u-2) dz 1 - o) Qlds))
= Oju d(u—2) dz — [O,U]I {Sju d(u-2) dz} Q[ds] t:=stu-—z
=gl OM v — g S [Sj“ O(t—9) dt] Q[ds] Vizu-z
= JUow d — oY [Ot]jCD(t—s)Q[ds]] dt O<s<ts<u
= o ) ~ [ ] ©(t-9) Q[as] }
= o/ {®() —E[®(t-Y)] } dt  wegen B(1)=0, t<0.

Dann haben wir also

y%ju d(u—2) P[Y>z]| dz= Ojo [yO(t) — f(t)| dt = d(u) — P(0) gemél 2.3. [

25 Satz. (a) P ist isoton;
(b) E[R]=u+(c—Aw;

Fir ¢c> A gilt:
©  O)=1.4(9=0
(@ @O0=1-2F wo=2F 0

Die Aussage (d) ist auch Stabilitatsresultat in dem Sinne, dal3 W(0) nur tber den Erwartungswert 1 von
der Verteilung von Y abhangt.

Bew. a) ist klar. b) ergibt sich aus 1.11a.
c) Gemal 1.4 existiert Q, mit P[QO] =1, sodal3 xTn/Tn + AU (n»oo) [auch T, oo| auf Q. Also gilt

(cTn - XTn)/Tn +C—Au>0 auf Q. Esfolgt 0 <Ilim (cTn - XTn) < oo [sogar = oo| und somit
infn ((:Tn — XTn) > —co auf QO. Damit gilt:
1=P[0O, {cTn—X.l.n 2—k0On}] =lim, P[cTn—X.l.n >—k On]

=lim, P[XTn sk+cT, On] =lim, ®(K).

d) Wegen ®(t)=0 fir t<0 besagt 2.4:
d(u) = d(0) + }—C‘%jw d(u-z) P[Y>z] dz.



10

Wegen OI°° P[Y>z] dz = p <o [W.th. 14.7a oder Beweis von 3.2a unten| folgt mit majorisierter
Konvergenz:

P(w0) = P(0) + 13 D(w0) P[Y>2] dz = D(0) + D(e) By,
also mit (©): ©(0) = B(w)(L— A =1-Ap. ||

In einem Spezialfall kann W berechnet werden.

2.6 Beispiel. Exponentialverteilte Schaden.
Sei Y OEXp(/W) = Q. Dann besagt 2.4:
o(U) = B(0) + A d(u-2) e M dz = 0(0) + ﬁ e UM Yo eMat (mitt=u-2).

Alsoist @ stetig in [0,00) und damit hier zugleich differenzierbar, und es ergibt sich:

() =~ HO-0(0) + g & M o) M= -

Somit gilt mit 2.5d: W(u) = —% (1 -2 () mit w(o) = AK . Estolgr

o(U) +%q>(0) :_%[1—%1%) +%[1—% .

2.7 Satz. Fir den Fall Yk OExp(1/p) gilt:
W) =wO & YOIV g =2 an



11

83 Die Cramér—Lundberg—Approximation.
Jetzt soll eine Approximation von W(u) fir grolRe u gefunden werden. Die Voraussetzung
Yk OExp(1/p) wird dabei abgeschwécht werden zu P[Y>t] = O(e_Rt) . Dann stellt sich insbesondere
die Frage: Gilt dann auch: W(t) = O(e_Rt) ?

Schreibt man 2.4 mit Hilfe von 2.5d um auf W = 1-®, so erhdlt man mit OIOO PlY>z]| dz=p:

3.1 Lemma. W(u) = %[{ ST PIYSt] d+ ofY W) PlY>t] o } und

RUw(u) = o) + o/ RV w1 (1) ot ] .

Rt

mit g(u) = 20 % PlY>t] dt und f(t) = AeRt Pyt 10.00) -

Dies ist eine Integralgleichung fur eRu [(W(u). Ist f die Dichte eines W—Mal3es, so ist eine sogenannte

Erneuerungsgleichung. Dann weil3 man etwas Uber das asymtotische Verhalten der Losung, also hier

von eRu [(W(u). Wir suchen jetzt also ein R, sodal’ f eine Dichteist.

3.2Lemma. Sei q(r) : E[e_rY] , I OR, die Laplace-Transformierte von Y sowie
ro :=inf {r; q(r) <e}.Danngilt —o<r <0 und:

@ T MP[Y>t]dt=T[1-q@)] firr#0,

(b)  flrc>Apund
(33 o1,y *0) = o

existiert eéin R>0 mit

(3.4) A UP[Y>t di=1 & g(-R)=1+RL{.

R heif3t dann Lundberg—Exponent.

Wegen q(0) = 1 giltr_ < 0. somit impliziert die Regularitatsbedingung (3.3) insbesondere: r_ < 0, d.h.

es exigtiert ein r = —e mit €>0, sodal3 das sogenannte exponentielle Moment E[e‘c‘Y] = q(—¢€) endlich
ist. Die Verteilung von Y darf also nicht zu viel Masse "bel " haben. Fir solche Verteilungen ist die
Regularitatsbedingung dann wiederum sehr schwach.

»

r R 0

(0]

Beweisvon 3.2. Teil (a) folgt aus Fubini: o e " P[Y>t] dt = 0] ot o] 1QI08]
= 0o (090 € " QIOS] = [0 71— QId] =F1-am)].
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b) Wir wissen (vgl. W.th. 15.6b):
(35) qn=—E[YE "]

Fur die Gerade y(r)=1—r # gilt dagegen y(0) = q(0), y' < q'(0) = —p.

Istr > —0o, sofolgt aus q(r +0) =co und y(r ) < o, dald sich g und y auch links von 0 noch einmal

furr>r .
o0

schneiden in einem Punkt —R.
Istr_, =—co, SO zeigen wir: g'(r  +0) = —oo. Wegen monotoner Konvergenz gilt namlich:

—q(r_+0) =— (o) = E[Y &° ] =

00,

Dann mussen sich g und y ebenfalls links von 0 noch einmal schneiden in einem Punkt —R. []
Sei nun Rwiein (3.4), dannist f(t) Lebesgue—Dichte eines W—Mal3es. Sei ferner

LIJR(u) = eRu (W(u),
dann gilt 3.1 die
Erneuerungsgleichung LIJR(u) =g(u) + Oju kIJR(u—t) f(t) dt =: g(u) + f*LPR(u).
Durch Iteration folgt:
Yr=0+ fx(g + f*kPR) =g+fxg+ f*(f*LIJR) =g+fxg+ (f*f)*kPR
[vgl. W.th. 13.11 fir den Fall W, eine Dichteist]. Durch Induktion ergibt sich:

R =g+ zk 1f*k*g +f* *LIJR mit 7 f*n.m‘?‘l*f.

Sei (T ) Emeuerungsprozef3 zur Folge Z o auf (Q,3,P), wobei Z die Dichte f hat; dann hat 'T' die
Dichte f* (W th. 13.12). Esfolgt f* N (u) < sup [o,ul YR DP[T <u] » O fir neoo nach 1.3c.

Damit erhalten wir eine Darstellung der Lésung LIJR der Erneuerungsgleichung und damit auch fur W.

36Lemma (a) W =9+ Zor(::l *Meg;

B W=l O di= & [~ 2 4R~ 1]
© 137 o/ F9ds=FAE® -+ X
@ f° o di=Eqr-AW)

Beweis. Teil (a) wurde oben gezeigt. b) Mit Fubini folgt wie bei 3.2a
o te ™ P[Y>t] dt = 0 I 109! e " dt Q[ds].

Nutzt man nun aus, dal3 5 Eﬂt — —) @R Stammfunktion zu teRt

istund dal3 —q() =E[YE Y] =

fse™Qas| gilt, soerhalt man: VX =Ack [~ q(-R) + L (1 a(-R)].
Mit 1—-q(-R)=-R X [vgl. (3.4)] folgt die Behauptung.
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Teil (c) ist der elementare Erneuerungssatz 1.7 fur den Erneuerungsprozef3 (T'n).

Teil (d) folgt wieder mit Fubini. [ |

3.7 Lemma. Fir die L6sung LPR der Erneuerungsgleichung gilt:

limg,., T oft WeW du=X5y1% g(u) du.

Beweis. Sei G(t) := oft g(s) ds, G(t) := G(») — G(t), G(t)<e Ot= tg; dann folgt mit Fubini:

0 (17 Mg(9) ds= PM+G(t) und deshalb mit 3.5a:
0 it WoU)du=GH) +37 [H*Mg(u) du = G(t) + 37 FTG(t) = G(t) + 37 T %(G() — B)(1).
Also erhat man:
Ltwedu=tcm + @) FAY -1 35 FMGH = A+B+C
mit A =0o(1), B » A [G(w) nach 3.5¢c und

_ t—t _

0sC=157 et M Bewd + 157 of P GB-u) du

<G(O)G[A® — At-t)] + EM(t-t) » Ae.[]

3.8 Cramér—L undberg—A pproximation.

limy,., eRW) = [1-2/ [-AqRr)-1]. (i

Beweis. Eskann hier nur die Konvergenz im Integra—Muittel gezeigt werden, d.h.
TS weW du o+ (1A A Ry 1]

Diese folgt aber unmittelbar aus 3.6 und 3.7. Fir die starkere Aussage braucht man die starkere Form
des Erneuerungssatzes | Blackwell | :

(3.9) H(t) — A(t—h) » Ah.

Beispiel. Die Cramér—L undberg—Approximation ist exakt, wenn Y exponentialverteil ist.

Fir Y OExp(2/p) gilt namlich: g(r) := E[e_rY] = 11” Damitistr =— l.

m
Die Gleichung (3.4) fahrt zu: ﬁW: 1+Ri§ @ﬁﬁzx +RIE&A = (A + RE) [1-4R)

SA=A+RE—(\ + R QR & Rc:)\uR+cuR2¢=>R:%EoderR:O.Also:
1, A A
R=F(-gH=[1-YOlm 1-pr=2E

Ferner gilt fur [1- 2] / [-A q(-R) - 1]: q(1) = — 1 (ﬁ—w)z, aso: q(-R) = — (i’—u)2 und damit

—%q'(—R) - 1:%;1 ()(\:—M)Z_lz)(\:_u_l:%gschlieﬁlich

—A A _AU_
S -2 aR) —1] =2H = w(0). [
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84 Die Lundberg Ungleichung
Essel wieder die Voraussetzung (3.3) erflllt, sodal3r_ < O und R existiert.

41 Lemma Firr >r1_ gilt: E[¢ " X = ¢l 40-1] AL

Beweis. Da Nt von den Yn unabhéngig ist haben wir:

E[e D(q = z°r‘]’:o E[l{Nt:n} [exp{—r 2221 Y

= zogzo P[Nt:n] DE[”E:leXp{—rYkH = zor: 0 —)\tﬁ_) m(r) e —At )\t m(r) H

4.2 Definition. Die Filterung {3, t=0} sei definiert durch
§, = 0(X (N, 5<1) = o0, (XN (B.).
Dabel bedeutet Filterung, dal3 SS 0 St furs<tgilt.

4.3 Lemma. Fir s<tisjede Ss—meBbare Zva unabhédngig von Xt—X s

Beweis. Zu zeigen ist offenbar:
(4.9 P[T n {Xt—XSD B} =P[I] [IP[Xt—XSD B] furB [ B,

Sei dazu Y= (Xt’Nt) und ¢ := 0, D0<t1<...<tnssQ:({tl""tn}) mit

Yo=Y, )=o(Y

Y. oY)
t t eV

n n-1 1 2 n
Dann gilt SS = 0(¢). Nach Satz 1.11b wissen wir: (4.4) gilt fir ' 0 €. Andererseitsist ¢ n—stabil; denn

Q:({tl,...tn}) = cr(Yt Yo Yt Y

1 2
mit F; O €({ty,..t}) und 'y O &({s,,...s,}) haben wir offenbar I'ynl, O €({t,...t }0{s;,..5.})-
Somit folgt mit einem Dynkinsystem auch, dai3 (4.4) fur ' O 3= o(®) gilt. []

45Lemma Mit M, e T~

(DAt gt (M., 120} ein Martingal bzgl. {3}, dh. esgilt
(4.6) AJM_dP= . [ M, dP fir ADg unds<t.

4.7 Bemerkung. Die Beziehung (4.4) bedeutet gerade: E [Mt | SS] =M SfUr s<t.

Beweisvon 4.5. Fir A DS und s<tgilt:
IM dP = E[l _rD(t_[q(r) 1])‘t] —e_[Q(r) 1])\tE[1 e rxs@ I‘(Xt— s)‘l

. [q(r) 1])\tE[1 rXS][]E[e r(X e XS)] - o [an- l]AtE[l rxS]EIE[e rth]

nach Satz 1.11 mit X, =0. Nungilt E[e X t—S]] = el A-L1IAE9) g gamit

0
1]At X 1At X, — [q)—L]As; _
IM dP=¢e —[a(r)-1] E[l -l ]@[Q(r) JA(t-s) E[l . [a(nN—1] S] _AI MSdP'
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4.8 Definition. T := 1 :=inf{t>0; R, <0} =inf{t > 0; u + ct < X,} ist der Ruinzeitpunkt.

4.9 Lemma. T ist eine Stoppzeit bzgl. {St}, d.h. esgilt:
{r<t} OF; firt<O.

Beweis. {t<t} = {u+ct<X} 0{u+ct<X_ fireins0q, s<t} 0F,. ]

4.10 Lemma. Die Filterung {St} ist rechtsstetig, d.h. es gilt:

St+ = ns>03t+s:3t firt=>0.

Beweis. Sicherlich gilt: St ad St+' Fur die Umkehrung setzen wir wieder Yt = (Xt’Nt) und werden die

folgende Eigenschaft bendtigen:

(4.11) Jw, t=200¢e =g(t,o) mit: Y,, (w)= Yt(oo) ,0<s<e.

sl

Setzt mannun Ay = Ap(t) == {Y, ~ Yy, sO[ON]} = {Y

ts =Y sO@n[Oh]}, hD{1,/2,1/3,...} so gilt

t+s
(4.12)' Ap1Q firhlo.

Wir zeigen nun fir die folgenden Spur—o—Algebren:
(4.12) AN Sipp DAL N St

Ein Erzeugendensystem von Ah N St+h ist Ah n€ mit €:=0 _1(%2). Dabei gilt:

ust+h Yu
A {Yt+SD B} =ApN {YtD B} DAL N furs<h,

und somit Ah n¢l Ah n St. Damit ist (4.12) gezeigt.

Seinunl On hO{L,L/2, 13....) St+h = 3t+ beliebig gewahlt.

Aus(4.12) foIgtAh nlr O Ah N St. Also existiert ein I'h a St mit Ah nlh= Ah n Fh.
Esergibt sich nun fur die symmetrische Differenz: I'h AT = thrc 0 Fﬁ AT [ Aﬁ | 0.

Damit haben wir I = ”mhlo MR OS;- [

Aus der Martingaltheorie erhalt man nun:

4.13 Stoppsatz. E[M =1 fir alet=0.

T/\t] = Iv'O

Damit erhalten wir: 1 = E[MTM] > E[MU\t D‘{‘[St}] = E[Mrﬂ{tst}] :
Wir setzen nun speziell r = —R (R Lundberg—Exponent), dann haben wir mit (3.4):

(4.14) M, =Rl
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Dabei gilt auf {1t} 0 {T<eo}: u+ct < X_ und damit:

M. = exp{R EQXT —c1)} 2 exp{R{Qu+ct —c1)} = eRU

. Ru _JRu
Esfolgt: 12 E[Mrﬂ{tst}] >e [E[l{rst}] =e " [P[t<t].
Mit W(u) = P[t <] =lim,  P[t<t] fihrtdieszu

4.15 Lundberg—Ungleichung. Ist R der Lundberg—Koeffizient, so gilt:

WY(u) < e N firuxo.

(v)
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85 Finanzmérkte

Es werden zeitdiskrete Modelle zugrundegelegt mit einem endlichen Zeithorizont T* 0 N. Der Markt
wird durch die folgende Situation beschrieben:

Es bestehen 1 + d Anlagemdglichkeiten jewells zu den Zeitpunktent = 0,1,..., T*—1.

Eine der Anlagemdglichkeiten ist das Sparbuch / Bankkonto (saving / bank account), das durch die
Zinssitze it jeweilsfir die Periode [t,t+1) beschrieben wird. Um die Schreibweise zu vereinfachen, wird

hier angenommen, dal3 eine Periode die Lédnge 1 hat. Ist die Lange h, so muf3 t durch t [h ersetzt werden.
Dabel wird angenommen, dal3 der gleiche Zinssatz it gilt, wenn man Geld anlegt und wenn man Geld

leiht. Diesist natlrlich eine Modelleinschrankung. Eine Anlage von n Euro hat int den Wert n [Bt mit
(5.1) By =n! 0(1+| ), Bo=1
Dabel ist im der Zinssatz fir kurzfristige Anlagen (kurzristiger Zinssatz). Oft empfiehlt sich, die

Darstellung fir zeitstetige Modelle zu Ubernehmen, indem man mit der kurzristigen Zinsrate (short
rate) e arbeitet mit:

(5.2 1+| =€t mitt>0.
Dann hat man
(5.3) B, —exp{zm 0 ot

Die anderen Anlagemdglichkeiten sind d risikobehaftete Wertpapiere (stocks) [z.B. Aktien oder
Devisen|; ihre Preise / Kurse werden durch stochastische Prozesse beschrieben, die sogenannten
Preisprozesse { Sk t=0,1,...,T* }. Eine Anlage von Ek 0 R Anteilen in das kursabhéngige Wertpapier mit

Index k O {1,...,d} und dem Kurs Sk>0 kostet z.Zt. t=0 Ek[Sk Euro und hat z.Zt. t den WertE [S Die

AnIage(n,E):(r],E S )kostet also z.Zt. t=0 r]DB +&7 S =n +zk 1£k[5k Euro und hat z.Zt t
den Wert r][Bt+ET[St mit § = ( % ,S) {Sn,-- ,ST} heif3t der Preisprozeld der risikobehafteten

Wertpapiere.

Dabei schreiben wir x'y = x" [y fiir das libliche Skalarprodukt in R,
Negative Anteile Ek entsprechen sogenannten Wertpapierleerverkdaufen. D.h. etwa, dal3 man Aktien
verkauft, die man noch nicht besitzt, die man also einem anderen Investor schuldet. Das Sparbuch wird
eine Sonderrolle spielen, ndmlich die Rolle eines Numeraires. Die Preisentwicklung des k—ten

Wertpapiers wird in Beziehung zu ihm gesetzt, d.h. durch { Bt} diskontiert. Die Zva Sit( werden stetsals

positiv angenommen.
Die Unsicherheit lber die Marktentwicklung wird durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,3,P)
modelliert. Wir machen die folgende General voraussetzung:
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5.4a Annahme. Es exigtiert eine Filterung {St, 0<t<T*} von aufsteigenden o—Algebren, aso
St—l 0 St. Dabei ist 30 = {0,Q} dietriviale c—Algebraund o.E. ST* =3.

Dabei beschreibt St die bis zum Zeitpunkt t beobachtbaren Ereignisse, also den Informationsstand in t.
Ein wichtiges Beispidl ist

St = o(rm,Sm, mst).
Die St—meﬁbaren Zva sind die zum Zeitpunkt t bekannten/beobachtbaren (Markt—) Gréf3en, wie Preise
und Kurse. Die Annahme §, = {0,Q} bedeutet gerade, daf3 in t=0 ale Groen bekannt sind.
Vorangehende Informationen tber den Markt werden nicht vergessen; dies sagt die Beziehung: St—l a
By Wir sagen, ein stochastischer Prozef3 {Zt} ist adaptiert (an die Filterung {St}), wenn Z, St—mefsbar
ist. Diesimpliziert, dai3 Z0 determistisch ist. Die folgende Annahme ist natirlich:

5.4b Annahme. {r,} (und damit {B,}) sowie {S;} sind adaptiert.

In obigem Beispiel ist diese Annahme per definitionem erfillt. Ein Investor kann also stets die

Kursentwicklungen bis z.Z. t beobachten. Fir { Bt} gilt noch eine Besonderheit; denn Bt ist sogar
§;_q—mefbar. Man sagt auch {Bt} ist vorhersehbar. Man kann eine Anlage in das Sparbuch auch als
Wertpapier auffassen mit dem Preisprozef3 { Bt}. Fur den Preisprozef3 des k—ten Wertpapiers heif3t
(sK, ;-S/S¥ die (einfache) Rendite und I (S¥, ,/S) die log-Rendite in [t.t+1). Dann ist dlso i, die
(einfache) Rendite und e die log—Rendite des Sparbuchs. Im Gegensatz zum Kurs einer Aktie soll die

Rendite beim Sparbuch in t flir die kommende Periode [t,t+1) bekannt sein.

Investitionen kdnnen gemal eines Portfolioplanes vorgenommen werden:

5.5 Definition. Ein Portfolioplan ¢ ist gegeben durch einen adaptierten Rd—wertigen Proze3 & =
{EO,...,ET*_l} mit Et = (E%,...,E(tj). Ein Sparplan n ist gegeben durch einen adaptierten reellwertigen
Prozefl n = {Ng-.Npe_q}-

Dabei bezeichnet Ei: OR die Anteile, die der Investor z.Zt. t halt (nach einer méglichen Umschichtung).
Fur das Sparbuch bezeichnet Ny den Gegenwartswert (mit 0 als Gegenwart), d.h. den auf den Zeitpunkt
t=0 diskontierten Euro—Betrag (der tatsachliche Wert ist dann r]tBt); dadurch erreicht man flr das

Sparbuch eine parallele Beschreibung zu den risikobehafteten Anlagen 1,....d. Die Adaptiertheit
bedeutet, dal’3 die Wahl von Et und ng nur auf der Basis der vorliegenden Information erfolgen kann. Der

Investor kann also nach Beobachtung des Marktes bis zur Zeit t ber die Umschichtung seines
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Portfolios entscheiden. Einerseits kann er also alle verfligbaren Informationen ausnutzen, andererseits
ist er kein Hellseher und kann keine zukiinftigen Entwicklungen flr seine Entscheidung benutzen.
Gibt man den Sartwert /—kapital oder die Anfangsinvestition x vor, so sollen die folgenden
Budgetgleichungen gelten:

T — T — T
(5.6) No+ EO[SO =X, ntBt + Et [St = nt—lBt + Et—l [St, 1<t<T.

In (5.6) beschreibt nt—lBt + EI—lst—l den Wert des Portfolios vor einer Umschichtung und
r]tBt + EIS,[ den Wert nach der Umschichtung. Offenbar ist  dann durch x und & bestimmt.

5.7 Definition. Gilt (5.6), so heiRen (n,§) oder ¢ selbstfinanzierender Plan oder kurz Plan.
{V%(x) , O<t<T} ist der Wertprozef3 zum Plan § bei einem Startwert x mit

(5.8) V80 =1, 4B, +&]_, 05, , 1<t<T*, V§(x) = x, dlsor
V3(x) :=n,B, + €] [S,, 0<t<T.
wobei Ny jewells durch (5.6) festgelegt wird.
Wir werden uns auf selbstfinanzierende Plane beschrénken. Fir einen vektorwertigen Prozef {Zt}

schreibenwir AZ, :=Z,~7, ,.

& — T
5.9 Lemma. AVt(x) =N¢_q th + Et—l mst .
. T _ T T — AVS
Beweis ng_ [AB +&; (NS =Ny B+ & 1B — (N 1By 1 +& 15 9 =4V -]

5.10 Definition Es heil3en ét = (S%/ B S(tj/Bt) der diskontierte Preisprozef3 und

preee
\7§(x) = V%(x)/Bt der diskontierte Wertprozef3, t=0. Im Fall d=1 kdnnen wir St und S% wowie Et und

z} identifizieren,

Es wird hier also eine Diskontierung durch den Preisprozeld des Sparbuchs vorgenommen; d.h. das
Sparbuch wird al's sogenannter Numeraire benutzt. Dies ist die gewohnte Diskontierung. Wegen B0 =1
gilt: \7%(x) =X, éo =Sy

5.11 Reduktiondemma. Fiir x,&, 0 <t < T gilt:

t

AVA(x) =&7_ @, dh, Vi) =x+3 €T S
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Bewais Mit V, = V3(x) gilt:

- . ) B

Vi =B+ & 1 BlBE=EN 1 +&; 4[5 und

o . B S

Vi =By 1+ & 1B qlB =N 1+ & 15
.\ v —cT ¢

dso: V,—V, =& S []

Offenbar hat A\?%(X) die gleiche Gestalt wie AV%(X) in 5.9 mit ASanstelle von AS und AB = 0 anstelle

von AB. Ist man also an dem diskontierten Wertprozel} interessiert, so kann man auch mit ét und ét =1

arbeiten. Aufgrund dieses Reduktionslemmas wird in vielen Arbeiten von vornherein angenommen, daf3
die Zinssitze/raten gleich 0 sind, also das (eventuell negative) Guthaben auf dem Sparbuch nicht
verzinst wird.

t

Der Ausdruck m

-1 ar;_lmém kann als ein zeitdiskretes stochastisches Integral Ojt £ dS

angesehen werden.

5.12 Beispiel. Nullkuponanlagen

Eine Nullkuponanleihe mit Falligkeitsdatum T (T-Bond) ist ein Titel/Vertrag, der das Recht auf 1 Euro
z.Zt. T gibt. Der Preis dafiir z.Zt. t sei p(t,T). Die Zinsstruktur (term structure) z.Zt. 0 ist gegeben durch
die initiale Zinskurve T +~ p(0,T). Dabel konnen die p(0,T) als Diskontierungsfaktoren aufgefafdt
werden. Kauft man z.Zt. t etwa x T-Bonds, t<T<T*, zu einem Preis x [p(t,T) bei einem Kurs p(t,T), so

erhdlt man z.Zt. T gerade x Euro; dabei ist
1

—r
(G129  pEO=Lptt=e = g
Der Einfachheit nehmen wir an, dal3 Anlagen mit einem Félligkeitstermin T<T* nach T mit der
kurzfristigen Zinsrate weiterverzinst werden.

Wir fassen einen T—Bond als Wertpapier auf mit Index T und setzen

(5.12b) sli=p(tT) | OstsT, [S-{ =exp{y L} Tt ]

(5.12¢) S, 1= (StSy )-

Kauft man also z.Zt. t etwa x T—Bonds, so zahlt man x [SI und hat z.Zt. n>t dann ein Wert von x [S}E

Euro. Anders als bel Aktien / Devisen mul3 man also bei der Modellierung des Preisprozesses p(t,T)
durch einen stochastischen Prozeld einen "Brickenprozef3" konstruieren, bel dem der Anfangswert
p(0,T) und der Endwert p(T,T) = 1 vorgegeben sind. Die Endbedingung p(T,T) = 1 schafft auch eine
Kopplung zwischen den Preisprozessen {p(t,T)}, 1< T < T*. Darauf soll spéter eingegangen werden. | |
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Ein zentrales Problem wird die Bewertung von Derivaten sein. Dies sind Vertrage, die einen
Zahlungsstrom {X,, 1st<T*} zusichern, der sich aus der Kursentwicklung {r,S} herleiten lait in der

Weise, dal3 etwa X gilt. Dabel sei AX die Zahlung in t und X die

= WSSy )
Gesamtzahlung in 1,...,t. Allgemeiner und einfacher soll der Zahlungsstrom durch einen adaptierten

reellwertigen Prozef3 {X,, 1<t<T* } beschrieben werden.

Fir diesen Vertrag mul3 z. Zt. 0 eine Pramie (ein Preis) bezahlt werden, die gerade die Bewertung des
Finanztitels darstellt. In der Regel setzt sich diese Pramie additiv aus Pramien fur die einzelnen
Zahlungen Xt zusammen. Deshalb geniigt es fur einen grof3en Teil der Theorie, sich auf eine einzige

Zahlung zu beschranken, also auf den Fall:
X, =0 fur t<T, Xt =X
5.13 Definition. Ein Zahlungsanspruch (contingent claim) in T ist eine ST—meBbare ZvaX.

Bei Optionen z.B. wird dieser Zahlungsanspruch X in jedem Fall nichtnegativ sein, sodald der

Vertragsunterzeichner (Kaufer) also ohne die Pramie in jedem Fall einen Gewinn erzielen wiirde.
Im klassischen Fall wirde E[X/BT] as faire Pramie angesehen werden — unabhédngig von der hier

vorliegenden Situation eines Finanzmarktes.
Hier wird aber eine andere Antwort gegeben werden. Dazu betrachten wir die folgende Situation:
Es sei d=1. Wenn der Verkaufer z.Zt. 0 durch einen Vertrag eine Zahlung X = a[ST in T zusichert, so

ist a[SO eine faire Prdamie; denn offenbar kann der Verkaufer die Pramie von a[SO sofort in das
Wertpapier investieren und hat dann z. Zt. T den auszuzahlenden Betrag X = a[ST zur Verfligung. Das

gleiche konnte der Kaufer tun. In dem Sinn sind also die Pramie und der Vertrag gleichwertig. Ein
hoherer bzw. niedrigerer Preis wiirde also einen sicheren Gewinn fir Verkéufer bzw. Kéufer bedeuten.
Wir kénnen auch 1.11 heranziehen. Mit x = a[SO = a[S Et = a gilt gerade:

Vi =alSy+ 3 ads =ad =X/B;, do Vi) =X.
Dies gilt noch in allgemeineren Situationen.

5.14 Definition. Ein Zahlungsanspruch X in T heil3t erreichbar (attainable) oder duplizierbar
[durch x, £], wenn gilt: V.?.(x) =X fs[& \7-?(x) =X := X/By f.s]

5.15 Definition. In der Situation V.?.(x) = X (f.s) ist x eine faire Pramie fur den
Zahlungsanspruch X in T.

In der Situation von 5.15 kann sich der Verkdaufer namlich gegen den Zahlungsanspruch X absichern
(hedging), indem sie die Pramie x benutzt, um geméal & zu investieren. Dann hat er z. Zt T den Betrag
V.?.(x) = X zur Verfigung. Das gleiche kann jeder andere Marktteilnehmer tun.
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Im nédchsten Paragraphen wird in einem speziellen Modell gezeigt, da’ jeder Zahlungsanspruch
erreichbar ist und somit vollstandig abgesichert werden kann.

5.16 Beispidl. Bewertung von Optionen. Es sei d=1. Eine europdische (Kauf-) Option [call option] ist
ein Vertrag, der dem Kaufer das Recht einrdumt, zum Félligkeitstermin T (maturity time, exercise time)

fur einen festen Wahrnehmungs- / Basispreis K (exercise/striking price), unabhangig von dem
vorliegenden Kurs ST a Anteile des Wertpapiers zu kaufen, z.B. K = a[SO. Dann ist der Gewinn des

Kaufers und damit der Verlust des Verkaufers

X := [aS; —K] ™.
Esist also glinstig fir den Ké&ufer, wenn der Kurs steigt; esist glinstig fur die Bank, wenn der Kurs fllt.
Um den Verlust bei steigendem Kurs abzusichern (hedging), kann die Bank selbst Wertpapiere kaufen .
Dadurch kann es auch giinstig fiir den Verkdufer werden, wenn der Kurs steigt. | |
Eine naheliegende Forderung an den Markt ist der Ausschlufd von sogenannten Arbitragemdglichkeiten;
nur so kann eine Stabilitat des Marktes vorliegen.

5.17 Definition. Eine Arbitragemdglichkeit ist gegeben, fallsein § und ein T existieren mit:
PIV3(0)20] =1, P[v4(0)>0] >0 [P[V.?.(O) 20] =1, P[V4(0)>0] > o] .
Liegt keine Arbitragemdglichieit vor, so heil3t der Markt arbitragefrei.

Bei Arbitragefreihiet hat kein Marktteilnehmer die Mdglichkeit, Gewinne zu realisieren, ohne ein
Risiko einzugehen. Wenn fir & die Chance besteht, daf3 V.Er(O) >0idt (P[V.?.(O) > 0] > 0), so muf3 auch

die Chance bestehen, dai3 V1E.(0) <0ist (P[V.?(O) < 0] > 0). Andernfalls wiirde jeder Marktteilnehmer
eine solche Arbitragemdglichkeit ergreifen, und der Markt kénnte nicht mehr im Gleichgewicht bleiben.

5.18 Beispidl. Eine Arbitragemdglichkeit liegt vor, wenn die Rendite einer Anlage in einem

Zeitpunkt stets Uber der des Sparbuchs liegt. Dazu betrachten wir den Fal d=1, T=1.
r - n n
P[S;2€%08,] =P[S;2S)| =1 [bzw "<"]

r — - n_n
P[S; >€8,| =P[S;>Sj] >0  [bzw. "<"].

Einen Plan kann man nun so wéhlen, dal? man z.Zt. 0 einen Anteil des Wertpapiers kauft und dafur
Geld (Euro) leiht. Setze also EO =1, Ng:=— SO, asox= No+ EOESO = 0. Dann gilt mit 5.11:

V4(0) = &,@8, , dsoP[V§(0)2 0] =1 und P[V5(0) > 0] >0.

Nach 5.17 liegt also eine Arbitragemdglichkeit vor. []
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5.19 Gesetz des einen Preises. Der Markt sei arbitragefrei.
(@) Dann ist die faire Pramie flr erreichbare Zahlungsanspriiche eindeutig bestimmt, d.h. unabhéngig
von der Wahl des (duplizierenden) Plans.

(b) Gilt X =V(x) = v$(>~<), so folgt auch V3(x) = v§(>~<) f.5 00st<T. Dannheift V3(x) auch faire

Pramieint fir den Zahlungsanspruch X inT.
Beweis: Es geniigt offenbar (b) zu zeigen. Sei X/B = V(B = V3(x) = V& (>~<) und

M= {\72(?() > \U/E(x)}. Esgenigt z.z.: P[] =0. Esfolgt mit 5.11:

T

Zmete1 §m 1 BSy Ao

0= V4(x) - VE(x)+ RNPE AN S

S I )T = (\7§(>~<) V)20 und"> 0" auf I
Waire dso P[] > 0, so wiirde &* mit Er’h =0 fir m < t, Er’h = 1|_ Edﬁm—ém) fir m > t eine

Arbitragemdglichkeit bieten. ||

Im nachsten Paragraphen betrachten wir die folgende Situation:

5.20 Definition. Ein Markt hei3t vollstdndig, wenn jeder Zahlungsanspruch erreichbar ist.

In einem arbitragefreien und vollstandigen Markt existiert also nach 5.15 und 5.19 zu jedem Derivat mit
einem beliebigen Zahlungsanspruch ein eindeutiger fairer Preis.
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86 Das Binomialmodell (von Cox, Ross & Rubinstein 1979).

1

Essei hier r, = r konstant sowied = 1, St = St' Zunachst soll eine Beschrankung auf die diskontierten

t
GréRen vorgenommen werden. Dann beschreibt S die diskontierte Preisentwicklung des Wertpapiers.
Alserste Veralgemeinerung des deterministischen Falles sieht die Modellannahme vor, dal3 die
Renditen durch Zahlen0<d <1 < u <o beschrieben wird, so daf? gilt:

S, 0{d8,_;,uls,_4}, [dwie"down", uwie"up"].

Es soll also ein Modell betrachtet werden, in dem sich der (diskontierte) Kurs nur um einen Faktor d
nach unten oder um einen Faktor u noch oben bewegen kann. In den Féllen "l1<d<u" und "d<u<1"
ergaben sich Arbitragemdglichkeiten geméal3 5.18.

Das 1—Perioden—Modell:

Essal T*=1, Q = {d,u} , SO>O gegeben, él(oo) = wlB,, wWlQ. Es wird kein W—Mal}3 vorausgesetzt.
X sei der diskontierte Zahlungsanspruch zu einem Derivat; setze zur Abkiirzung:

Xy = X(w) fir wi{d,u}.
Es soll gezeigt werden, dal? im vorliegenden Fall X stets erreichbar ist.

6.1 Lemma. Das Gleichungssystem x + Ewl5;-Sy| = X, wl{d,u}, in x, & hat eine
eindeutige Losung; dabei ist:

X=Pg*g T Py 13 [SO = (xu—xd)/(u—d) , d.h.

£=3:= 5>“</5é1 mit X := X(u) — X(d), 5é1 = “1(u) - él(d),

~u—-1 ._1-4d -
o —=d P u—=a: und O<pw< 1, pd+pu—1.

Dabel heit & = o auch Hedge-Ratio und wird bei Optionen als Delta bezeichnet. Dieser Wert ist
offenbar unabhéngig von der Diskontierung wegen dX := X(u) — X(d) = e'o@X und
8S, := S;(U) — S;(d) = €"°BS,.

Wirde él mehr als zwei Werte annehmen, so hatte man fir die beiden Unbekannten x und & mehr als
zwel Bestimmungsgleichungen. Der Beweisvon 2.1 ist einfach.
X ist also erreichbar durch x, €.
6.2 Bemerkung. Wahit man ein kiinstliches W—Mal3 P* auf Q mit daf3 P* [{w}] =p_, so gilt:
x=E*[X], E*[S;]=S, wegen
(6.3) pdm+ pum: 1
Pt ist daseinzigeMaB mit E* [S, | = S
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_ LS e oo+ . o - ) .
Indem Fall xy=0<x ,etwabei X =[S —KJ|  mit d[5;sK<ulE,, gilt: § [(5>X; zur Absicherung

von X mufd also zusitzlich Geld geliehen werden, um in das kursabhéngige Wertpapier gemald & zu
investieren. [ ]

Das T—Perioden—Modedll.

Model:Essei T=T*21, Q= {d,u}T, It(oo) = It(wl,...,w.l.) = oy die Projektion. Es wird kein W—Mal3

vorauisgesetzt. Sei S,>0 gegeben, ét =1,0.0, 8y =1 [ét—l'
uls, ;=S
-1
é /
1N L 5
d 5 1=5
Héngen Zva Xt nur Uber w(t) = (ool,...,oot) von w ab — wie etwa ét —, S0 schreiben wir auch Xt(wt) statt
Xt(w). Wahlt man eine Filterung mit St = G(ll,...,lt), S0 ist eine (reelle) Zva Xt oder ein Zufallsvektor
genau dann St—meﬁbar, wenn Xt(oo) = Xt(oot) gilt.
Es soll wieder gezeigt werden, dal3 jeder Zahlungsanspruch X erreichbar ist.
6.4Lemma. Zu X : Q=R existieren x, &, sodaR gilt;
v E _ T oS
VT(x) =X+ ztzlzt—lmst =X aufQ.
Dabei ist

X=3 (0 )10 pm1 @)wz 0. HJwTDU((oo) mit p, wiein6.1.

Bew. von 6.4. Wir konstruieren rekursiv (riickwarts) Werte \7t(w(t)) und Investitionen Et(w(t)). Dabei
soll Vt angeben, wieviel Kapital in t (im diskontierten Modell) zur Absicherung bendtigt wird.
Wir beginnen mit \7T(w):: X (w).
Zu Wy, t<T, wahle rekursiv x:\7t(w(t)) und &=¢(co;p) gema 6.1 mit ét(oo(t)) und \7t 1@y 1),
Vt +1(oo(t),d) statt SO bzw. X, X als Losung von
x+E0wy, [S[(oo(t)) - ét(oo(t))] = [x +& m§t+1(w(t),wt+1) = ] \7t+1(w(t)’°°t+1) fur w, ,0{d.u}.

Dann erhélt man

V(@) *+ &) DS (@g41)) = Vir1 @z Qg {0y (0010}
Daraus ergibt sich mit x := VO:

V,+ zr-:;:t+1 € 1 DS, = X, insbesonderefiir t =0,

UE _ T o S
VT(x) =X+ 21 Em_lmsm_x.
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Man bezeichnet \U/t als den diskontierten Wert des Zahlungsanspruchs in t, denn man kann mit \7,[ und &

offenbar X in den verbleibenden Perioden duplizieren. Mit Induktion erhdlt man dabei:

\7,[(00(,[)) =% ) p(*)t+1 B, O- %T D?(w(t),wt+1,...,u>r) ,

t+2
(6.5) £, =0V, (/85,1 mit

BV 41 (@) = Vi1 @y ) = Vi g (08, 3541 (@pgy) 1= Sy (@) — Spig (99
[]

6.6 Darstellung von x:

P* sei ein kinstliches W—MaB auf (Q,(Q)) mit P* [{(wy,...)}] =p,, B, D..@)mr, also
1“2

Plly =@l =] =Pl =@ [P [l =wp] mitP* [l =] = pwt :

In Hinblick auf die Binomialverteilung ist es glnstiger, die It auch durch {0,1}—wertige Zva Jt Zu
beschreiben gemal3 Jt = 1{u}(|t) .

Mit den (It) sind auch die Jt, 1<t<T, unter P* unabhéngig und identisch verteilt, und man hat:

(6.6a) JtEb(l,p ) (unter P*)

(6.6b) ét: |t[é -d[ﬂd) und Inl, =Ind +In(wd) 3.

t 1
Von der Beschreibung durch die Binomialverteilung werden wir noch Gebrauch machen. Unter P*
beschreibt der Prozeld eine sogenannte geometrische Irrfahrt (ein zeitdiskretes Analogon zur
geometrischen Brownschen Bewegung). Dieser Name resultiert aus der Darstellung

S =Syexp{ 3t In( )}

dabei bildet der Exponent als Summe von unabhdngigen und identisch verteilten Zvaein Irrfahrt.
Unter P* gilt:

(i) x=E*[X],
(i) E* [ +1|I Wyrely —oo] = t((’o(t)) O<t<T,
(iii) Vt(oot):E* [X|I1:w1,...,lt—wt].

Dabei ist E*[Z|A] := Z(w) P*[{0} |A] = 3 qp Z(@) P*(w0) / P[A] .

2,10
Die Eigenschaft (ii) besagt gerade, daR {ét, O<t<T} ein Martingal ist. P* heil3t deswegen auch

Martingalmaf. Der Beweis folgt leicht aus (6.3); es it sogar das einzige Martingalmal3. Die
Eindeutigkeit folgt daraus, dal3 es nur eine Lésung (pd,pu) gibt mit pd+pu:1 und (6.3).

Wegen der Unabhangigkeit von (ll""’lt) und (It+1,...,l.|.) gilt ferner

E* [X |17y, =0y, = E* [X(w(t)JHl,...,lT)]. i
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Oft wird auch die Modellannahme mit einem W—Mal3 P formuliert, das wie P* aussieht mit einem
anderen Parameter p anstelle von p*. Dann bedeutet der Wechsel von P gerade einen Wechsel vom
Parameter p zu p*. Offenbar wird dieses W—Mal3 P aber nicht bendtigt.

Nun betrachten wir eine beliebige deterministische Zinsrate For Es gelte dabei

— _ ot
r=ry.aso B =e°.

- N P N ¢ - I e
Wir erhalten S, = [— B,[5 =€ [St] =e°l[E ,, asogilt:

Mot Mot : Fot _ ot Mot
SO{dle 5, ulels .}, mitdeo<eo <ulee.

_1
r -
uleo° [St—l(w(t—l)) = St(m(t_l),u)
St-1(@_1)) N
dieo° [St_l(oo(t_l)) = St(w(t_l),d)
Gemal 6.4 ist jeder Zahlungsanspruch erreichbar mit einer Anfangsinvestition x = E* [X/B] = E [X].
Héngt X in komplizierter Weise von w ab wie bei sogenannten exotischen Optionen, so muf3 x ber

diesen Erwartungswert berechnet werden, der eine Summe mit 2T Summanden darstellt. Bei exotischen
Optionen hat man oft eine Darstellung der Form X :f(maxlstsT St)’ X :f(minlstsT St) oder

gl T
X=H 31 ),
Im Falle einer europdischen Kaufoption, also fir X = (ST—K)+ erhdlt man eine geschlossene Lésung.

Aus 6.4 und 6.6 ergibt sich dabei

X = (8- K)" = (5K) B = VA mit K =K/B =g 0T

K
fireing und x = E*[(S—K)"] .
Alsoist X = (S.I.—K)+ gemal 5.14 erreichbar und somit x eine faire Pramie. Esfolgt:
a&  ont ol :
x = E* [(ST—K) | =FE* [(ST—K) Elr] mit
[ 1 — At Y
r:= {ST >K} = {Il[IIZD..[I]T[SO> K} = {ztzl In(It) > In(K/SO)}.
Wegen In(It) = In(u/d) E]lt +In(d) gilt
(6.7) I ={In(u/d) Q-{:l J+T [n(d) > In(R/SO) }
T s T
={ 2i-1 [1n(u) L3, + In(d) Eﬂl—Jt)] > In(K/SO) }= {ztzl 3> a}
mit
(6.8) a= aO(SO) =l n(K/SO)—T {r + Ind)]/In(uwd) .
Dabel ist gemal’ (6.6a) die Zva 21,[-:1 Jt unter P* b(T,pu)—verteiIt.
Sei p(;ot = pmtmot und P ein weiteres W—Mal3 auf Q mit P'[{(wl,...,wT)}] = p(blﬂ)(l)zm..ﬂ)(llr.
Dabel ist P wegen (6.3) ein W—Mal3. Unter P ist dann z-[:l Jt entsprechend b(T,p")—verteilt, und es
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ergibt sich fir x die Darstellung:

X= zoo—(ml, ml.)DF poo Hb D moo.l.[w D m)T[S
=S, p'. ' D..@) ~K¥ p. . O.p. ,aso
0 =wll W T, W ol W, T, W

(6.9) X =X(SpudK,r) = SyP [ —KFP*[r]

= S, @K @ o b 0@
mit
(6.10) py=u =L p,=1 =9 p:=p,w.

Op @ = F ey (D PP =y ([a]).
Dabel ist (6.9) die Bewertungsforme fiir Optionen im Binomialmodell;, ® =1 - & it dabei

T,p T,p
gerade die Verteilungsfunktion zur Binomialverteilung b(T,p).

6.11 Bemerkung. Sei \7,[ der diskontierte Wert der Option wie im Beweis von 6.4, also x = \70.

Dann erhalt man wie oben:
Y — & ¢ —to(T—1) &
V=S =5 @T—t,pa(at(st)) —Kie @T—t,pu(at(st))
mit ao(s) wie oben und allgemein
at(s) = [In(K/9)—(T—t) {r + In d))/In(u/d) .
Ferner ergibt sich fir die Zahl Et, die die Anzahl an Wertpapieranteilen zur Absicherung angibt und

Hedge—Ratio oder Delta genannt wird, gemal3 (6.5):

vV, L(ulB) — v, (d5)
trl ut tfl t Dg—xvt(x) = A(X,1).
u[St — d[St

£ =0, = 0V, /85,1 = OV, /0S| =

Offenbar ist 6,[ ein Differenzenquotient; im zeitstetigen Fall hat man dann die partielle Ableitung und
A(x,t) heil3t A—hedge. [ |
6.12 Bemerkung. Die Darstellung (6.9) und die Darstellung x = EO[SO + Ng legen die

Vermutung EO = CDT p' (@) ? nahe. Diesisti.a. falsch. Wir wollen dies fir T=1 und rO:O untersuchen.

Gemald 6.1 ist: EO (x xd)/(u d)S In dem allein interessanten Fall: d[S <K<u[S ist xd:O und
xu:uSO—K, also EO =(u-— K/SO)/(u—d).

Andererseitsist wegen d<K/SO<u: O<a<l,aso [a] =0 und @, . (0) = P, = (u—dmw)/(u—d) .

1p,
Die Vermutung gilt also im Fall: K/S; = d .. Wir wissen aber nur: d<K/Sy<u und d<di<u. []
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Konvergenz gegen ein zeitstetiges Modell.

Nun soll die Periodenldnge, also die Zeitspanne zwischen zwei moglichen Aktionen, immer kiirzer
gewdhlt, der Falligkeitstermin TOR aber konstant gehalten werden. [Im Zeitalter der Computermérkte
werden die Periodenldngen tatsichlich immer kleiner.| Das Zeitintervall [0, T] wird in n Perioden der
Lénge T/n unterteilt. Wir erhalten ein zeitdiskretes n—Periodenmodel | [und miissen T=n setzen, wenn

wir die bisherigen Ergebnisse ibernehmen WoIIen] . Dabei muf? die Verzinsung fur das Intervall [O,T]

und damit K konstant bleiben. Wir setzen
eon=eT dh.r,= r;j,][, dsoK =K@ T,

dann kann r=0 als die Zinsrate fir ein zeitstetiges Modell interpretiert werdend.
Mit kleinerer Periodenldnge missen auch kleinere Werte flr die Sprunghtéhen u und d angesetzt
werden. Die richtige Wahl wird sich aus dem zentralen Grenzwertsatz ergeben. Sei

U:=Inu), D:=In(d), Y =30 _;[UD_+D-J )] ;

Dann ergibt sich aus (6.7) [jetzt mit n statt T :
M= {Y >InK/Sp}, S,=Syexp{Y}.

Gemal (6.9) haben wir die folgende Darstellung fiir den fairen Preis x:
X =§yP [Yn > In(K/SO)] — K [P* [Yn > In(K/SO)].

Unter P* und P sind die J . unabhangig mit P*[J =1 =p =1-P*[J =1] bzw. P[J =1 =p/ =
1-P [Jm: 1]. Somit ist Y ., Summe von unabhangigen, identisch verteilten Zva unter P* und unter P.

Wir spezialisieren jetzt noch weiter und wahlen hier:
U=-D ,dsod=1

Wenn wir jetzt Verteilungskonvergenz von Yn unter P und P* gegen eine Normalverteilung
nachweisen koénnen, so haben wir auch Konvergenz der Verteilungsfunktionen P'[Yn < y| und
P[Y,sy] von Y _ fir ale y O R Damit erhalten wir auch den Grenzwert von x. Diese

Verteilungskonvergenz wird hier mit Hilfe des Stetigkeitssatzes von Levy—Cramér jewells tber die
Konvergenz der charakteristischen Funktion (CF)

Or(9) = E* [exp{isY  }] = E* [exp{is(U D) ~UHL-I))}]"

gezeigt werden. Esgilt

(613%)  UnterP*hat Y dieCF ¢(9):= (p, & +p )",
und entsprechend gilt: . |
(6.13) unter P hat Y | die CF ¢(9) := (p;, ' + py & 'S)".

Dabel hat man nach (6.10):
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p =& e’ —e V)=
2

2
|
Uu- U=+ g(U )):%—%U+O(U), wegen 1 - 1+0(U) , also:
2U + o(U") 1+o(U)
Py~ Pg=20,~ 1=-3U+0(U).
Esfolgt:
S = [pu 1 +isU —5s2U% + o(UF)] + py 1 —isU —} 32U2+o(U2)1]n

= {1 +isUp—py) — 15U + o(uz)] n= [1 _lisu2-12u2 + o(uz)] n,

Ein geeigneter Ansatz ist, dal3 U2 proportional zur Periodenldénge T/n ist. Wir wahlen :
(6.14) v =02tk

Dabel ist o ein Mal3 fir die Fluktuationen des Kurses. Je kleiner die Periodenlange ist, desto weniger
gravierend ist Ubrigens die Beschrankung flr St auf zwei Werte bei geg. St—l' Dann ergibt sich

059 = [1-1 (s+ BT +o@)|" + exp((is+s)B20T)
= exp{(-} 02[M) s — } [{o2(T) E'kz} .
Diesist die CF zur Normalverteilung N(—;02 [T,02[T) mit der Verteilungsfunktion
y = ®((y + 102[T)/oy/T), wenn @ die Verteilungsfunktion zu N(0,1) ist. Nach dem Stetigkeitssatz von
Levy—Cramér folgt

Die Verteilung P’*YH1

von Yn unter P* konvergiert schwach gegen N(—}02[T,02[T); dies impliziert

die Konvergenz der Verteilungsfunktionen .

[Wegen U2 = GZE% hangen die P, und damit P* von n ab. Man muf3te also eigentlich PF} und P’ﬁYBl

schreiben; deswegen ist auch der zentrale Grenzwertsatz nicht direkt anwendbar. |
Esfolgt: P* [Yn >y| = 1-®((y +402T)/cyT); dabei gilt bekanntlich: 1-d(x) = ®(—x).

Somit erhalten wir:
P[] »1— ([l n(K/so) +102[T]/ayT)) = (]l n(so/k) —}02T]/oyT).
Ebenso zeigt man mit pl'J =Py (W= Py (wegen ud=1):
P[] - d( [In(SOIR) +402(T]/oyT).
Insgesamt ergibt sich also aus 2.9 mit K = e—rT [K:
6.15 Satz. Fir n»oo gilt: x - Tt(r,cr2,T,So,K) =
Soe(! n(solk) +102[T/ayT) — K (]l n(so/k) —}102[T]/oyT) =
SpBP([In(SyK) + (r+02)T]/oyT) — K radl [([In(Sy/K) + (r—02)T]/oyT).

Dies ist die Black—Scholes—Formel fiir die Bewertung einer Optionin einem zeitstetigen Modell.
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Dabei ist
r die Zinsrate im zeitstetigen Modell,
02 die sog. Volatilitat als Mal? fur die Kursschwankungen,
SO der Kursz.Zt. O,

T der Falligkeitskeitstermin der Option,
K= f(erT der Wahrnehmungspreis der Option.

Definiert man als Delta des Optionspreises. A(x,t) = g_x m(r,02,t,x,K), so gilt analog zu 6.11 im

zeitstetigen Modell, dal? durch

£, = A(S,T—) = @ [In(S/K) + (r+02)(T-0)] /o,/T——t]
ein Plan definiert ist, mit dem die Option absichern kann und der ein Umschichten in jedem Zeitpunkt t
verlangt.

Es gilt die folgende interessante Beziehung:

6.16 Satz. Das Vega des Optionspreises 7(x,t) := g_o m(r,02,tx,K) ist positiv, aso ist
T[(r,02,T,SO,K) eine isotone Funktion von o2.

ImFall Sy = K ist die Aussage offensichtlich.

Bewels des allgemeinen Falles. Sei T[(r,02,T,SO,K) =: f(02[T). Wir berechnen g—y f(y2) , mity := oy/T.
Sei dazu ¢ die Dichte der N(0,1)—Verteilung. Mit z := SOIK gilt:

fy2)K = zCD(>—1/Iog zZ+Ly)— CD(>—1,Iog z—1ty),aso

5107

= 2009 2 + by) U log(@ly” + 1) — §(Glog 2—y) U~ log(@y° — ).

—2ab

Wir dividieren durch ¢(%/I og z—1y); wegen ¢(at+b)/p(a-b)=e ist g_y f(y2) >0 4aquivaent zu:

2089971 log(2)ly” + 1) > (- log(@)ly” ~ 1) , dso zu § >4 wegenz[& °9Z=1.[]

Das folgende Diagramm zeigt Wege zur Berechnung der Black—Scholes— Formel:

zeitdiskretes Model | — zeitdiskrete Formel
| |
zeitstetiges Modell —  zeitstetige Formel

Hier sind wir den Weg vom zeitdiskreten Modell zur zeitdiskreten Binomialformel gegangen mit Hilfe
einfacher Arithmetik und dann von der zeitdiskreten Formel zur zeitstetigen Black—Scholes— Formel
durch einen Grenziibergang analog zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes. Der Grenziibergang
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vom zeitdiskreten Modell zum zeitstetigen Modell wird durch das Invarianzprinzip von Donsker
geliefert, der eine Ausdehnung des zentralen Grenzwertsatzes auf stochastische Prozesse darstellt. In
dem zeitstetigen Modell kann die zeitstetige Black—Scholes—Formel mit Methoden der stochastischen
Analysis hergeleitet werden.

6.17 Bemerkung. Die Darstellung des fairen Preises fir X = [ST - K]+ als gewichtete

Differenz von Wahrscheinlichkeiten ergibt sich auch in allgemeinen Situationen.
Ist P* ein MartingalmaR3, also der diskontierte Preisprozef? S ein Martingal unter P*, so wird sich

E*[X @10 Er] asein Kandidat fir einen Preis erweisen. Unter P* ist insbesondere E* [éT] =Sy

Damit ist P[] := E*[1[5/S,] einW-MaR und esgilt mit I := {S. > K}:

E*[(SpK) 0T =B (5, ~K) ] =Sy P[r] —K @ o

P[] . []
6.18 Bemerkung. In einem Modell mit d = 2/u, also Ind=—Inu= —U gilt wegen ém/ém—l
0 {d,u} offenbar AInS_ 0 {-U,U} und somit:
& N2 _ 42
(Aln Sm) =U" und |
(6.19) fsh @ams A =u.

In der Realitdt werden diese Beziehungen nicht streng gelten, da das Modell die Wirklichkeit nur
annahernd beschreibt. Die Beziehung (6.19) legt aber nahe, die dort angegebenen Grolden als Schatzer
flr U zu benutzen auf Grund einer Beobachtung von Daten iber n Perioden.

LaRt sich die tatsachliche zeitliche Entwicklung des Kurses auf dem Markt durch ein W—Mal3 P
bescheiben, dal die gleiche Gestalt hat wie P* nur mit einem anderem p anstelle von Py O sind die

Aln ém’ 1<mzn, wieder unabhangig und identisch verteilt. Dannist (6.19) in Hinblick auf den zentralen
Grenzwertsatz ein naheliegende Schatzer fiir E[{A In él}z], also auch fur Var[Aln S, ] fur den Fall
E[AInS]=0.

Uber die Beziehung (6.14) erhalt man ebenfalls eine Schitzung fur U, wenn man eine solche fiir die
Volatilitat o hat. Fir o stehen gute Schatzer zur Verfligung; so werden auch laufend Schéatzungen fiir o
verdffentlicht. ||
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§7 Ein LP-Modell.

Es sollen nun unvollstdéndige Mérkte untersucht werden. Die Bezeichnungen und Voraussetzungen
schlieBen sich an 85 an.

Die folgende Voraussetzung moge stets erfillt sein.

7.1 Voraussetzung. Fiir ein p 0 [1,00] gilt: s‘t‘ 0LP=LP@Q 3P, 1<ksd, fir 1<t<T*.

Wichtig sind die Félle p=1 und p=2.

7.2 Definition. Sei P* ein W—Mal auf §. Sind die diskontierten Preisprozesse { élf} Martingale unter P*

fur 1<k<d, so heil3t P* ein Martingalmal3.
Dabei ist {Mt} ein Martingal under P*, wenn gilt: M, ist P*—intb. Ot und fir O<t<T* gilt:

Wir betrachten jetzt nur Plane mit einer Integrabilitatsbedingung:
7.4 Def. Wir schreiben & [ Ep(Q) fireinenPlan § = (EO,...,ET*_l) und ein W—Mal3 Q auf (Q,3), fals
J 1% & Pdo<w  1sksd 1stsT™.

7.5 Lemma. Sei x JR. Essind daquivalent:

(1) P* ist ein Martingalmal3;

(i) & DS, dP* =0 fur§ D=XP) fur1<t<T*;

(iii) {\U/i(x), O<t<T*} ist ein Martingal unter P* 0 & [ El(P*);

(v) E*[V&,0] =x 0g0=YP).

(v)  E*[V&,()] =x fir alle beschrénkten Plane €.
R . _ k. 2k

Beweis. "(i)>(ii)" (7.3) besagt mit M, =S;: | 1, IAS; 4

Mit mal3theoretischer Induktion (Beweisprinzip fur Integrale) folgt nun leicht:

K 2k
[ &4 DS,

dpP* :O,ADSt.

dP* =0, 1<k < d, und damit (ii).

o R g - ”E - 5 _
(in)=(iii)" Fir A 0§, und &, := 1, [&, habenwir: , [ AVe ,(x) dP* _Iqmstﬂ dP* = 0.

"(iii)>(iv)" ist nun klar, ebenso "(iv)3(v)" . _
"(v)>(@i)" Fur A O By Ost<T* folgt [ 1, mé‘t<+1 dP* =0 , indem man Ei: =1, und Er:f 0 sonst

r— 78 _ &K
definiert; dannist V. (x) =x+1, [AS;. []
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Wir werden mit kiinstlichen W—Mal3en P* arbeiten mit:
(7.6) P*[A] >0 & P[A] >0 d.h.P* <<P und P<<P*.

Einerseits sollen unter P* keine Ereignisse eintreten, die unter P nicht moglich sind. Dazu dient die
Forderung: P*<<P, d.h. nach dem Satz von Radon—Nikodym, dal3 P* eine P-Dichte Z := dP*/dP hat.
Andererseits will man von "fur P*—f.a. " auf "fur P-f.a. w" schliel3en. Dazu dient die Forderung:
P<<P*; dieseist in der Situation dP* = L dP aquivalent mit L>0 Pf.s.

In der Situation (7.6) sagt man: P und P* sind dquivalent.

Wir schreiben fir ein W—Mal3 Q auf §:

(7.7 Q0QYUP) :& esexidtiert eine positive Dichte dQ/dP 0 LY,
Dann folgt:

1,1_ U - -
78LemmaSe = +==1,Q0Q"P) ; dann gilt:

P q
(@ Pfs & Qs
® LPP 0LYQ) ,insvesonderegilt: =PP) 1=1(Q) .
Beweis: 7.8(a) ist klar, und (b) folgt aus der Holderschen Ungleichung:
e _ i

EolIYIT=E[LOY[]<l|Zll qOYIl_,.0p<eo  mit L:=dQidP, [Vl ,=E[]Y|P]7P.
Eine entsprechende Ungleichung erhdlt man fiir p=1,c. ||
Sei
(7.9) P9 = p<AP) := {P* 0 Q%P); P* ist ein MartingalmaR}.
Wir erinnern an: Eine Arbitragemoglichkeit ist gegeben, fallsein & und ein T existiert mit \7.?.(0) >0
.5 und P[V3(0) > 0] > 0. Bei Arbitragefreiheit gilt also:

“P[V4(0) > 0] > 045 P[VE(0) <0] >0 firale& undT.

Dabei gilt "¢" wegen \7;{(0) = —\U/.?.(O). Es sollen nun Charakterisierungen der Arbitragefreiheit
gegeben werden.

Satz 7.10. Die folgenden Bedingungen sind aquivalent:

(NA) Der Markt ist arbitragefrei.

(NA)1 Fir1<T < T* und jeden Plan € gilt: \7.?.(0) >0 fs > \U/-?-(O) =0 fs
(NA), Fur jeden Plan € gilt:  V3,(0)20 f.53V5,(0)=0 fs

(NA), Fir 1<t<T* und jeden Plan § gilt: & ,[AS,20fs 3 & S =0 fs..

Beweis: Die folgenden Beziehungen sind offensichtlich: "(NA) & (NA)l", "(NA)1=> (NA)2".
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Wir zeigen nun:
"(NA)2 > (NA)3" Setzt man Em:O fur m#t—1, so gilt: V.?.* 0= EI_l [AS,.

"(NA)3 > (NA)l" Es soll eine Induktion nach T durchgefuhrt werden.
Fur T=1 sind beide Bedingungen die gleichen. Die Aussage von (NA)1 gelte nun fir T-1.

Sei nun V ::\7.Er(0) >0f.s..

T

\ _ T = . . \ _ .
IstV_4 =0 f.s,somuB &;_, [AS; 20 gelten und wir konnen V- =0 f.s. schliefen.

T
Angenommen: P[V.r_; #0] >0,und V20 f.s
Nach unserer Induktionsvoraussetzung kann dann: P[\7T_1 <0] >0, P[\u/.l._1 > 0] >0. Also erhalten
wir fir A:={Vy ; <0} 03 ;1 P[A]>0,&1 ;[AS; >0 fs auf A (wegenV;20 fs).

iir £ = i Lz T & — T & T & .
Fir&p_4 =1, & 4 giltnun &4 (AS; =1, [E; IAS;20fs und & 4 AS; > 0auf A. Dies
ist aber ein Widerspruch zu (NA)3. [
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§8 Martingalmal3e.

Wir kénnen nun den einen der wichtigsten Satze formulieren:
8.1 Satz Unter (NA) existiert ein Martingalmal3 P* mit positiver, beschrankter P-Dichte dP/dP*.

Der Bewels soll weiter unten nur flir einen Spezialfall gegeben werden. Als Korollar ergibt sich:

8.2 Fundamentalsatz. Sei p wiein 7.1, l+l—1 Dann sind aquivalent:

P q
(1) esgilt (NA);
(i)  P** ist nicht leer;
Giiy  P*List nicht leer.
Beweis Gemal 8.1 gilt "(i) 3 (ii)". Wegen P** [ P* L hat man (i) > (iii)".
Die Richtung "(iii) > (i)" ist leicht zu zeigen. Sei P* [ [P*l' wir zeigen (NA3).
Sei Et 1ms > 0f.s. ; dann hat man auch Et 1ms > 0f.s. mit

at ::Et[INt und Nt::(1+z1 |§Jt|) > 0.

Es folgt |€[§| <1 und somit & 0 =X(P*). Es gilt nun nach 7.5: E* [EI_lmét] = 0 sowie nach

Voraussetzung P* [£1 1mé > 0] = 1. Somit ergibt sich:

& (S =0=N, ;& @S fs, dh & AE=0fs ]|

Esliege das LP—Modell von §7 vor. Als Zahlungsanspriiche X, diein T anfallen, betrachten wir solche,
fur welche fur die diskontierten GroRen gilt: X := X/BT ad Lp(Q,ST,P). Die zentrale Aufgabe ist es,

jedem solchen X eine Pramie / einen Preis zuzuordnen; wir schreiben fur diesen M(X). Wir werden

immer mit den diskontierten Zahlungsanspriichen arbeiten.

8.3 Definition. Sei LP := LP(Q5.,P). Ein Preissystemist eine Abbildung

M:LP-R mit
(i) M(a Xy +aX,) = agM(X ) +a,M(X,), ok, X0,
(ii) sup{ INX)|; E[|X|P] < 1 fir p<eo bzw. | X |<11.s. fiir p=co } < o0;
(iii) fur X 20 f.s. gilt:
@ NX)=0;

() NX)>0 & P[X>0]>0;
dh.M:LP=R isteine positive, stetige (d.h. hier beschrankte),
lineare Abbildung [ein positiver linearer Operator|.
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Aus 7.8 (Holdersche Ungleichung) erhdlt man fir Q O Qq(P), O<L:=dQ/dPD LP:
[EQIX1] < IILll g X, <<

Damit ergibt sich

8.4 Lemma. Fiir Q 0 QY(P) mit % + % =1igt

N(X) := EQp“q eine Preissystem mit n(éT) =1.

Es soll erinnert werden an: X ist erreichbar €3 X = \7-§-(x) fur ein x und ein & mit [vgl. 5.11, 5.14]:
o v T v

(85) VA0 =x+ Va0 =x+31_ & A% .

In dieser Situation hatten wir in 85 x bereits als faire Pramie erkannt.

8.6 Definition. Ein Preissystem I hei3t konsistent, falls gilt:
Ist X [0 L%). und X erreichbar durch x und & 0 =P(P), so gilt M(X) =x .

Es soll untersucht werden, wann ein Preissystem wie in 8.4 konsistent ist. Die Eigenschaft I‘I(I§T*) =1
ist sicherlich notwendig; betrachte dazu x=1, Et:O 0t, aso V.?* x) = BT* )

Eine weitere notwendige Eigenschaft fir die Konsistenz von N soll jetzt ermittelt werden.
Sei X = V,(0) fur ein & 0 =P(P). Dann muB gelten:

NX) = Eq [\7% (0)] =0 firr & 0 =P(P), insbesondere fiir alle beschrankten Plane &. GemaR 7.5 gilt
nun: Q ist ein Martingalmal3.

1.1
8.7Satz. Sei =+ = =1
P q
@ Ist 1<p<co, s0 exigtiert eine eineindeutige Beziehung zwischen konsistenten

Preissystemen N und W—Mal3en Q 0 pxd gemals:
()  QIA]=M(1,) ATS;
(ii) n(X):EQp“q , X oLP.

(b) Fir p=co wird fur Q IP*1 zumindest durch (ii) ein konsistentes Preissystem definiert.

Beweis. Sei 1 ein konsistentes Preissystem und Q gemal3 (i) definiert. Dann ist I ein Element des
Dualraumes zum Banachraum LP. Damit existiert fiir 1<p<co einL [ LY mit
(8.8) M(X) = E[L X], insbesondere Q[A] =M(1,) = E[L[1,].

Wegen der Positivitat von M folgt: L > 0f.s. [W.th. 9.20].
Gilt ferner P[A]>0 so hat man nach 8.3 (iii): I'I(1A) = Q[A] > 0; somit gilt: L >0f.s.. Ferner gilt:

Q[Q] = FI(BT*) = 1 wegen der Konsistenz.
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Also wissen wir: Q ist ein W—Mal3 mit der P-Dichte L ; insbesondere: Q [ Qq(P). Gemal} (8.8) gilt
auch: M(X) = EQ [)u(] ; diein (ii) definierte Abbildung ist also die Umkehrabbildung zu (i).

Nach den Vorlberlegungen folgt nun aus der Konsistenz, dal3 Q ein Martingalmal? ist. Damit ist die
Zuordnung (i) als Abbildung von der Menge der konsistenten Preissysteme nach P*9 wohl definiert.

Sei nun 1<p<eo, Q O P9 und M gemald (ii) definiert. Dann ist I ein Preissystem nach 8.4. Da Q ein
MartingalmaR Q ist, folgt aus 7.5: M(X) = EQ[\“/$*(><)1 =x 0¢&0=XQ) 0 =P(P) und somit die

Konsistenz. [ |

Ein konsistentes Prei ssystem gewinnt man also tber ein Martingal mal3.

Es sollen nun Martingalmal3e in einem speziellen Modell untersucht werden. Dazu betrachten wir die
folgende Situation:

8.9 n—Faktor—Modeéll. Seien & = (st, Y t) unabhéngige Zva, ok 1<i<n, ui: reelle Konstanten,
K._¢<n k|

Yt' z| =19

&= Sexp( Yo+ vK =8 exp(v)  firisksd, 1st<T™

_ k
t+1/St) =ht Yt+1
k

(8.10) IogS IogSk+zI 1[21<u<t k' ] zl<u<t“u

In der Situation 8.9 sind die Zva Yt = (Y%,...,Yt) als Funktionen von & ebenfalls unabhangig. Die &

werden oft so gewahlt, daf3 si,...,sg,...,a.ll.*,...,s.rll* iid sind mit E[sit] =0, Var[sh = 1. Man spricht

€| +ut, E[exp{Y }] <o, § = 0'(81, " ) sodal3 gilt:

Fur die log—Rendite gilt also In(S und

dann von e nem weIBen Rajschen Dann sind die Parameter bestimmt durch:

ki
E[Yt]_utl KOV(YJ! t) z OJI tl

Wir setzen nun einen arbitragefreien Markt voraus. Dann haben wir:
8.11 Lemma. In der Situation 8.9 ist (NA)3 aquivalent zu:

(NA), Fur 1st<T* und alle £ = (£1,...£%) orY gilt:
d sk k d sk Ky 4 _
Ypep & Mexp{Yi} -1 =20fs 3 ¥ _ & Oexp{Y{}—1) =0 fs.

Beweis. Esgilt Aéi: = élt(—l EQexp{Yit(} — 1). Gelte zunéchst (NA) und gelte firr € die linke Seite von

(NA),. Wahlenwir nun €€ =K /8¢ sogilt: €] (& 2 0t und damit €]_; § =0 f.s.
Damit gilt auch die rechte Seite von (NA) a4

Es gelte nun (NA)4 und Et 1 S > 0 f.s. Setzen wir Z [Sk und Rk = exp{Yi:} —1,s0

- Et 1
haben wir also: Z' R > 0 f.s.; dabel sind R und Z unabhéngig. Aus der Definition des Produktmaliles
Pz IxPR 1= Pz,R) Lfolgt: 1=P[Z  (R20] = | P[z (R 0] PZ *[dz] .
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Damit gilt auch P[z" [R > 0] = 1 fiir Pz 1 f.a z Nach (NA),, folgt aber aus P[z" [R 2 0] = 1 sofort
P[z" (R =0] = 1. Damit haben wir auch 1=P[Z'[R=0] = P[E{_lmét:oy [
Fiir eine angepaldte Form des Fundamentalsatzes wihlen wir ein Marktmodell mit T* = 1, FO =0,

ég =1, éii = exp{Yf}, @1 = o(g,). Dann gilt: AS‘{ = Aéli = exp{Yi;} —1 und jede @1—me8bare reelle
Zva ist eine mef3bare Funktion von € Gemal3 (NA) 4 ist dieser Markt arbitragefrei. Nach dem
Fundamentalsatz 8.1/8.2 exigtiert eine positive, beschrénkte Funktion Zt' so dai th = Zt(st) dP en
Martingalma fiir diesen Markt ist, d.h. EQt[Sii] =s$=1dw
(8.12) i Zt(at) Gaxp{Yi,f} dP=J Zt(st) dP=1 fir 1<sks<d, 1<t<T*,
Existiert umgekehrt eine positive, mef3bare Funktion Et mit (8.12), so ist
L := Zl(sl) 0. [?T*(a.r*)
die Dichte eines Martingalmal3esdP* = L dP. Zunédchst ist P* ein aquivalentes W—Mal3, denn
JLdP=E[l1(q) 0. Upu(eqa)] =E[l1(e)] O E[ lu(ea)] =1
wegen der Unabhéngigkeit und (8.12). Zum Beweis der Martingaleigenschaft sei nun A [ St—l‘ Dann
ist 1, eine mef3bare Funktion von ¢, ,...,&;_4 und wir erhalten:
oS 8P = [ 8T (e L. Opa(p) 0P
= E[15 (8¢_ Ty(e) 0. By TE)eP(Y () iy (o) Opaeps)
= E[1, B, (e 0. 0,_4(e,_p)] E[T(e)exp{Y V] E[T,, (64 )] E[ru(eps)]
=E[1, B¢ O,(e) 0.0, _4(e,_p] =E[1, B¢ O(e) 0. Orales)] = oS 8, aP
wegen der Unabhéngigkeit und (8.12). Damit ist Qt ein Martingalmal3 und somit gilt (NA).
8.13 Satz. (a) In der Situation 8.9 sind aquivalent: (i) Der Markt ist arbitragefrei;
(i)  esexistieren positive, beschrankte mef3bare Funktionen Et, 1<t<T*, mit (8.10);
(ilf)  esexigtieren positive mef3bare Funktionen Zt’ 1<t<T*, mit (8.10);
(iv)  esexistieren reelle mef3bare Funktionen Kt, 1<t<T*, mit
(8.14) exp{ulf} H] exp{ft(st) + 2?21 crl:i sit} dP=J exp{ft(st)} dP<ew flirl<sk<d.
(b)  Unter der Bedingung (iv) ist L :=const Gaxp{z-{il ﬁt(st)} die Dichte eines Martingalmaf3es P*
mit const =1 -{:1 E[exp{ft(st)}]_l. Unter P* sind € imenETn wieder unabhingig mit
P<[{e, 0B}] = E[exp{ft(st)}]_l {atDB}I exp{{(g;)} dP und

@14¢ e =Efep(z]_, ol )],
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Beweis. @)Die Richtungen "(i) 3 (ii)" und "(iii) 3 (i)" wurden oben gezeigt. Die Richtung "(ii) 3 (iii)" ist
offensichtlich. Fur "(iii) 3 (iv)" setzt ft =1In Zt man und fir "(iv) 3 (iii)" Zt = exp{ﬁt}/jexp{ft(st)}dP.

b) DaR L Dichte eines Martingalmal3es i, ist nun auch klar. Wir erhalten dann

P[e, 0B, 1sn<T*|=E[LO |_, 1 ()] =EI NI, expltle)} EG(e)] " g (&)

T

:|_|t

:1 E[exp{ft(st)} ElBt(st)] [E[Et(st)]_l. Esfolgt insbesondere

-1
P e 0 Byl = Elexp{f(e)} g (¢ El (e - [1
Die Bedingung (8.14) ist ein Driftbedingung, eine Bedingung an den sogenannten Drift ult(. Bei

Vorgabe von Funktionen ﬁt mit [ exp{ﬁt(st)} dP < o kann durch Wahl der Konstanten ult( die

Bedingung (8.14) erfillt werden.

Fir den Beweis von 8.13 ("(i) 3 (ii)") haben wir den noch unbewiesenen Satz 8.1 benutzt. Wir méchten
jetzt fur d=1 die Richtung "(i) 3 (iii)" direkt zeigen in der folgenden Situation:

(8.15) Esgelte (8.9) mitd=1=n und E[exp{s@t}] <o OsOR.

Die Integrierbarkeitsbedingung an & ist erfallt, wenn o beschrénkt oder normalverteilt ist. Aul3erdem

setzen wir (NA) 4 Voraus. Im vorliegenden Fall d=1 ist dann (NA) 4 offenbar aquivalent zu:

(8.16) Fir1<t<T*gilt: P[Y,#0] >0 P[Y,>0] >0, P[Y,<0] >0 .

Wir halten nunt fest, setzen Y := Yt und wollen (8.12)/(8.14) zeigen mit ﬁt(st) = 6tEYt, d.h.

(8.17) | exp{(6t+1) D(t} dP=J exp{ESt D(t} drP.

Den Index t lassen wir wieder weg.

Der Fall Y = 0 f.s. ist uninteressant, denn dann kénnen wir & = 0 setzen. Sei also P[Y > 0] > 0 und
P[Y <0] > 0. Fur (8.17) muf3 gelten

(8.17)* w(®) =E[e®" Qe¥-1)] =0 furein5=35,

Nunist Q(d) = [E[an EﬂeY—1)+] - E[an EﬂeY—l)_]] , also erhalten wir:

Mg, W) 2limg ., E 1y 5 o) Y e’-1)] — E[(e"-1) | = wegen P[Y > 0] > 0.

Ebenso erhalten wir

lims W@ <E[E'-D'] - lims _E[1 &Y [1-e")] = wegen P[Y <0] >0
5+—00 = 30 1Y <0} =Y :

Zudem ist Y stetig, also mul3 P nach dem Zwischensatz eine Nullstelle 6t haben. Damit ist (8.17)

gezeigt. Diese Methode heif3t die exponentielle Zentrierung oder Esscher—Transformation.
Damit ist eine schwéchere Variante von 8.1 gezeigt.
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8.18 Satz. Unter der Bedingung (NA) existiert in der Situation (8.15) ein Martingalmal3 P* der Form:
*

— . T ]
dP* =c, “[exp{d; [¥ 1 +... +0p Y 1 } dP mit ¢, =T, _; E[exp{3,[Y }] ;

-1 T* . T*
=Cy Tlexp{—3;_q (£} dP mit y, = —0,[8, ¢, =M Efexp{—V,[£].
Sind die & iid mit der logarithmierten Laplace—Transformierten mt(s) =In E[exp{—s@t}] ,sosinddie

Y L 6sungen von

(8.19) M+ m,[(yt — crt) = mt(yt), 1<t<T*.
8.20 Beispiel: Das Binomialmodell. Sind |1 ,...,I 1 iid Zva mit Werten in {fud} 0<d<1l<uund
P[I1 =u| =p0(0,1). Setzt man € =Y, = In(It), so hat man: ét = Soﬁxp{Y1+...+Yt} =Sy, H. O,
Man sucht gemal3 (8.17) ein d mit
() = E[®Y Me'~1)] = 0= (1-p) @O Hd-1) + paCriu-1) .
& @-p - =pa’ -y & ¢° = R E=R
Wo 1 5 [=PA=P){1-d) + p{I—p) Hu-1)] _q_, ud
epg°+1-p [=PERED = (1p) 4
Fir ein solches & weil3 man nach 8.13/8.18: Unter P* sind |1""’|T* wieder unabhangig mit
P =U] = ) oy &Y dP/E[®"] = WOpi(pu® + (1-p)d®) = phpEh° + 1-p) = 18=p, .

wobei Py wiein 6.1 definiert ist. Damit erhalten wir das gleiche Martingalmal3 P* wie in 86. Diesist

auch nicht uberraschend, da esin diesem Fall genau ein Martingalmal3 gibt. [ |

8.21 Lemma. Gilt € [0 N(0,1), so ist die logarithmierte Laplace—Transformierte m(s) von € gegeben
durch: m(s) =1In E[e_s‘c‘] =42, sOR, adlso: E[exp{-se —42}| =1.
| | | | | |

Beweis. E [e_ss] =@en 2[e e 2% gy = 2m 2 [ e? (x+9)? 0 gy = @ [
Beispiel 8.22: Ein zeitdiskretes Black—Scholes—Modell. Geht man aus von dem zeitstetigen Modell fur
den diskontierten Preisprozef3 { ét’ t > 0}, fur das die Black—Scholes—Formel (1973) hergeleitet worden
ist, der sogenannten geometrischen Brownschen Bewegung (Samuelson 1965), und betrachtet man den
eingebetteten zeitdiskreten Prozef3 {én, n=01,..,T[O INO}, so gelangt man zu:

S,=Sp@xp{Y . +Y } mitY :=ole +p=ole +6]-}0%6= lc“—; +10, adso:

S, = Spexp{o QE e+ NOi}. Dabei sind dieZva {e } iidmite_ ON(0,1).

Die Gleichung (8.19) fiihrt gemdR Lemma 8.21 zu [wenn wir den Index t weglassen|:
p+by-of =l en+iy¥ v+l o’ =i eoy=p+icce
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(8.23) y=0=L+4a.

Somit ist in Hinblick auf 8.18: dP* :=L dP, L := L1D.. [I]_T mit
L= eVE/E[e¥8n] = exp{ Y&}/ exp{}y?} , dso

(8.24) L =exp{ - e[zzzl €, —4 02[T}.

Dieser Mal3wechsel von P zu P*  hat noch eine schdne Eigenschaft, es bleibt die Varianz erhalten. Wir
zeigen dazu eine einfache zeitdiskrete Form der Girsanov—Transformation.

8.25 Girsanov—Transformation. Sind € unter Piid Zva mit €n [ON(0,1) und definiert man

1”T

dP* =L dP mit L := exp{ —6 Q QG%D'},

n=1%n
sosnd €€ UNter P* iid Zvamit €n DN(—Gn,l) :

Beweis. Wir wissen nach 8.13b: €T sind unter P* unabhangige Zva mit

P*[e,, 0B] = E[exp{~ 0, &} (e, )] EE[exp{—6, & }]

= E[eX|lo{— 6.} Og(e)] [&xp{— 4 62} = (21'[)_% g/ exp{ -6, X - 62} [éxp{—4 x2} dx

= (2n) 2 of exp{ —(x+8.)%} dx.. []

Das Ergebnis schreibt man auch in der folgenden Form:
(8.26) Unter P* gilt fur én =et 0: die én sindiid mit én [ON(0,1);

én =S [éxp{o Qr?]:l €n —4nl&2} [die Verteilung ist unter P* unabhéngig von p !].

Es soll nun die Bewertung einer (européischen Kauf—) Option mit Falligkeitstermin T = T* unter dem
Martingalmald P* berechnet werden. Dabei ist der Zahlungsanspruch X = (ST — K)+. Wir nehmen an,

rT[[K.

dar, =ry=: r gilt. Dann ist der diskontierte Zahlungsanspruch X = (éT K" mitk=¢~
Mit I := {S > K} haben wir
M= {exp{Y +.+Y 1} > KISy} = { Y +.+Y >|n(k/so)}

—{cs +...+0¢€ +Tp>|n(K/SO)} {zn 1‘°‘n>6(|n(K/SO) Tw)} und

E* [(éT—R)ﬁ =E*[(Sp - K) O] = [éTELr]—RP*[r]

=S [E*[SOESTDF] KP[T =S [[E*[exp{cqn 1 n+p[r}m_r]_kpk[r]
=g EE[exp{cqn _1 n+p.EI'}E3Xp{ eDzn —1&n 792D‘}ﬂr]_ka[r]

= Sy E[exp{(0 —8) (3 },_q &+ (1 —162) [T} (1] —K P[]
ZSO[IP'[F]—KP*[F]
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mit dP' = exp{—(6— G)Qn -1 n+(u—‘62)Er} dP = exp{—(6— G)Qn ~18n —4% (6—0)2(T} dP

wegen U —102 =0 — 102 —162 = -1} (8—0)2. GemiR 8.25/(8.26) gilt:
Unter P* sind die sn+e iid mit sn+6 [0 N(0,1); damit gilt

T4 S (e,+8) ON(O1) unter P*.
Unter P sind die et (6—0) iid mit et (6—0) 0O N(0,1); damit gilt
T4 S (e, + (6-0) ON(O.1) unter P.
Sei wieder @ die Verteilungsfunktion zu N(0,1). Dann folgt:
E*[(5-K)'] =
=S [P[zn 15 (In(K/SO) TW)] —K P* [zn 18> % (In(K/Sy) — T
=S, P[ 3]y (6, + (6-0)) > = (In(K/Sy) — Th) + T{6-0)]
—R P[] (€,40)> L (n(RISy) — ) + TrB]
=S P[ 3] (e, + (6-0)) > S In(K/Sy) + THO K — 0)]
—K P31 (€,49) > LinRisy + THe - B
=S, P[ 3}y (&, + (6-0)) > =In(K/Sy) + THH0)]
K P (2o (640) > 5 (KIS + THo)|
=Sy P[T 23] (e, +(0-0)>T [ 2InKIs) —%GT]]
_K P [TT% ST (e #0)> T2 [2inRisy + %GT]]]
=Sy 01— (T % In(K/S) —%GT])] CKOL-a(T2 [% In(K/Sy) + %GT])]
= S (- 74 [% In(K/S) ﬁ'cT] )] —K (-T2 [% In(K/Sg) + %GT])]
= Sy e(]1 n(solk) +102[T/ayT) — K (]l n(so/k) —}02(T]/oyT)
=S (|1 n(SolK) + (r+02)T]/oyT) — K (& radl [ap( [In(SOIK) + (r-402)T]/oyT).

Insbesondere ist die Bewertung unabhéngig von u, was auch schon aus (8.26) folgt. Die obige Formel
stimmt tberein mit der Black—Scholes—Formel fiir die Bewertung einer Optionin einem zeitstetigen
Modell (vgl. Satz 6.15). Im zeitstetigen Modell ist der Markt vollstandig und das Martingalmal3
eindeutig. In der diskreten Version ist der Markt nicht mehr vollstandig, und es existieren mehrere
Martinalmal3e und damit mehrere konsistente Preissysteme. Indem wir das Preissystem gewahlt haben,
das zu dem durch die Esscher—Transformation gewonnenen Martingalmald gehort, haben wir als Preis

flr die Option (im zeitdiskreten Modell) genau den Preisim zeitstetigen Modell erhalten.
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8.27 Bemerkung: Die Dichte L = dP*/dP in Satz 8.18 ist nicht notwendig beschrdnkt. Um eine
beschrédnkte Martingaldichte zu erhalten und um Integrierbarkeitsprobleme zu umgehen, kann man
folgendermal3en vorgehen. Sei o.E. T* = 1 und wieder n=d=1. Man geht zu einem zu P &quivalenten
MaR P iber {mit A8, = Aé}
&2 &2
P[A] = Al exp{— |AS|"} dP/ E[exp{—|AS|“}] .

Sei nun B(s) = F [esms]. Ist & eine Minimumstelle von L@ so gilt fur die Ableitung
0=E[A8E°™PS] und damit

E* [AS] = 0 (Martingal eigenschaft)
wenn man das W—Mal3 P* definiert durch
P [A] =E[1, 25 1 E[PS) = | [ exp(55— [a5|%) dP/E[exp{...}].
Also ist P* das gesuchte Martingalmal® mit beschrankter P-Dichte. Es kann aber gezeigt werden, dal3
eine Minimumstelle von B bei Arbitragefreiheit existiert. Es gilt namlich fur P[Aé 0] >0: AusN(A)

folgt dann P[AS > 0] > 0, P[AS < 0] > 0, und damit auch P[AS > 0] > 0, P[AS < 0] > 0. Nun
erhalten wir

P =[P =F [1p%> O}esms] +E[1p8 O}esms] + P[A%=0] und
limg,,, (9= E [1p%> O}esms] .

img,_, 9> 105 o O}esmé] = oo []

8.28 Bemerkung. Eindeutigkeit des MartigadmalBes. In 5.15 wurde einem errreichbaren
Zahlungsanspruch in eindeutiger Weise eine faire Pramie zugeordnet. In vollstandigen Mérkten (wiein
86 und in 10.28 siehe unten) hat also jeder Zahlungsanpruch eine eindeutige (faire) Pramie. Dies deckt
sich damit, dai in vollstdndigen arbitrage—freien Markten genau ein Martingal—Maf3 und damit genau
ein konsistentes Preissystem exitiert. Diesist leicht zu sehen.

Sei der Markt vollstdndig und seien P’*1 und Pﬁ zwel Martingalmal3e. Fiir zeigen P’i(r) = P§(I‘) fur ein

beliebigesl 0 F = ST*' Esist X := BT* Elr ein Zahlungsanspruch. Wegen der Vollstandigkeit gilt:
X = \712.* (x) fiir einx und ein &. Aus der Martingal—Eigenschaft von { \7§(x)} unter P* folgt jetzt:
Ex [V.?*(x)] =x furi=12, also: B [X] =P [T] = E5[X] =P5[T]. []
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89 Zinsstrukturmodelle (term structure models)

Wie in Beispiel 5.12 betrachten wir jetzt T—Bonds als Wertpapiere. Dabei ist wie gesagt ein T-Bond
ein Titel/Vertrag, der das Recht auf 1 Euro z.Zt. T (Falligkeitstermin) gibt. Der Preis daflr z.Zt. t sei
p(t,T). Dieinitiale Zinskurve T ~ p(0,T) ist gegeben.

Anders als bei Aktien / Devisen mul3 man also bel der Modellierung des Preisprozesses p(t,T) durch
einen stochastischen Prozef3 einen "Briickenprozeld" konstruieren, bei dem der Anfangswert p(0,T) und
der Endwert

(9.1 p(T,.T)=1

vorgegeben sind. Die Endbedingung (9.1) schafft auch eine Kopplung zwischen den Preisprozessen
{p(t,T)}, 1< T<T*+1=:T. Dabei gilt:

(9.2 p(t,t+1) = exp{—rt}.

Offenbar konnen die p(t,T) as Diskontierungsfaktoren fur das Intervall [t,T] aufgefaldt werden. Ein
Euro, der erst in T ausgezahlt wird, hat in t den (Bar/Gegenwarts-) Wert p(t,T). Der

Diskontierungsfaktor fur das Intervall [t,T] bel Kentnis der Zukunft ist exp{ — Y r-lr;% Ft- Wir
mdchten jetzt auch fir p(t,T) eine analoge Darstellung haben.
9.3 Definition. Wir definieren die Terminzingrate [forward rate| f(t,T) gemaf

p(t,T) :=exp{ — zr-lr_];%f(t,m)} ;also p(t,T+1) =: p(t,T) lexp{—f(t,T)}.

Dabel sind die f(t,m) wie die p(t,T) St—mersbar. Man kann sich f(t,m) als Prognose fiir die Zinsrate in
[t,t+1) vorstellen auf der Basis der Kenntnisin t. Insbesondere gilt:
(9.9) re= f(t,t).

Dabel sind die GrofRen f(0,T) in t=0 bekannt mit
©5) POT) = exp(—3 5 (00}

Offenbar kdnnen die GrofRRen f(t,T) aus den Grofl3en p(t,T) berechnet werden und umgekehrt. Fir die
Modellierung kann man sich entweder auf die f(t,T) beziehen oder auf die p(t,T). Wir machen den
folgenden Ansatz, der ein zeitdiskretes Analagon zum HIM-—n—Faktor—Modell von Heath, Jarrow &
Morton (1990,1992) ist [vgl. (8.10)]:

9.6 n-Faktor—Modell. Es existieren iid Zva g, = (sl,...,s?) und redlle Zahlen ¢'(t,T), 1<i<n, a(t,T),
1<t<T<TmitT=T*+1,ads0l<t<T*, 2<T < T*+1, sodaB gilt: 3, = 0(€1,-€;) Und
n t [ [ t
fET)=fOT) +3i_1 3 =10 WT) g, + ¥ -4 a(uT).
Dieser Ansatz impliziert

9.7) =ty =f00+ 3" 3t oy el + 3L awp,
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pLT) = exp{ — 3 1 T f(tm))

=ep|- 31t [fOm) + 37y 51 o'um) e + 5\ awm)] |
also:
BLT) = pLTY/B, = p(tT) (expf — 3 —3r

= exp{— zr-lr-;% {f(o,m) + 2?:1 zltjzl oi(u,m) .slij + z&zl a(u,m)] } O
exp{ — 2%;3 [f(O,m) + 2?:1 zrgzl ql (u,m) Ell,l + szl a(u,m)] } | |
= exp| - 31p f0m) 3Ty Toy Tieq o' 0m) el - 3y St S ol emy e

et Zieg AWM 3t T0g aum) -
= 0P| | S 1O + 31y By Ty o' gy + 37y 5GP 5 el e
+ zltjzl zr-lr_;%a(u,m) + zaﬁll) zr;;llj a(u,m)] }
Wegen (9.5) konnen wir weiter schreiben: '
BT = pOT) x| -5y SUy [0l @m)] e, - Sy 5 taum)|
=: p(0,T) @xp{zazl YE} mit
vl s e um el - 5T L aum)

=31, dume - awn  ds

9.9) pT) = pOT) Bxp| ~ 37y 51y 6T el ~ 54y D)
mit . .
(9.9) dun =3, ta'um), auT) =3 taum).

Dabel sind fir jedes T die Y-{ als Funktionen von € unabhédngig. Wir haben also die Situation 8.9
vorliegen mit é‘: = p(t.k), oit(i =— Gi(t,k), ult( = — da(t,k). Forma missen wir diese Beziehung auch fir

t > k haben. Wiein 5.12 erwéhnt, nehmen wir dazu an, dal3 Anlagen mit einem Félligkeitstermin T < T*
nach T mit der kurzfristigen Zinsrate weiterverzinst werden. Dann gilt gemaf3 (5.12b):
p(t,T) = exp{ zr;[;'lr rm} fur t>T und somit p(t,T) = 1/BT =p(T,T) fur t>T, also

B(t.T) = B(T,T) = p(0,T) Eexp{ - YE} = BO,T) @xp{ sl YI} mit
YI =0=— 2?21 &' (u,T) sl'J — a(u,T) furu>T.

Damit gilt Satz 8.13, und wir erhalten:
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9.10 Satz. (a) Essind dquivalent: (i) der Markt ist arbitragefrei;
(i)  esexidiert ein dquivalentes Martingalmal? P*, unter dem also die Prozesse {p(t,T), O<t<T} fir
alle 1<T<T*+1 Martingale sind;
(ili)  esexistieren reelle mef3bare Funktionen Kt, 1<t<T*, mit
(9.11) exp{—a(t,T)} []E[exp{ft(st) - z?:l &' (t,T) s![}] = E[exp{ft(st)}] <o, 1<t<T<T*+1
(b)  Unter der Bedingung (iii) ist L := const Gaxp{z-{zl ﬁt(st)} die Dichte eines Martingalmal3es P*
mit const =1 -{:1 E[exp{ft(st)}]_l. Unter P* sind €qimenETn wieder unabhingig mit
-1
P<[e, UB] = E[exp{{(g)}] { atDB}I exp{{(g)} dP  und

exp{a(tT)} = E* [exp{ — 37—, &'t T) e}} .

Die Bedingung (ii) heil3t Bewertungsbedingung (pricing condition), d.h. Existenz eines konsistenten
Preisssystems. Die Bedingung (iii) heif3t Driftrestriktion (drift restriction).

Fart>T wird (9.11) trivial Wegen a(t,T) = 6'(t T) = 0. Machen wir den Ansatz

ft(st) =— y{ @t =— tEt’ so gilt zumindest eine Richtung von Satz 9.10. Wir machen dazu noch

weitere vereinfachende Annahmen:

1 n _1 n . —k em(s) ::E[e_SE

9.12 Korollar. Seien € i€ e €k reens BTk iid, € := £ | <o OsOR und seien

yly? 0R Konstanten. Dann ist der Markt arbitragefrei, wenn gilt:
(9.13) a(tT) =30y [m(y, +6'(LT)) — m(yy)]
und es existiert ein Martingalmal3 P*, sodal3 unter P* gilt: 81, Y 1, W€ 11.*, €T sind unabhangig mit

P [¢! 0B = ey © Vee=mi) gp

Beweis: Aus (9.11) erhalten wir:

ep({a(tT)} = E[exp{ — 31, 0} + ') )]/ Efexpl— 3T, iz}

=n"_, exp{m@y} + &'} /N " exp{m()}, dso a(tT) =3, [m@y} +6'€T) - m(y].

Dabei ist P* [s% 0 Bl,...,s? 0 Bn] = I'I?:1 {{siDB-}I exp{—yi@it} drP/ exp{m(yi)}]. [

In der S|tua1|on von 9.12 haben wir aso ein arbitragefreies Modell flir die Zinsstruktur mit den
Parametern o (t T), \/ Dazu kommen noch als vorzugebene GrofRen die Verteilung der st und die

Anfangsbedingungen f(0,t). Die Volatilititen o (t,T) kénnen aus den Marktdaten geschatzt werden,
wobei besonders der Fall n=1 einfach und wichtig ist. Die Parameter ylt kdénnen dann so gewahlt werden,

dal3 Uber die sich daraus ergebenen GroRen a(t,T), a(t,T) eine gute Anpassung an die Marktdaten
erreicht wird. Dabei wird man versuchen, diey![ = \/ unabhéngig von t zu wéhlen.
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Nun sollen Normalverteilungsannahmen gemacht werden. Wir betrachten dazu die Situation:
sit [ON(0,1), dannist m(s) = %52
und (9.13) wird zu
atT) =4 3" [+ 6i(t -2 =130, 23E'ET) +6'tT?] dso
(9.14) atm)=3"_; [y' ©'(tT) +1 6'tT)?].
Zur Berechnung von a(t,T) benutzen wir die Beziehungen:
a(t,T+1) =Gt T) +atT), 6' (L, T+1) =6'tT) + o'(t,T).
Dannfolgt: a(t,T) = a(t, T+1) —a(t,T)
=31 Heen +olem)] +4 [dlam +dan|? - 3T Hwlen +1 e
=310 ME'eD) +4 [ (tT)+6'(tT)]2 i [elem)?
= 3", Modan +4 [o' tT)2+20 (t,T) 0 (t,T)] ]
= 37 Moo'en +1d@n®+ dan®s'en | dso
(9.15) a(tT)=37_, o' CT) Oy, + ' (L T+)] fur & ON(O,).
mit &' (tT+) =4 [6'T) + 6' ¢ T+)] =} 0 (tT) + 6' ¢ T).
Die Ubergang von P zu P* wird wieder durch eine Girsanov—Transformation [8.25] beschrieben. Aus

9.12 erhalten wir fiir dleVertellung von st unter P* mity := \/

P*[atDB]:{auB}je m()dP-{ fe YE~¥Vgp
=gJ e VX1V 3y o ol (207 e 302 gy also

':II:*)---JET*

Fur die Dynamik von f(t, T) unter P* ergibt sich aus 9 6 und (9. 15) .

() =fOT) + 3] 5o 0w (él'J vu) AP XIRE-I Ny E[vu 6'(u,T+)], dso

(9.17) e =fon+3"_, 3t dune + 3" 5t dunmur.

Ebenso folgt aus (9.8) und (9.14): o _

BLT) = p(O.T) Eexp{ D I (Th D YCHVA I D S T L (Th B 6'<u,T)21}, also

(9.16) Unter P* gilt: 81,...,81,...,8 sind unabhangig mit € DN(—yj,l); é't = sit +\/It [ON(0,1).

(9.18) B T) = p(0.T) Eexp{ 303t dune —1s sl 6 (u,T)Z} .
Diese Beziehung ist analog zu (8.26). Man sieht, dal3 die Verteilungne von f(t,T) und p(t,T) unter P*
nicht mehr von den DriftgréRen a(t,T) bzw. a(t,T) abhdngen. Hat man flr einen

diskontierten Zahlungsanspruch X int: X = f(p(t,T)),
o ergibt sich fir die Bewertung E*| X 1= E*[ f(p(t,T)) |, daB diese wie bei der
Black—Scholes—Formel nur von den Vol atilititen &' (u,T) bzw. o' (u,T) abhéangt und nicht vom Drift.
Ein Problem bei all diesen Modellen ist, dal3 nicht garantiert werden kann, dal? stets re2 0 gilt.
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9.19 Bemerkung. Um unter P* wi eder standardisierte Zva (mit Erwartungswert null und Varianz eins)

zu haben, muf3ten wir oben von s [(9.17)] zu €& E = a + \/ Ubergehen. Im allgemeinen kann man die

Standardisierung der €| entweder unter P oder unter P* voraussetzen. Will man dann einmal die

t
Standardisierung der sE[
lineare Transformation erreichen é![ = a{[ﬂsl + bit). Dann haben wir
e =fon+3" 3! dune + sl awn

=fom+3"_, st oW [ela b+ 3L awm)

=N +31_, 3t dumya & + 3t [awn -3, dunm].
Die GroRRen 0'(u,T) miissen dabei also durch 6'(u,T) = cy'(u,T)/al'.I ersetzt werden und die Grof3en

unter dem jeweils anderen Mal3 haben, so kann man dies immer durch eine

a(u,T) durch a(u,T) :=a(u,T) — zn: cri (u,T) [H)i )

T-1 T-1 .

Esfolgt 6 (u T) = z 4o (u m) muf3 ersetzt werden durch & (u T):= z Y (um)y=06 (u T)/aLI und
a(u,T) = zm:u a(u,m) muf3 ersetzt werden durch

T-1

auT =3 “Laum =aun -3", dlun .

Wir wollen uns tiberlegen, daf? dabei die Beziehung
exp{a(tT)} = E* [exp{ — 31_; 6'(tT) &}
in 9.10 sinngemal? erhalten bleibt. Wir haben namlich . o
exp{a(tT)} = E* [exp{ — 3i_, 6'(t T) ei}] = E*[exp{ — 3|, 6'(tT) [&/3 by}
" n [ N [
=E [exp{—zi 1G(tT)/at£ 1G(t,T)Eﬂ)t}] | N
eep{atT) +3_; 6'tT) m{} =E*[exp{ - 3"'_; 6'tTVg &} &
exp{a(t,T)} = E* [exp{ — 37_; 6'(LT) &}1].
Das Besondere an der Girsanov—Transformation unter Normalverteilungsannahmen ist, dal3 dabei die
Varianz und die Normalverteilungsannahmen erhalten bleiben. [ |

Aus der Darstellung von p(t,T) gewinnen wir auch eine solche fiir die undiskontierten Preisprozesse
p(t,T). Aus p(t,t) = p(t, t)/B = 1/Bt erhalten wir p(t,T) = p(t,T)/p(t,t) , also mit (9.8):

(9.20) p(t,T) = m(%@xp{ 30 5l [6len-owy] &) - 34y [a@D-awy] .
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810 Spezielle Modelle.

Bei n—Faktor—Modellen zur Beschreibung von Aktienmarkten ist in der Regel die Anzahl n der
Faktoren etwa gleich der Anzahl der Wertpapiere. Bel Zinsstrukturmodellen kann man die Anzahl n der
Faktoren kleiner wahlen. Ublich sind Ein—Faktor— und Zwei—Faktormodelle. Wir untersuchen zunachst
Ein—Faktor—Modelle und betrachten die folgende Situation:

(10.1) n=1, o(tT) =: o(T—t) mit ot) = 0P, 0#0, ((x)=-yIX,

die Zvag, sindiid mit € := ¢, E[e_S&] =M < oo, SR.

Mit der Wahl ﬁt(x) = y[x werden also nur spezielle Martingalmal3e betrachtet. Man schreibt auch

p:e_)‘. Mit p = 1 erfalt man das Ho/lLee-Modell (1986). Bei p < 1 spricht man exponentiell

abfallenden Varianz—Modellen (Heath, Jarrow, Morton 1990, El Karoui/Saada 1992). Dann ergibt sich

(10.2) f(ET) =fOT) + 3., o(T-U)e, + T, auT).

6uT) =3 tomu) =310t ot)=6(T-u) mit 6(T):=3_50()=3|_50p" Also:
(10.3) 6(u,T) = 6(T—u) (zeitliche Homogenitét).

(10.4) 6(T) =3 { o) = o TE(T) mitq(T) =3 15 p",

q(T) = 1Lp [1—pT] fur p<1; q(T)=T firp=1.
Die zeitliche Homogenitat von o() impliziert also die von 6(0) und auch die von a(0) und a(0), wie
wir jetzt sehen werden. Gemal3 (9.11)/(9.13) ergibt sich fir 1<t<T < T*:
(10.5) a(t,T) = a(T-t) = m(y + 6(T-t)) — m(y) .
Zur Berechnung von o( ) schreiben wir in Ubereinstimmung mit (9.9):

(10.6) a(t,T) = G(LT+1) — AL, T) = (T—t+1) — 6(T—t) =: a(T—).

T-t-1

m=0 a(m), also

Dann folgt mit (9.9) auch &(T—t) = 31 _ta(m-t) =3
(10.7) a(t) =3 1S a(m).

Fur dief(t,T) ergibt sich somit:

st e =3l amu=3 "1  am)=a(T) - a1, as
(10.8) f(ET) =fOT) + 3\, o(T-U) &, + &(T) —a(T-1),
Damit gilt wegen (9.8), (10.4), (10.5):

(10.9) BT = pOT) x|~ 3y [6(T-w) g, + a(T-v)] |.
Speziell erhalten wir aus (10.8) und r, = f(t,):

(10.10) r, = f00+ 3., o(t-u) g, + a(b).
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Wir wollen nun die Dynamik von It weiter studieren und erhalten:
t-1 _—t-1-u )
M 1= f(O,t-1) + zuzl olp eyt a(t-1),

t—1 - t-1—
re= f(Ot)+o gt p zuzl olp u

=1(0) + o et p E[rt_l —f(0t-1) a(t—l)] +a() = plE,_y + OLE,+ ().

eyt a(t)

Damit folgt =T 4= — (1-p) mt—l +0 @t + 9(t).

10.11 Satz. In der Situation von (10.1) gilt:
(10.123) Ar =r—r_q = (1—p) [{Tt —rt_l} + 02, furp<1,
(10.12b) Art =0 @t +9(t) furp=1 mit

re 14_%), 5(t) := f(0,0)—p [(0,t—1) + ()~ p B (t-1).

(%

In speziellen Situationen kann Tt unabhéngig von t sein. Dann ist hat man eine zeitdiskrete Form des
Vasicek—Modélls. Ist It zeitabhangig, so hat man eine zeitdiskrete Form des Hull-White-Modells.
Durch diese Zeitabhéngigkeit kann man beliebige Anfangswerte f(0,t) berlicksichtigen. Istim Fall p <1
=T unabhéngig von t, so sieht man r als Durchschnittszins an. Dabei ist das Vorzeichen von r T 1
das Vorzeichen des Drifts (1-p)r —rt_l}. Man kann sich eine Kraft vorstellen, die in Richtung r
(bzw. Tt) zeigt. Dann ist (1—p) der Mean—Reversion—Faktor und o die Volatilitat. Man spricht auch von

Mean—Reverting—Modellen.

Nun soll eine sogenannte affine Struktur hergeleitet werden. Wir gehen ausvon [vgl. (10.8), (10.10)|:

t t— . .
rt:f(O,t)+zu:1cer usu + a(t) sowie

f(ET) =fOT) + 3. o' e, + &(T) —a(T-

=fOT)+p' '3l o Ve, + a(M) —a(T-y

—f0T) +p' [[rt —f(0}) — d(t)] £ G(T)— G(T—1)

=fOT)+p' ‘T —p' O +a(®] + a(T) —a(T-1)

= pT_t 2, + co(t,T).

AlsFolgerung ergibt sich :

p(tT) = exp{- 3 T Liem)} =expl-3 1 L (oM, + cytm)]}
= exp{~ 31t Coltm)} xp{— o(T- F,).

Dab it:
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cotT) =FOT) —p' ') +a(v)] + &(T) — a(T-1).
Esfolgt:
St St = Y, 1=t 100~ E}109 + 4] + 4~ ()
= St 10U — 3] o0 + 6] + 3y [60) - 6], aso

(10.13) ALT) =31 T cqtu)

=3 |21 [fOW) + a(y) —a(u-9] —aT-HIfO0 +a()]
mit & (u) = m(y+o(u)) — m(y).
Dabel wurde (10.5) eingesetzt. Also ergibt sich

10.14. Satz. In der Situation von (10.1) liegt eine affine Struktur vor, d.h. es gilt:
f(t.T) = ¢ (tT) I + c(t,T) mit ¢, (tT) = pT_t, Co(t,T) wie oben;
p(t,T) = exp{—q(T—t) Elt —A@{T)} mit A(t,T) wiein (10.13).

In 10.14 haben wir also die angenehme Situation, dal3 p(t,T) eine bekannte Funktion von re ist. Liegen
Normalverteilungsannahmen vor, gilt also & [ON(0,1) und m(s) =1<2, so erhidlt manin (10.13):

(10.15) a(t) =yo(t) +5 612 = 6O y +} 6(9)] , fallse, ON(O,1).

10.16 Bemerkung. Die Voraussetzung o(t) = o Ebt in (10.1) ist auch notwendig fir 10.14.
Setzen wir in (10.1) lediglich o(t,T) = o(T—t) voraus sowie f(t,T) = cl(t,T) Dit + co(t,T), so erhalten

wir aus (10.2):
f(LT) = 3 2 O(T-U) £, + const=cy(tT) [, + cy(tT)

= ¢ (tT) I + cy(tT) = cl(t,T)E{ zltjzl o(t-u) g + Const] + ¢t T)
= thjzl Cl(t,T) [o(t—u) &yt const.

Wir haben also die Situation 0=D+ 3| _; D [, mitD, = c,(tT) b(t-u) - o(T-u).

u=1"uu

nicht deterministisch sind, dann folgt:
t 2
u=1 Du
0= Du = cl(t,T) [O(t—u) — o(T—u). Setzt man speziell T =t+1, t—u=m, ergibt sich:

Nimmt man nun noch o. E. an ,dai? die &

t t
O=Var[D+3 1D, =% 1 Va[D,E, =% Var[e |. Wegen Var[eg | > Ofolgt

o(m+l) = cl(t,t+1) (o(m) , o(l) = cl(t,t+1) [0(0). Setzen wir noch o.E. o(0) # O voraus und
p := 0(1)/0(0), so ergibt sich schlieBlich:  o(m+1) = po(m). ||
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10.17 Bemerkung. Fir die Dynamik von e ergab sich:
(10.18) =p mt—l +o(t)+o Et .
In der Theorie der Zeitreihen sagt man, daf3 {r;} ein AR(1)-Prozef} ist, d.h. eine autoregressive

Zeitreihe der Ordnung 1, besonders wenn &(t) = & unabhédngig von t ist. Auch fir diese Eigenschaft ist
es notwendig, dal3 o(t) = o @)t in (10.1)
Setzen wir in (10.1) lediglich o(t,T) = o(T—t) voraus sowie (10.18), so erhalten wir mit re = f(t,t) aus

(10.2)/(10.10):
= p[{zltjj o(t—1-u) g, t const| + &(t) + olg,
= zltjzl o(t—u) g, * const
Durch Koeffizientenvergleich wie in 10.16 erhédlt man dann:
0(0) = o, o(m) = plo(m-1). |]
Nunwollen wir weiter spezialisieren und die folgende Situation zu Grunde legen, die auch im

eigentlichen Ho/Lee-Modéell vorliegt.

(10.19) g U{A, —LA} fireinA#0,e:=¢,.

Ein W—Mal3 P braucht zunachst noch nicht vorliegen. Nun wird ein Martingalmald P* gesucht, unter

demdie € standardisierte iid Zva sind. Dann gibt es zunédchst eine eindeutige Lsung
P |

von p*[A — (1-p*) E% =0. Esfolgt: p* A2+ (1-p*) Ejl\»z =1
Wir wahlen also (Q und) P* so, dal3 gilt:
(10.21) Unter P* sind €,....61« lid Zvamit P* [e, = A] = p* = 1—P*[g, =—1/A].
Dann folgt durch Wahl von p*: E* [e] =0, Var* [e] = E*[e2]| =1,
e [e ] =pr & + (1 p) T = O,

Die Wahl des Wertebereichs der €, wird durch das folgende Lemma motiviert.

t

10.22 Lemma. Nimmt die Zva € die beiden Werte ab an mit a# b und gelten Ee = 0, Var[g] = 1,

so folgt: b:—%, az0.

Wir setzen wieder an: f(t,T) =f(0,T) + 25:1 o(T—u) (£, + zu:1°‘(T_U)- Dann folgt wiein 89:

(1023  pET)=pOT B0~ 5 [6(T-v)g, + aT-) .

Die Driftredtriktion ergibt sich wieder aus 9.10 oder direkt aus E* [p(1,T)| = p(0,T), also:

(10.24) exp{a(T-1)} = E* [exp{—6(T-1) €}] .
Esfolgt:
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(1024  G(t) = m*(6() firt<T*.

Damit haben wir ein arbitragefreies Zinsstrukturmodell. Um den Zusammenhang zu den vorherigen
Untersuchungen herzustellen, kann man natiirlich auch von einem W—Mal3 P ausgehen, das die
Marktentwicklung beschreiben soll, mit:

(10.25) Unter Psind g, ,....e 1 iid Zvamit P[e, = A =p =1—P[e, = —1/A] mit O<p<l.

1
Esfolgt: E[e] =p[A —(1—I0)E% und somit pziii;\\zms’

Var[e] = pl2 + (1-p) B, — E[€]2 = pi—p) 252212 = (1 + A [Ee) ({1 — + [E).

Aus Schatzungen flr E[€] und Var [ €] erhalt man dann eine Schatzung fur A und p.
Sucht man dann ein Martingalmal3 mit ft(x) = —y[X, dannist

Ele ] =pe 0 - @-p @G, E[e ] =pe N +@-pre™

Wahlt man nun y speziell so, dal3 gilt E [e_y’3 (2] =0und setzt manp' :=p Ee_y)‘/E[e_ys] , S0 folgt:
p' A — (1-p) E% =0 und damit p' = p* wegen der Eindeutigkeit von p*, also:

pe YWE[e Y] = L o =pr, a-p@NE[eVE] =1-pr,

1+ A2
_T*
dP*/dP = E[ exp{—ye}] ™m 1<t<T* eXIO{—VEt}
p*/p X=A
=M. B(g,) mit $(X) :{ for .
1I<t<T t (1-p*)/(1-p) X =— 1/\

Also gilt (10.21). Aus 9.10 erhalt man nun die gleiche Driftbedingung wie oben:

exp{ a(T)} = E[exp{-vye} exp{ —&(T) e} | / E[exp{-ye}] = E* [exp{ — 6(T) €} ]

T g Bxp{ — O(T) A} + -2y [exp{ 6(T) A1} = p* [exp{ — 6(T) A} + (1-p*) Lexp{ 6(T) A ).

Es soll nun die Vollstandigkeit des Marktes gezeigt werden. Dazu starten wir von:
BLT) = B(t-1.T) exp{— 6(T—1) &, — G(T-1)}

Sei 0.E. 0 >0, A > 0, sonst muf3 man die Ungleichungen umkehren. Wir haben dann
exp{—6(O A } <l<exp{6(Q/A} aso
exp{—6(0A—a(0} <exp{ 6(O/A —a(0} undnach (10.24)

p* [exp{— 6(0 A —a(D} + (1-p*) Gexp{ 6(0/A — (D} =1, somit

(10.26) exp{—6(OA—a(0} <l<exp{ (DA —a(Q}.

Damit haben wir etwa fiir T = T = T*+1 die gleiche Situation wie beim Binomialmodell:
pT) = pt-1T)0, mit

(10.27) |, = exp{— 6(T—t) & — a(T—t)} O {u,d} und

U, := exp{ G(T—t)/A — G(T—1)} > 1, d, := exp{- G(T-) A —a(T-t)} < 1.
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Ein Unterschied besteht darin, dal3 die Uy, dt jetzt von t abhédngen. Man zeigt aber ebenso, dal? der Markt

mit dem T—Bond al's Wertpapier [ neben dem Sparbuch| vollstandig ist:
Zu einer beliebigen Zva X existieren ein x und ein Plan & mit X = \u/.?.*(x), aso V&, (x) = B(T*) IX.

Damit existieren zu einer beliebigen ST*—meBbaren Zva X ein x und ein Plan & mit X = V%(x) ,

wobel %T* = 0(81,...,8-'-*).

10.28 Satz. In der Situation (10.19) — (10.23) ist der Markt mit dem Sparbuch und dem T—Bond
vollstandig ist (bei einem Horizont T*). Damit ist der Markt erst recht vollstdndig, wenn man die
T—Bonds fur T < T mit als Wertpapiere hinzunimmt.

Nun soll noch ein Zwei—Faktor—Modell vorgestellt werden [vgl. Heath, Jarrow, Morton 1990]. Wir
wéhlen .
(1029)  n=20(tT)=0;® ' ' mit py=1p,=p<L

Wegen f(tT) =f(0,T) + 32 125 1Gi(uT)si + 31 a(uT) ethalten wir

T—-u 2

(10.30) ftT)= fOT) + 3 e+ Tooq aUT).

u=1 18u+zu 1970

Dabel ist der erste Faktor ein langfritiger (long—term) Faktor, insofern als alle 8111 gleichmaRig auf die

Dynamik von f(t,T) einwirken. Der zweite Faktor ist ein kurzfristiger (short—term) Faktor, insofern as

die sﬁ mit grof3en Abstdénden T—u oder t—u einen Koeffizient haben, der exponentiell schnell gegen

Null geht. Fir o, =0 # o, und 0, = 0# o, erhalten wir als Speziallfall ein Ein—Faktor—Modell. Es

1
ergibt sich wieder

(10.31) r,=f(t) = fOT) + 3\ L o, u+zu . 1@) Yel+ 3l aqu
sowie B(LT) = p(O.T) Eexp{ 37 5 0uT el ~ 5, aun)
mit dumn =3 "o um), asw
T—
(10.32) oluT) =0, 0Tu) = 6Y(Tv), 64uT) = ozﬁ%g—u:: 6%(T—u).

Also folgt
T—u
(1033)  p(tT) = p(O.T) EeXp{ 3! o aruel - 5!, Ei%g—@ﬁ -3t a(u,T)}.

Zur Berechnung von a( [J machen Wi r die folgende Annahme:

1.2 .1 _A
(10.34) Seien EE - ETxs T* iidmit € := 7

()=t P52 E[e S = MO <o s

Dann ergibt sich geman (9.13):
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(10.35) () = miy+61T=1) — miyD) + myZ+62(T—1) — myD) =: a(T—t).
Esfolgt dann wie oben

(10.7) a(t) =3 L5 a(m).

Wir haben also wieder ein zeithomogenes Modell vorliegen.

Fir die undiskontierten GroRen erhalten wir

p(LT) = exp{ — 31 f(tm))

=ep|- 3y [fOm) + 5y 0y g+ 5y 0, el e 51 aum] .

Damit folgt

T-1 t 1, <T-1ct —Uu 2 <T-1 t
~INPAT) = Yot 2y=1 91 84+ 2=t 2u=1 02 ™ ut Zm=t {f(o,m) t 2y o((u,m)}
t T-1 1, <t T-1 —u _2 T-1 t T-1
- zu:1 zm:t o187 zu:1 zm:t %2 mm ’ TR zm=t f(O,m) + zu:1 zm:t a(u,m)
t—u T-u
t 1, <t — 2, <T1 t T-1
= zu:1 9 [{T=1) & zu:1 92 d)1 — pp Eu * zm:t fOm) + zu:1 zm:t a(u,m), aso
(10.36) —Inp(t,T) =
t T
t 1 — t U2 <T-1 t T-1
9 =) Qu:1 & GZH zu:1 P ’ Eu * zm:t fOm) + zu:1 zm:t a(u.m).
Setzt man nun Var(e) =1 voraus, dann erhélt man:
t T
_ 2 2 — 2 <t —2U
Var(in p(t,T)) = 05 (T + [02 @1_—pp—] siip
t T
= o UT-0? 1+ [0, P—P|? e - 1i(p 2~ 1)
t T
= o2 {T-1)° [0 + {02 D’ﬁ&] 2 qp 2 1)/1—p?), dso
Tt 2t
_ 2 2 241 —p 124 — pT .= 12 ¢ —
(10.37) Var(in p(t,)) = 05 [T + ozt[ — ] 3= D=1 5T fir Var(e) = 1.

Den entsprechenden Ausdruck bei einem Ein—Faktor—Modell mit Var(su) = 1 erhaten wir dann durch
Spezialisierung.Macht man wieder Normalverteilungsannahmen, setzt also die & als normalverteilt an,

so ist auch In p(t,T) wieder normalverteilt mit der berechneten Varianz. In dieser Situation (9.15) lassen
sichauch diea(t,T) leicht berechnen und damit die Erwartungswerte von In p(t,T).
Die gleichen Uberlegungen kann man fiir die diskontierten GroRen p(t,T) machen.
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§ 11 Konvergenz gegen ein zeitstetiges Modell.

Es wird wieder das (zeithomogene) Ein—Faktor—Modell aus 810 zu Grunde gelegt. Wie in beim
Binomialmodell fir Optionen in 86 soll jetzt die Zeitspanne zwischen zwei moglichen Transaktionen
nicht mehr gleich eins sein, sondern immer kiirzer gewahlt werden. Als Periodenldange wahlen wir jetzt
1/n. Der Markt wird al'so zu den Zeitpunkten t/n beobachtet und kontrolliert. Wenn wir die tatsachliche
Zeit beriicksichtigen wollen, missen wir also immer den Zeitparameter t durch t/n ersetzen. Wir
schreiben dann etwa pn(%,%) statt p(t,T).

Mit kleineren Periodenldngen missen auch kleinere Sprunghdhen fiir die Prozesse angesetzt werden.

Gehen wir wieder zu den diskontierten Prozessen bn(%%) = pn(%,%)/ Brt1 n uber, so machen wir den
T T t ~UT o AUT
111 Ansatz Br(rym) = PO BP{— 3 1y [0°G) £+ a1}

|
o@Dy = on(Tth =n2 ("-Y  mit einer absolut stetigen Funktion 6(J > 0.

In der Situation von (10.1) ist 6(0 = o[g(0) absolut stetig, sogar stetig differenzierbar. Die zeitliche
Homogenitat von ¢ ist fur das Folgende nicht nétig.

11.2 Bemerkung. Wollen wir einen Vergleich mit 86 ziehen, so hatten wir dort:
& t
Sp= S&@xpl{ 2=1 [ZDUHE]JU — Un]}
mitUn=n 2 [&[T*.
Unter dem Martingalmal3 P* waren dieJu iid und es galt:
exp{Un} = E* [exp{2[UnLJn}] .

Dann wurde die schwache Konvergenz der Verteilung von Y£[1 = In Srt1 — In 86 gegen

N(—}02[T*,02[T*) unter P* gezeigt. Daraus folgte die Konvergenz der Bewertungsformel xn = E* D?] )
In 86 wurde die Abhéngigkeit von n weitgehend unterdruckt. ]

Wir werden die Konvergenz gegen ein zeitstetiges Modell unter einem Martingalmal3d P* studieren. Wir
nehmen also an, dal3 dal3 das zu Grunde liegende W—Mal3 P* ist. Es soll gelten:
(11.3) Unter P* seien die {g,} iid Zvamit
(11.4) E*[e,] =0, Var‘[e,] =1, [g]<c fireinc>0.

Wir schreiben € := €q und es gelte die Driftbedingung:

o uT ~UT

exp{an(go)} = E* [exp{-on(g.o) E}].
Diesist die Situation von Modell (10.21). Die Beschranktheit der & haben wir nur aus Bequemlichkeit
vorausgesetzt. Damit wird der Fall € [ON(0,1) ausgeschlossen.

In der Situation (9.16) muR man die €, = € — Yy 2u Grunde legen (vgl. Bemerkung 9.19). Wir haben also

t
flr jedes feste n ein Marktmodell. Nun ergibt sich:
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1 _ T
exp{an(®)} = B [exp{-on(3 D) &} ] = E* [exp{-n 2 (- 2} ] = exp{an(-)}.
Esfolgt: ]

(115) nprtn) ~Inpro ) =-n2 5t oY E, -3 a2,
Wir wollen nun den Grenziibergang n»c so vornehmen, daf3 gilt:
(11.6) Lov, Lo,

und studieren zuerst den deterministischen Term.

5 ieg (5 = 51y INEf [epn (T )]

l | _ _
=3l e 1-n? el e+ nteH?E2 4R ],
also wegen (11.4):
t L T t —1 . T-u2

(11.7) zuzlo(n(Tu)zzuzlln{11+%n B+ EX[R ).
Dabei gilt fiir den Restterm mit a:=—n 2 E@(T—Hu):

* _ ac 2.24, _ 1 j.j
|E*[R,]| = |E*[e® —1-ae —Jae] | =E*[| 35577 d €]

3 3 1 j— % 3 3 1 '
<E[1al’0e |05 g7 lael 1 = B[ al®0e P05 T o gy 2]
<e<[|a30¢ |3l E]. Al

_ | l _
E*[R ]| s 23 E (e | Brexp(n (Y ).

Wegen (11.6) und der Stetigkeit von 6( ) konnen wir dabei annehmen:

T-u ~T-U
(11.8) SUPy st T <% SUP gt O(T) <.
Dann folgt
—3/2 .
(119 [E*[R]]=n [C, fireineKonstante 0 < C, < co.

11.10 Lemma. [In(1+x+R) — x| < % +4 %2 fur 1+R >0, x > 0.

1+x+R 1 _ 1+X

y dy —x= 1]
_ 1+x -

wegen X = 1] 1 dy. Nun erhalten wir

IR 1 g

Beweis. In(1+x+R) — x = 1] y

1
GO+ 14

1+x y-1 I+x+R__ 1
[IN(1+x+R) — x| < 4f y dy + [ TR VI
1+x R 2| 1+x R
< J77y-ldy + 4k_'_(1+x— rRT=20-D% 1 "+ oty [

Aus (11.9), 11.10 ergibt sich nun flir geniigend grof3esn
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st iinfr+d ntm(TY2 e e (R 1) -4 n e H?
<5t [1| E[Ry]| 1.2 G(T_Eu)4]

— |E*[RyJT 4
< zltJ:l 1E*_R : + % n—2 G(T—Hu)4
< zltjzl [2 o2 [T, + % n? B[:Z] < %E[Z n 2 [T, + %f nt BDZ]
sc3t{2 n_ﬂ2m1+%n_18[:2] 4 0

mitt< Csﬁh flr ein gewisses C3. Mit (11.7) folgt nun

t

; s T=Uy _ oy t —1 — T—W2
Ilmn_’oo zu:1 o(n(T) = “mn-roo zu:1 In{1+4n E(TJ(T) + E* [Rn]}

—1 <t . T-U2
oo 2 quzlo(Tu)'
Wegen (11.6) und der Stetigkeit von 6( [J haben wir
-1 <t T-u2_t -1 1t L U2
N o OC) =t "B =0 3 g 6(T— D)7+ 0o(D).
1

=lim

Mit f(s) :=6(T'—9)istdabel n Qttjzl f(%)2 eine Riemannsche Summe zu

Ojt/ n f(s)2 ds und damit auch eine Riemannsche Summe zu Ojt' f(s)2 ds bis auf einen Term der

Ordnung o(1). Wir haben somit schliefilich:

. t .. T-Uu t o a2
1111Lemmalim 5 ', 00(—)= % of 6(T—9)"ds

Der Limes des stochastischen Terms wird ein stochastisches Integral sein. Dazu

11.12 Definition. Ein reeller stochasticher Prozef3 {W,, t=0} heif3t (1—dim.) standardisierte Brownsche

Bewegung oder Wiener Prozef3, falls gilt:
() {Wt} hat stetige PfadetHWt(w) JwlQ;
(i) W =0;

(iii) {Wt} hat unabhangige Zuwachse, d.h. fur k0N, 0:=ty<t<..<ty sind die Zva

wW —Wt ,Wt -W. ,...,Wt —Wt unabhéngig;
1 0 =2 1 k k-1

(iv) Wi W, O N(0,h) fur h>0, {Wt} hat also insbesondere stationare Zuwachse.

t t

Wir wollen das sogenannte Invarianzprinzip von Donsker anwenden. Dazu schreiben wir:

(11.13a) SE[I = 25:1 £y (Irrfahrt);

(1113 Y=o B0
(1113)  zi:= (AOE Sing] * (5- J%l) g1 ] [251 cs< [nsl +1
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1
Dann gilt offenbar Y, =Zx, = n 2 [5,,,- Zwischen diesen Werten wird bel {Z1} linear interpoliert.
Sei ferner C[O,T ] die Menge der stetigen Funktion von [0,T | nach R. Dieser Raum wird mit der

Supremumsnorm versehen, die die gleichmallige Konvergenz induziert. Dann ist die Abbildung
Q Owr (Ws(oo), 0<sc< TO) g C[O,TO]

wohl definiert, wenn wir (Ws(w), 0<s< TO) mit der Abbildung [O,TO] Osw WS(oo) identifizieren.

Dann gilt der folgende Satz

11.14 Invarianzprinzip (Donsker). Sei To beliebig. Ist dann | : C[O,To] r R ein stetiges Funktional, so
konvergiert I(Zg,OsssTo) gegen I(WS,OsssTO) in Verteilung.

Ein Beispiel ware die folgende Variante des zentralen Grenzwertsatzes.
I(Zg,OsssTo) = thl konvergiert in Verteilung gegen Wt CON(O,1).

Wir werden aber mit {1} statt mit {Z1} arbeiten miissen. Dieser Prozef3 hat keine stetigen Pfade met,

aber esgilt:
(11.15) |Ye—Z%[ sclyn mit g | <c.

Wir wollen nun zeigen: Der stochastischen Term konvergiert in Verteilung gegen Ojtl o(T'—9) dWS .

Das stochastische Integral [...dW kann zundchst nicht pfadweise erklart werden, da ein typischer Pfad
der Brownschen Bewegung in jedem Intervall von unbeschrénkter Variation ist. Im vorliegenden Fall,
wo der Integrand

f(s) := 6(T'—9)
absolut stetig ist, also f(s) = f(0) + OJS %(u) du gilt, kann man das stochastische Integral (ber die

partielle Integration definieren gemal3:
(11.16) of (9 AW, 1= F(t) W, — oJ W df(9) = f(t) W, — o W g—‘;(s) ds.

[Das stochastische Integral 1aB3t sich auch auf diese Weise erkldren, wenn f nur von beschrénkter
Variation ist und sich somit as Differenz von monotonen Funktionen, etwas mal3definierenden
Funktionen schreiben 143t | Fir unseren stochastischen Term haben wir zun4chst:

bt o T— I g
RIS} G(Tu) B, =n 2 3y=g o7 _%) £+ opx(D),

wenn wir oP*(l) fur eine Grof3e mit Ops (1) » 0 n.W. (unter P*) schreiben. Denn es gilt:

2 bt o T 2 _tlct o T-U oo U2
E[op(1)7] =E[ [rﬁZ 3 =1 (6 = 6(T' = 2) Estu] | =55 52 OCFD) = 6(T =)+ 0
Mit dem diskreten Analogon zur partiellen Integration hat man nun:

bt T bt bet—1 i m1

(11.17) N2y O(T=DE =n26(T-DB—n 23 —7[6(T -T2 — (T -] 5
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Da fir jedes T O>0 das Funktional C|[O,T o] Og = 0 I t g(s) df(s) dtetig ist bzgl. gleichmaRiger
Konvergenz, folgt aus 11.14

(11.18) o/t Zudf(9) konvergiert in Verteilung gegen of" W df(s).

Nun haben wir aber wegen (11.15):

ot Zudie = oM zudi(e) + 0 (1) = f M YL di(9 o =3 L MM o )

_ | _ o .
=3 Ly ™D £ 4 on ) =n? 3 ks o - M) _or My + o, ().
In Hinblick auf (11.18) haben wir damit
l - A 1 A ' . . . !
n? zr;:% SpHo(T - m_:]-l) —6(T' — %)] konvergiert in Verteilung gegen OIt W df(9).

| | |
Nach dem Zentralen Grenwertsatz konvergiert Uberdies n 2 &6(T'— %) (5, = (t/n)? [&(T'— %) [ﬂ_78t

gegen o(T—t) th. Somit erhalten wir schlief3lich fur den stochastischen Term

] t . T—m Lt | t-1 o mtl o m
N20 2 OB, =02 6(T - B —n 2 35S, 00T —=57) — 6(T' — )| + 0px(1)

mit (11.16) folgende Aussage [G(T'—t') W, — of W di = oft 6(T-9) dws]:

t

|
11.19Lemma n 2 B

L T- o . t .
-1 O'(Tm) @m konvergiert in Verteilung gegen OI o(T'—s) dWS.

Daferner die schwache Konvergenz erhalten bleibt bei Anwendung einer stetigen Funktion [vgl. W.th.
| 17.8], erhélt man insgesamt:

11.20 Satz. Exigtiert lim p(0,T/n) = p(0,T) , so konvergiert bn(%%) in Verteilung gegen
B(t.T) := p(O.T) xp{— of' 6(T-9) dw —4 " 64(T-9) ds} .

Ausprt.ly =pn Lysn, =11

tn tn folgt nun:

11.21 Korollar. Exigtiert lim p(Ot/n) =: p(Ot) , so konvergiert BE[I/n
B, = W,lt.) exp{ of " o(t-9) dw, +3 oft 6%(t-9) ds} .

in Verteilung gegen

Wegen pn(%,%) = b“(%%) [B{E/n ergibt sich mit einem dhnlichen Beweis wie fur 11.20, 11,21 fir den

undiskontierten Preis—Prozel3 die folgende Aussage:

11.22 Korollar. Unter den Voraussetzungen von 11.20/21 konvergiert p“(%%) in Verteilung gegen

p(t,T) =BT texp(— " [6(T-9) — (9] aw —b of" [6%(T-9) - 6°(t-9)] ds}.
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Die Aussage fir den deterministische Term ergibt sich direkt aus 11.11. Beim Beweis fir den
stochastischen Term mufd man jetzt f(s) := 6(T'—s) — 6(t'—s) setzen.
Bemerkenswert ist, dal3 im zeitstetigen Limes nur noch der Parameter 6( ) auftritt und nicht mehr die
Verteilung der €
11.23 Bemerkung. Definiert man einen zeitstetigen Prozel3

{p(t",T") := p*([nt']/n,[nT"]/n) ,t' =20 },
so haben wir hier lediglich gezeigt, da3 die eindimensionalen Randverteilungen gegen die von
{p(0,T") (&xp{ Zt.(T')}, t'>0} konvergieren. []

Im Limes haben wir ein zeitstetiges Modell erhalten; wir schreiben jetzt t,T (statt t',T") fir beliebige
reelle Zeitpunkte. Der Ausdruck in 11.20 hat als zeitdiskretes Analogon den Ausdruck (9.18) [, falls
man dort n=1 und 6(u,T) = 6(T—u) setzt|. In Analogie zu (10.9) schreiben wir jetzt

(11.24) B(L.T) =: p(O.T) Eexp{— o' 6(T-9) AW, — f a(T-9 ds} mita(s) =4 6%(s).

Nach Voraussetzung ist 6 absolut stetig; wir kdnnen also in Analogie zu (10.4) schreiben:
(11.25) 6(9) =: of So(u) du.

Dann sieht man leicht, dal? auch 62 absolut stetig ist mit cAr(s)2 =2 %jso(u) 6(u) du . Somit erhédlt man

in Analogie zu (10.7):
(11.26) a(s) = 0ISO((u) du mit a(s) = o(s) [o(s).
Diese Beziehung ist analog zu (9.15), wenn man berticksichtigt, dal3 wir jetzt ein Martingalmald P* zu

Grunde gelegt haben. Somit brauchen wir keine Transfomation P ~ P* vorzunehmen und konnen
in (9.15) v} = 0 setzen.

Setzt man 06(s) = o0[$, so erhdlt man das zeitstetige Ho—Lee—Modell, das sich als Limes des

zeitdiskreten Ho—Lee—Modells ergibt. Hier kann man den Ausdruck in 11.22 weiter ausrechnen. Man
) t a4 N t ;

erhalt dann of" [6(T—s) — 6(t—9)| dW = " o [{T-t] dW_= o []T-t] W, sowie

o/t [6%(T-9) — 64(t-9)] ds= 021 [(T-9° — (t-97] ds =o20yf" [(T-9°~ (t-97] ds
= o2 [T [(T—t) . Somit gilt im zeitstetigen Ho—Lee—Moddll:

(11.27) o(tT) := %&—B exp{ — o L{T-t) W, — § 02T QT-1) ).

Im zeitstetigen Modell heifRen f(t,T) Terminzingraten, fallsin Analogie zu (9.3) gilt:
(11.28) p(t.T) = exp{ —J T f(tu) du } .

Fir das zeitstetige Modell macht man den Ansatz:
(11.29) f(tu) = fOU) + o o(u-9) dW, + o a(u-9) ds
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Wie in 89 erhalt man daraus [mit n=1 und &(u,T) = 6(T—u)| die Beziehung in 11.20, wenn man in §9
die stochastischen Summen Y ... £, durch das stochastische Integral [ ... qu und die

deterministischen Summen 3 ... durch das deterministische Lebesgue—Integral | ... du ersetzt.
Mit re:= f(t,t) erhdlt man ein Modell fur die Zinsrate.

Im Ho/Lee—Modell war 6(0 linear und o( [ konstant. Dies Ulbertragt sich auf den stetigen Prozef3. In
diesem Fall ist f( CIT) ohne den Begriff des stochastischen Integrals definierbar gemalid
(11.30) f(LT) =fO.T) + oW, + of a(T-9) ds.

Alsoist f(t,T) dann normalverteilt.
Man kann den Terminzinsratenprozef3 auch direkt als Grenzwert der entsprechenden Grofien im
zeitdiskreten Modell bekommen (Heath, Jarrow & Morton 1992).
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§ 12 Bewertung von Zinsderivaten.

Wir betrachten Finanzmérkte wie in 85. Die d Wertpapiere kénnen dabei ausschlief3lich T-Bonds sein,
kdénnen aber auch zum Tell auch andere Wertpapiere (Aktien/Devisen) sein. Es wird notig sein, fur
jeden Zeitpunkt t eine faire Pramie festlegen.

Gilt X =V4(x) , 50 heidt 1 := V4(x) faire Prémieint fiir den Zahlungsanspruch X in T.
In der Situation X = V.?.(x) wei3 man, dal} genau der Betrag ut genigt, um ohne Risko

Zahlungsanspruch X zu erreichen (dublizieren),. Man braucht nur das gleiche zu machen, wie ein
Marktteilnehmer, der mit dem Startkapital x von 0 an X dublizieren will und in t gerade das Kapital ut

hat. Sei nun P* ein Martingalmal3. Ist Q endlich oder allgemeiner ist & beschréankt oder allgemeiner gilt
¢ El(P), soist nach 7.5 {\u/rzn(x), m = 0} ein Martingal. Dabei kann Q endlich gewéhlt werden, wenn
in einem n—Faktor—Modell die €y Nur endlich viele Werte annehmen. Aus der Martingal eigenschaft
folgt: V3(q) = E* [V3(x)|§,] = E*[X|§,] mitX = X/B_, dso:

v T-1 . v
(12.1) V%(x) =B, [E* [X |St] =E* [exp{—zu:t rt} X |St] = I‘It(X).
[Ist der Markt unvollstdndig und ist X nicht erreichbar, so kann man I‘It()?) ebenfalls als Preis

rechtfertigen mit Argumenten wie in 88.| Aus der Martingal—Eigenschaft von {p(t,T), t=0} ergibt sich
[auch bei unvollstandigen Markten|:

(122) p(L.T) = B, (E* [UB |5, = E* [exp{-3 | o r.}3,].

Es soll ein sogenannter Numerairewechsel vorgenommen werden, bei dem Bt durch p(t,T) ersetzt wird.

Dabel ist Bt der Wert z.Zt. t eines Euro, den man zu Beginn, also z.Zt. 0 hat, und p(t,T) der Wert z.Zt. t

eines Euro, den man am Ende, also z.Zt. T hat. Dann wird \U/i(x) = V%(X)/Bt ersetzt durch

(12.3) V() := VElpeT)

und ein W—Mal3 BT auf St gesucht, sodal3 {TVE(T), O<t<T} ein BT—M artingal ist. Die Losung ist:

12.4 Definition. Das W—MaR ET [A] = E*[1,/B{] / E*[UB
dabei sei E[...] = [..dP.

71 af 3 heift Forward-Mal

12.5 Lemma. ET [X|3¢] = E* [X/B [, / E* [U/B[F,] fir jede nach unten beschrankte Zva X.

Beweis: Sei A [ ;. Dann hat man mit P:= Py, B := B, ¢:= VE*[U/B]:

T!
AJ X dP=c [ X/BdP* =c , [ E*[X/B|F,] dP*

T!

=c 5[ E*[UB|§,] LE*[X/B|3,] [E*[UB|F,] dP*
=c pJ E*[UB|3,] TE*[X/B|,] B dP* = , | E*[UB|3,] “E*[X/B|3,] P []
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12.6 Bemerkung. Die Forderung, daf3 {Tvi(x), O<t<T} unter I5T ein Martingal i, ist gleichbedeutend

damit, dal3 {p(0,T) D-|—V§(x), O<t<T} unter |5T ein Martingal ist. Nunist
pO NI Vi) = VEVE mit V3 = pT)/pO.T).
Dabel ist V’t‘ der Wert in t eines Euro, den man in O nicht auf das Sparbuch investiert, sondern in

T—Bonds. Bei der Wahl des Diskontfaktor wird also das Sparbuch durch ein anderes Wertpapier ersetzt,
* *
hier durch T-Bonds. Allgemeiner ist ein Numeraire gegeben durch V% (1), solange nur stets V% D

> 0 gilt. Damit sind offenbar auch die beiden Spezialfallev?(l) = Bt und V%*(l) = V’{ erfaldt. []

Dann folgt mit (12.2): ET [X|§,] = E*[X/B1|3,] / E*[UB1|3,] = E*[X/B|3,] B,/ p(t.T)
= Vi(x)/p(t,T). Da {ET [X |St] , t = 0} stetsein Martingal unter I5T ist, erhalten wir wie gewiinscht:

12.7 Lemma. Fir jeden Zahlungsanpruch X in T mit E* [ | X |] < oo (& ETHX |] <o) gilt:

Va0 =,

{TVE(x), 0st< T} ist ein Pr—Martingal mit TV&(T) = X.

[X|3,] . 20, dLh.

Forwardkontrakte

Forwardgeschédfte laufen nach folgendem Schema: Kaufer und Verkdufer schlielen einen
Forwardkontrakt, wobel der Kaufer die Verpflichtung auf sich nimmt, in T eine festgelegte Ware
(Portfolio von Finanztiteln) mit einem aktuellen Wert von WT zu einem Terminpreis Ft(WT)

abzunehmen, der z.Zt. t < T festgelegt und z.Zt. T (Félligkeitsdatum des Vertrages) bezahlt wird, somit
as St—meBbar angenommen wird. Man sagt dann, dal3 der Kéaufer (bzw. der Verkédufer) eine lange

(bzw. kurze) Position hat.

Es muR also z.Zt. t nichts bezahlt werden, um einen Forwardkontrakt einzugehen, aber im Gegensatz
zur Option ist es durchaus mdglich, dal3 der Kaufer des Forward z. Zt. T einen Verlust realisieren mulf3.
Der Kéufer ist also bei Falligkeit verpflichtet, die Ware zum vereinbarten Preis abzunehmen, genauso
wie der Verkaufer verpflichtet ist, die Ware zum vereinbarten Preis zu liefern. Zwischen
Vertragsabschlul® und Félligkeit finden weder Zahlungen noch weitere Lieferungen von Finanztiteln
statt. Dann ergibt sich als Zahlungsanspruch: X = WT — Ft(WT)' Gemal} (12.1), (12.2) hat man:

Der Preisintist B, [E* [(Wp — F(W))/B|5,]
= B, [E* [W/B1| 3] — B, OF(W) (E* [U/B| 5]
= B, [E* [W./Br| §,] — F(W) DB(LT).

Damit der Preisint gleich null gewahlt werden kann, muf3 also gelten:
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(12.8) Ft(WT) = Bt (E* [WT/BT|St] /p(t,T) = nt(WT) / p(t,T).
Mit Hilfe der Forwardmal3es erhalt man:
(12.8)* F(Wo) = EL[We |3, -

Diese Formel rechtfertigt den Namen Forward—Mal3.
» t

t T T
Hier soll speziell der Fall behandelt werden, dal3 es sich bei der in Frage kommenden Ware um einen
T—Bond handelt, also haben wir: Wy = p(T,T). Dann ergibt sich:

(12.9) FET,7) = gl(% ist der sogenannte Terminpreis (Forwardpreis).

Denn esist wegen der Martingal eigenschaft von { p(tT),, t>0} unter P*:
F(P(T.T) = B, (p(L.T) (B [B(T.T)|3,] =B, T bt T) =pt T ot 7). [

Auchwenn nicht notwendig ein vollstandiger Markt vorliegt, ist der Zahlungsstrom bei einem
Forwardkontrakt mit X = Wy — F(Wq) = p(T,T) — F{T,T) stets duplizierbar. Man kann den

T
duplizierenden Portfolioplan so wéhlen, dai3 gilt :
EE =1und E-LE: —F(t,T,T), t<u<T; sonst wird nichts gekauft oder umgeschichtet. Dann hat man

v4(0) = p(t.T) - FL T, ) p(t.T) = 0!
also ist der Plan (bei V0 = 0) selbstfinanzierend mit

V& = p(T,T) - FLT.T) (T, T) = p(T,T) — L T.T) = .
Die gleichen Uberlegungen konnen auch durchgefiihrt werden fiir WT = V.?* (x) bei einem beliebigen
Plan &*.

Zahlungsstrome
Es sollen nun Vertrdge betrachtet werden, die einen Zahlungsstrom XO, Xl,...,xT erzeugen, d.h. mit

dem Vertrag sind Zahlungsanspriiche Xm verbunden, die in m anfallen, dabei gilt:
Xy QR isteine§ —mbZva mit E*[[X |/B_ | <.

Dann ergibt sich die Bewertung ut gemaf (12.1) [bzw. mit der Additivitat eines Preissystems]:

_< 1 VR T
(12.10) =23 m=0 I'It(Xm) =B} =0 E [Xm/Bm|St]
ist einefaire Pramie z. Zt. t fur XO, Xl""’ T
Diese Formel 143t sich auch folgendermalRen auf (12.1) zurtickfiihren. Ein Zahlungsanspruch Xm z.Zt.

X
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m ergibt einem Zahlungsanspruch X @xp{zt m t} X,B /B z.Zt. T.

Somit ergibt der Zahl ungsstrom einen Zahl ungsanspruch

X= BTqm Oxm/Bm =>X sz m-’

Gemal} (12.1) ergibt sich dann als fairer Pre|sz Zt. t

M,(X) = B, TE* [X/B1|§] = BB [30 o X /By |3,

also der gleiche Wert wiein (12.10).

Futuregeschéfte.
Sie dhneln z.T. den Forward—Geschéften in der Weise, dal3 zum Vertragsabschlu3 (hier t = 0) die
Lieferung zu einem Falligkeitstermin T eines Portfolios von Finanztiteln mit einem Wert WT z.Zt. T

vereinbart werden. Als Gegenleistung wird ein Futureprei sprozef3 {ft, 0<t<T} festgelegt, der laufende

Preiszahlungen festlegt. Es wird dazu i.a. zwischen dem Kaufer und dem Verkaufer ein Ausgleichs—
(Clearing—) konto eingerichtet, durch das die Zahlungsstrome zwischen Kaufer und Verkaufer gehen
wahrend der Periode zwischen VertragsabschluRB— und Falligkeitsdatum. Diese Zahlungsstréme
entsprechen den Schwankungen des Vertragspreises, d.h. dem Terminpreis der Titel, die zum
Falligkeitsdatum zu liefern sind. Dartiberhinaus kann der Kauf eines Vertrages jederzeit durch den
Verkauf eines Kontraktes glattgestel It werden.

Der Kauf des entsprechenden Future—Vertrages zum Zeitpunkt O  erzeugt die folgenden
Zahlungsstréme:

 Garantiedepot: fo int=0,

» Marginzahlungen: ft int fir 0<t<T.
Dabel wird ft int festgelegt, wird also als%t— mef3bar angenommen. Die Marginzahlungen erlauben zu

jeder Zeit "in Phase” mit dem Markt zu sein (die Position heif3t "marked to market") und somit die
Default— (Mangel—) Risiken zu beschrdnken am Tage T der Lieferung. Dadurch erhoht sich die
Sicherheit des Finanzinstrumentes im Vergleich zum Forward; denn durch dieses Procedere kdnnen
Verluste nicht till auflaufen. Inder Tat ist es so, dald an den grof3en Warenterminbdrsen nur Futures
gehandelt werden kdnnen, nicht aber Forwards, welche ihren Platz im auf3erbordichen OTC—Bereich
haben (OTC Oover the counter). In der Praxis gehen die Vertrdge nicht unbedingt bis zum festgel egten
Termin (hier T), sondern werden vor T zuriickgekauft oder wiederverkauft, etwa zum Zeitpunkt t.

Wenn das Geschaft bis zu seinem Termin T geflihrt wird, so ergibt sich der Zahlungsstrom:

Xog= g Xp g =1 ¢ Xp=Wp  [X =0 0t>T].

Als Bewertung T, in t hat man also nach (12.10) mit \/uV.r =W /B, fm =f /B,

. T . [ _ T~ T-1¢
T[t'_Btzm:OE [Xmmt] _BtE [WT_zm Ofm|gt]'
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Ein Future soll zu jedem Zeitpunkt t wertlos sein: Wertdnderungen werden sofort iber die laufenden
Zahlungen ausgeglichen. Als Forderung an dieft ergibt sich somit = 0 Ot<T.

Wir zeigen nun, dal3 die folgenden GréR3en eine Lésung sind:

%}

(12.11) fo=fg=EX[Wq] =W, f=W,—W, ,,0<t<T,

mit Wy=Ex[Wr|3,] [ W,=NW)].
Also ist die diskontierte Marginzahlung f, die Differenz der diskontierten Preise. Da {W,} ein

Martingal unter P* ist, gilt dann namlich wirklich firt < T:

T 1, e _
m=0 (m!St] =E Wy =Wy 4[] =0.

E* W, -3
Zinsoptionen
Eine Zinsoption bewirkt einen Zahlungsstrom in Abhéngigkeit von der Entwicklung der Zinsrate. Der
sogenannte Cap stellt eine Versicherung gegen eine steigende Zinsentwicklung dar. Ubersteigt die
Zinsrate e z.Zt. t das (z. Zt 0) vereinbarte Basisniveau {t), so erhélt der Kaufer eines Cap flr das

Zeitintervall [t—1,t) die Zinsdifferenz el eg(t_l), andernfalls fallt keine Zahlung an. Man hat also
bei einem Nennbetrag N:
X;=N et — ef(t_l))J’.

Dabei wird man g = {(0) wéhlen. Die entsprechende Versicherung gegen falende

Zinssatzentwicklungen wird durch den sogenannten Floor erreicht.
Als Bewertung Y fur einen Cap mit (konstant bleibenden) Nennwert N und Basisniveaus {(t) Uber

einen Zeitraum von 0 bis T erhdlt man gemal (12.10):
T v T w1 SN
212  my=31_ E*[X]=NZl_ B[ -

T-1 t)\+ t
=N o e e -3t v 1.

Zinsswaps

Ein Zinsswap ist ein Vertrag, bei dem es sich um den Tausch (swap) von Zinsverbindlichkeiten handelt.
Der Kéufer tauscht eine Anleihe mit zufallsabhangiger Zinsrate Mo t2 0, gegen eine Anleihe mit dem
gleichen Nennwert N und einer festen, zum Zeitpunkt des Vertrages festgelegten Zinsrate ((t), t> 0.
[Die Zinsen werden dabei laufend ausgezahlt, sodal3 sich die Zinsen immer nur fur den Nennwert
ergeben.| Handelt es sich um eine Anleihe tiber den Zeitraum von t—1 bist, so ergibt sich

X;=NO D) _ e 1.
Im Gegensatz zum Cap haben wir hier eine lineare Abhéngigkeit von ' =1, Damit gilt, dai3 Ht auch fur

allgemeinere, nicht notwendig vollstandige Marktmodelle duplizierbar ist. O.E. sei der Nennwert N = 1.
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Wahlt man dann namlich

Er;_lz—l, Er;[1: g(t_l)Dm, Erl;:OSonst,

S0 hat man einen sel bstfinanzierenden Plan bei:
x=V5 =g - pot-1) = x@), t2 1.
Dann gilt aber:
Vi =D ey - pt-y
(o I SR X,
Dabel ist es so, wie auch vereinbart, dal3 die Anleihe mit Falligkeitstermin t—1 danach weiter zum

(kurzfristigen) Zinssatz angelegt wird. Alternativ kann man dann auch den in t—1 erhaltenen Euro auf
das Sparbuch anlegen. Alsoist x(t) ein fairer Preis fur Xt. Der gleiche Wert ergibt sich natiirlich auch,

wenn man Xx(t) Uber 8.7/(12.1) berechnet. Als fairen deterministischen Zinssatz kann man den Wert
{(t—1) ansehen, fiir den x(t) = 0 ist. Dann muf3 also gelten:

1D = pot-1)/pOt) & t-1)=f0t-1).

Lauft der Swap Uber den Zeitraum von O bis T (bei konstantem Nennwert), so ergibt sich der
Zahlungsstrom Xl""XT' Demnach ergibt sich als eine faire Pramie fir den Swap: 21,[-:1 X(t).

Esist nun
5 1o x® =3 -y [ Dm0 —pot-1)]
=31 p00+31_; € Donymon - 3T 5p0
=p(0.) —p00) + 3 | _; -1y tp(on).
Somit hat man schlief3lich
m:=N[p(OT) -1+ le (ef(t_l)—l) (p(O.Y]
ist eine faire Pramie flir den Swap bei einem Nennwert N.

Esist bemerkenswert, dal3 die Pramie 1t unabhéngig von der Verteilungsannahme ist.
Bel einem Swap mit konstanter fester Zinsrate / = ((t), kann ¢ so bestimmt werden, dal3 keine
zusitzliche Pramie gezahlt werden muf3, also 1= 0 gilt, gemalid

(=In{1+ [1-pOT)] /3] pOY)}.

Wegen (er — eg)+ + (ef — er) = (er — eﬁ)_ kann aus den Pramien fur Cap und Swap unmittelbar die
Pramie flir einen Floor berechnet werden.



