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Kapitel 1: Zeitdiskrete stochastische Prozesse

Zunachst die Definition dieses Begriffes:

Definition: Ein stochastischer Prozef ist eine Familie (Xt)ter von Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P) mit Werten in einem Mefiraum (S, S). Dabei ist ¢ der

Zeitparameter, I die Parametermenge und S der Zustandsraum. Ist I C 7ZZ

(z.B. I =NN, ), so spricht man von einem geitdiskreten Prozef, fir I C R = Intervall
wird (X¢):er als zeitstetiger Prozefi bezeichnet. Die Abbildung [t — X:(w)] heifit Pfad.

Anschaulich gesehen modelliert (X );e; ein zufallsabhangiges Geschehen. X, gibt den Zustand des be-

schriebenen Systems zum Zeitpunkt ¢ wieder.

Als Beispiele aus der Praxis kann man anfiithren:

Stauseepegel: X: £ Wasserstand zum Zeitpunkt t

>

Erdbebenmessung: X; = Ausschlag des Zeigers der Richter-Skala zum Zeitpunkt ¢

A

Molekiilbewegung: X; = Ort eines Molekiils zum Zeitpunkt ¢

Fur die nun folgenden Abschnitte benotigt man den Mafifortsetzungssatz, daher, um die genauen

Voraussetzungen/Zusammenhange zu kennen:

Abschnitt 0: Bemerkungen zum Mafifortsetzungssatz

Ein Ziel der Mathematik ist es, Teilmengen von Raumen ( z.B. des IR™ ) Maflzahlen zuzuordnen. Diese sollen
moglichst mit den Kennzahlen der Elementargeometrie ( wie Lange im R', Flache im IR? oder Volumen

im R3 ) iibereinstimmen. Dabei sollen folgende Rechenregeln gelten:

(1) Sind A, B zwei zueinander kongruente Mengen, so sollen sie die gleiche Mafizahl

zugeordnet bekommen.

(2) Sind A, B zwei disjunkte Mengen mit Mafizahlen @ bzw. b, so soll die Menge A U B die Mafizahl

a + b besitzen.
Mit diesen beiden einleuchtenden Rechenregeln stofit man jedoch in der Elementargeometrie schnell an
Grenzen, wenn man z.B. die Fliche einer offenen Kreisscheibe K im IR? bestimmen will. Dies geschieht
durch Ausschopfung von K durch eine Folge von offenen, paarweise disjunkten Dreiecken. Dies motiviert

die Forderung
(3) Ist (An)nen eine Folge von Mengen mit A; N A; =0, i # j , die jeweils die MaBizahlen a,, besitzen,
so soll U A, die Mafizahl Z a, zugeordnet werden.
n=1 n=1
Es ist ferner wiinschenswert, dafl das System solcher "mefibarer Mengen” durchschnittstabil ist, denn

(4) Sind A, B zwei Mengen mit AN B # (), so soll gelten:
Mafizahl (AU B) = Mafizahl (A) + Mafzahl (B) - Mafizahl (4 N B)

( Dies in Konsistenz mit der Anschauung. )



Zur Definition einer solchen Mengenfunktion mit den gewtinschten Eigenschaften auf einer moglichst grofien

Anzahl von Mengen geht man in mehreren Schritten vor:

Ring — Algebra — o—Algebra
bzw.

Inhalt — Pramafl — Maf
Daher zunachst die Definition eines Ringes:

Definition 1: % C Pot (Q) heiBt Ring (in Q ), wenn gilt:

(1) DeR
(2) A Be® = A\Be®
(3) AABER = AUBc#®

Zur Erinnerung: R C Pot (Q) heifit Algebra, wenn gilt:

(1) der
(2) AeR = A°€eR

(3) ALBER = AUBER

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung eines Ringes:

Satz 0.1: a.) %R ist eine Algebra <= R ist ein Ring und enthalt Q.

b.) Jeder Ring ist durchschnittstabil.

Beweis: a.) "=": z22.:Q€e®R, A\BR fir 4, BeR.
Q =0, A\B=(A°UB)°
& gae AC ER fir AR
AC = Q\A
b.) Seien A,BeR — AN B=A\(A\B) eR

q.e.d.

Im Hinblick auf obige Motivation/Konstuktion definiert man folgende wichtige Mengenfamilie:

Definition 2: E (ai,b;], wo (a;i,b;] € Jq:={(a,b]:a,b € R}, heiBt eine d-dimensionale Figur,
i€l

falls |I| < oo und {(a;,b;],7 € I} paarweise disjunkt. Mit &y werde die Menge aller

solcher Figuren bezeichnet.

Jg besitzt die obigen Eigenschaften, denn man hat:
Beispiel 0.2: Sy ist ein Ring (in R? )

Beweis: vgl. Bauer (1978, S.27)



Nun zur exakten Definition eines Inhalts bzw. eines Pramafes:

Definition 3: Es sei ein Ring & in Q gegeben. Eine Abbildung p : % — R heift Inhalt bzw. Primab,
falls (1) und (2) bzw. (1) und (3) gelten:
(1) p(A)>0 YAeR, u@)=0 ( Positivitdt und Nulltreue )

(3) (Ap)nen C R paarweise disjunkt und E A, eR

n=1

= u(>" Ax) = > u(An)  (o-Additivitat )
n=1 n=1

Bemerkung: Jedes Pramaf ist ein Inhalt.

Beweis: z.z.: (3)=(2)

Setze dazu A; := 0, ¢ > 3. Dann ist Z A, = Al + A,

n=1
q.e.d.
Beachte: Der Unterschied zwischen einem Maf und einem Pramaf ist der Definitionsbereich:
o0
Ein MaB ist auf einer o-Algebra F definiert, dies sichert die Eigenschaft Z A, eF
n=1
fiir (Ap)nenw C F.
Analog zum Maf} kann man fur den Inhalt folgenden Satz formulieren:
Satz 0.3: Sei p ein Inhalt auf einem Ring ®. Dann gelten fiir A, B, A; € R:
(1) AC B = u(A)<pu(B) (Isotonie)
(2) AC B, p(d) <oco = u(B—A) = u(B) — u(A) ( Subtraktivitét )
n n
3) w(lJ 4) <D m(A)  ( Subadditivitit )
i=1 i=1
Beweis: Analog zu MaBen. ( vgl. W-Theorie 7.1 )
a

Um den Maffortsetzungssatz anwenden zu konnen, benotigt man das Vorliegen eines Pramafles auf einem
Ring ®. Da der Nachweis, daf§ es sich bei einer Abbildung g auf R um ein Pramaf} handelt, wegen der
Bedingung (3) aus Definition 3 i.a. schwer zu flihren ist, liefert der nachstehende Satz ein praktisches

Kriterium:

Satz 0.4: Sei p ein Inhalt auf dem Ring R. Ist g endlich auf ® ( d.h. p(A) <o VA €ER),

so sind aquivalent:
(1) p ist ein PramafB

(2) pist O-stetig ( dh. p(A) 10 Y(Ap)nen CR mit A, | 0, (n — 00) )



Beweis: ”(1) = (2)": Es sei eine Folge (A, )new C R mit 4, | 0, (n — o0), gegeben.

Es ist A, = E (An — Ant1)  ( Reduktionssatz )

n=1

[M]e

= u(A41) = u( 3 (An — Anp))

1

0

Ay — Apy1)  ( o-Additivitat )

3
Il
—

ot

(4(An) — (Ang1))  ( Additivitit )

n=1

m

> (u(An) = i(Ant1))

n=1
= lim (u(A1) = p(Amtr))
= p(d) — mh_I_Téo H(Am)

I
=
g5

= lim p(4,) =0

”(2) = (1)”: z.z.: pist o-additiv.
Gegeben sei eine Folge (A, )nenw C R mit A;NA4; = 0 fiir ¢ # j sowie Z A, €R.
n=1
Esgilt: Y A\ > A, |0, (m— o)
n=1 n=1
= 1> AND A 10, (m— o)
n=1 n=1

= u(>_ An)=u(d_ An) 10, (m—o0) ( Subtraktivitit )
n=1 n=1

= u(>_ An) =D u(An) 10, (m—o0)  ( Additivitat )
n=1 n=1
dh. p(Y ] An) = u(An)
n=1 n=1

q.e.d.

Wie dieser Satz auf die Menge der Figuren im R? anwendbar ist, zeigen die beiden Bemerkungen nach der

folgenden Definition:
Definition 4: Fiir eine Funktion G : R? — IR definiere man fiir a,b € R?

aG= Y """ aw

d
ye X {faz,b5}

i=1

Dann heifit G A-isoton , falls AZG > 0 fiir alle a,b € R? mit a < b.

( a < b komponentenweise )

G heifit maBdefinierende Funktion, falls gilt:

(1) G ist stetig von oben: YV (an)nen C R? mit a,, | a € R? gilt: G(ay) | G(a)
(2) G ist A-isoton.



Bemerkung 0.5: Sei G :R?Y — R A-isoton. Dann existiert genau ein Inhalt g auf $g mit
der Eigenschaft (¥) p((a,b]) = ALG Va,b€ R mit a <b.

Beweis: Billingsley (1978), Beweis von Theorem 12.5
O

Bemerkung 0.6: Sei G :RY — R eine maBdefinierende Funktion. Dann ist der durch (0.5) gegebene

Inhalt auf &4 ein Pramafl auf $y.

Es folgt nun der Hauptsatz des Abschnitts, der den Vollzug des Schritts Pramafl — Maf} regelt:
Satz 0.7: ( Fortsetzungssatz von Carathéodory )

Jedes PramaB u auf einem Ring R in Q kann zu einem Maf ji auf o(R) fortgesetzt werden.

( gemaB i(A) := inf { > p(An) : (An)new CR, | 40 D A} fiir A € o(R).

n=1

Setze dabei inf {#} := oo )
Beweis: Bauer (1978), S.31 ff.

Danun By = o(Jq) = 0(S4) ( Bg = System der borel’schen Mengen in R? bzgl. euklid’scher Metrik )
gilt, kann man als Korollar zu (0.6) und (0.7) formulieren:
Korollar 0.8: Zu jeder maBdefinierenden Funktion G : RY — IR gibt es genau ein Maf y auf By

mit der Eigenschaft (k).
( Die Eindeutigkeit folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir MaBle ( vgl. W-Theorie 7.5 ) )

Soviel zum Maf)fortsetzungssatz und seinen Voraussetzungen/Anwendungen. Im néachsten Abschnitt wird
im Hinblick auf die Martingal- und Markoffketten-Theorie der schon aus dem elementaren Fall bekannte
Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit verallgemeinert. Im zweiten Teil des Abschnittes folgt dann,

aufbauend auf dem Begriff der bedingten Verteilung, die Definition des bedingten Erwartungswertes.

Abschnitt 1: Bedingte Verteilung und bedingter Erwartungswert

Zur Verdeutlichung der Problemstellung ein Beispiel aus der Warteschlangentheorie:

Ein Ankunftsstrom von Kunden eines Geschafts werde durch einen Zahlprozel (N;);>o eines Erneue-
rungsprozesses (1, )nen modelliert ( vgl. §32 W-Theorie ). (N;);>0 sei ein Poissonprozefl mit Intensitat A.
N; steht also fiir die Anzahl der bis zum Zeitpunkt ¢ ( einschlieflich ) eingetroffenen Kunden, T, ist die

Ankunftszeit des n-ten Kunden.

Eine Zufallsvariable X beschreibe die Serviceldnge, d.h. die Zeitdauer einer Bedienung. Diese werde un-
abhéngig von (Ny);>0 angenommen ( d.h. in diesem Beispiel, dal beim Personal weder Ermiidungs-

erscheinungen noch Lerneffekte bei fortschreitender Zeit auftreten ).

Mit Y werde ferner die Anzahl der Kunden bezeichnet, die wahrend der ersten Bedienung ankommen,

man definiert daher Y(w) := Ny()(w) .



Fragt man nun nach der bedingten Wahrscheinlichkeit, daf bei einer Bedienungszeit z des ersten Kunden k
neue Kunden eintreffen, so ist dieses Problem in der Anschauung leicht 16sbar: ( vgl. §32 W-Theorie )

Az)k

PlY =k| X =2] =P[N, = k] = O(Az, k) = o—re A2 ]‘:')

Problematisch wird die Fragestellung nach der bedingten Verteilung jedoch in dem Fall, wo X eine

Zufallsvariable mit stetiger Verteilung ist. Dann ist ndmlich P[X = 2] =0 Vaz und die elementare

PlY =k X =2]

Definition P[Y =k | X =2z] := P[X ==z]

0 sonst

falls P[ X =z] >0

versagt hier ihren Dienst, d.h. liefert i.a. falsche Ergebnisse.
Durch eine Setzung P[Y =k | X =2]=0 Vz,dh. P[Y =k | X = -] ist Nullfunktion, wiirden

namlich alle Informationen geloscht.

Ein Ansatz zur Losung dieses Problems ist die Einfuhrung von Ubergangswahrscheinlichkeiten:
Definition 1: Seien (Qi, 1), (Q2,F) Mefraume. Eine Abbildung @ : Q; x F5 — IR heifit
ﬁbergangswahrscheinlichkeit von Q1 nach Q, ( oder Markoff-Kern ), falls gilt:
(1) Q(=, -) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf F, Vz € O
(2) Q(-,C)ist F; — B-meBbar VC € F,

Zu dieser Definition einige

Bemerkungen: 1. Um Punkt (2) von Definition 1 zu verifizieren, hat man folgendes Kriterium:

Sei Fy = 0(Cy), wo Cy ein durchschnittstabiles Mengensystem ist. Dann gilt:

Q(-,C)ist Fy — B-mefibar VC € Fo <= Q(-,C) ist F; — B-meBbar VC € Cq
2. Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Fs, so ist die Abbildung

Q(z,C) = p(C) auf Q; x Fy eine Ubergangswahrscheinlichkeit von Q; nach Q.
3. Ist f: Q1 — Qo mefbar, so ist Q(z,C) := §(¢)(C) eine I"Jbergangs—

wahrscheinlichkeit von €7 nach Q5.

1 fallsye M
Dabei sei 6, (M) = Einpunktmafl auf y.
0 sonst

Diese Ubergangswahrscheinlichkeit wird auch als degenerierte

Ubergangswahrscheinlichkeit bezeichnet.

Beweise: 1. 7=": klar
"Eigae M= {AeFy Q- A)ist F1 — B-mefibar } D Cs ist ein Dynkinsystem.
( vgl. §14 W-Theorie )
Esist 0 € M, da Q(-,0) = 0, also konstant und daher mefibar.
Ist Ae M = Q(-,A) ist mefibar
= 1-Q(-,A4)=Q(-, A°) ist meBbar, d.h. A € M.
Sind (A4;)jeny C M paarweise disjunkt = Q(-, A4;) ist meBbar Vi e N
= > Q(+, A)=Q(,)_ A ist meBbar, dh. Y A; € M.
i=1 i=1 i=1
— M ist ein Dynkinsystem — Fy =0(C2) = M.
2. Der Beweis ist trivial, da Q(z, -) = p ein Wahrscheinlichkeitsmafi und Q( -, C) konstant,
mithin mefibar.
3. Q(x, ) = b4(¢)( ) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 7.
Q(-,C)ist meBbar YC € Fo, da Q(-,C)"H1) = f~YC) € F.
q.e.d.



Im folgenden wird nun mit Hilfe einer Ubergangswahrscheinlichkeit ein Maf} auf F; ® Fy entwickelt,
dazu zweil vorbereitende Lemmata:
Lemma 1.1: Sei A€ F; ® F, und Q Ubergangswahrscheinlichkeit von 1 nach Q5. Dann ist
die Abbildung [z — Q(z, Az)] F1 — B-mefibar.
Zur Erinnerung: A, = {y € Qo : (2,y) € A} = 2-Schnitt von A.
Beweis: Der Beweis verliuft vollig analog zu dem von Lemma 20.3 der W-Theorie. Man zeigt, daB das
System M = {A € F1 ® Fp: 2 — Q(x, A;) ist meBbar } ein Dynkinsystem ist. ( leicht )
Da F; x Fo durchschnittstabil und F; x Fy C M
(A =A1 x Ay € F1 x Fy — Q(m,(Al X A2)x) =1a,(2) Q(a:,A2))
folgt: F1 @ Fo = M.
q.e.d.
Lemma 1.2: Sei f: Q) x Qy — R F; ® Fo-meBbar. Ist Q eine Ubergangswahrscheinlichkeit von

Q; nach Qs und existiert h(z) := / Q(z,dy) f(x,y) Yz € Qi,s0ist h F; — B-mefbar.
Qs
Beweis: ( vgl. Ubung, dort sogar  o-endliches Ubergangsmaf )

Man verwendet das Beweisprinzip fiir Integrale:

Ist f =14 fir ein A € F; @ Faq, so folgt: h(z) = Q(z, Az). h ist somit nach (1.1) mefibar.

Der weitere Verlauf des Beweises ( f = Z a; - la,, f>0, f beliebig ) ist einfach.

i=1

Nun die schon angekiindigte Definition eines Mafles auf F; ® F»s mittels I“Jbergangswahrscheinlichkeiten:

Satz 1.3: Sei Py ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf F; und @ Ubergangswahrscheinlichkeit von Q4
nach Q5. Dann ist P definiert durch

P[A] = (Py © Q)[A] = / Py(de) Qz, Ay) fir A € Fy @ Fo

das einzige Wahrscheinlichkeitsmafl P auf F; ® F» mit der Eigenschaft

P[A; x As] :/ Pi(dz) Q(z, Ay) fir Ay e F, i =1,2.
A
Beweis: Man bemerke, da die Definition von P nach (1.1) sinnvoll ist, da Q(z, A,) meBbar ist.
Das Integral existiert, da gilt: 0< Q(z,A4;) <1 Ve ey, A€ Fo.
Der Rest des Beweises verlauft vollig analog zu dem von Produktmaflen auf F; ® Fa,
( vgl. W-Theorie 20.7 a.) bzw. Ubung )

Es liegt nahe, fiir diese Art von Maflen den Satz von Fubini zu formulieren:
Satz 1.4: ( Satz von Fubini )

Sei Py ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 7, @ Ubergangswahrscheinlichkeit von Q4
nach Qs und f: Q) x Q5 — R Fi ® Fo-mefbar. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a.) Ist f>0,s0gilt (#*) / FfdP12Q)= / Pi(dz) / Q(z,dy) f(z,y)
QX0 Q4 o
b.) Ist fe E'P 00 ( d.h. f P; ® Q-quasiintegrierbar ), so ist die Abbildung

g(z) = / Q(z,dy) f(z,y) Py-fast sicher erklart. g ist aus [,’P und fir f gilt

Q2
die Gleichung ().



Beweis: Das Integral in a.) ist definiert, da nach (1.2) h(z) := / Q(z,dy) f(x,y) Fi — B-mefbar,

(27

auBerdem ist A > 0 wegen f > 0. Daher ist / Pi(dz) h(z) existent.
Q
Der Rest des Beweises verlauft wieder analog zu dem von Produktmafen.

( vgl. W-Theorie 20.7 b.) bzw. Ubung )

Bemerkung: Die Voraussetzung f € E’P 50Q in b.) tberpriift man durch Berechnung der
1
beiden iterierten Integrale fiir f* mit Hilfe von a.).

Spezialfall: Es gilt fiir f € £} 5 Q und A; € F;,i=1,2:

[ raeie@= [ P [ Q@ e

Ay XAy Ay

Dies ist eine direkte Folgerung aus (1.4 ) b.), wenn man statt f f-14,xa, einsetst

(f-layxa, € EIP1® Q) und faktorisiert.

Nun zurtick zum Problem der bedingten Verteilung einer Zufallsvariablen Y bzgl. einer stetig
verteilten Zufallsvariablen X: ( X,Y, 7 seien im folgenden, falls nichts anderes gesagt, Zufallsvariablen
auf (Q, F,P) mit Werten in (Qq, F1), (Qq, Fa) baw. (Qs, F3) )
Da die bedingte Verteilung im diskreten Fall erklart ist, verwendet man diese als Vorbild fir die Konstruktion
der bedingten Verteilung im allgemeinen Fall:
Ist X diskret, so gilt: P[X € A,Y € B] = Z P[YeB|X=z]-P[X=z] firdeF, BeF.
€A
Daraus wird im allgemeinen Fall: (x) P[X € A,Y € B] = / PX~!(dz)Q(x,B) fir A€ Fi, BEF,.
A
Man sucht daher als Analogon zu P[Y € B | X = 2] im diskreten Fall eine Funktion @ : Q1 x F» — R,
welche folgende drei Bedingungen erfiillen muf}:
1.) Q@ erfiillt die Gleichung (x).
2.) @ ist bzgl. seiner ersten Komponente F; — B-mefibar, damit das Integral in (%) definiert ist.

3.) Setzt man B := ), so erhdlt man: 0=P[X € A,Y € 0] = / PX~!(dz)Q(z,0) VA€ Fi,
A
also Q(-,0) =0 PX~!-fast sicher. ( W-Theorie 18.6¢c.) )
Analog: B=Q = Q(-,Q) =1 PX~!Afast sicher.
B = Z B, BieFy, = Q- ,Z B;) = Z Q(-, B;) PX™'-fast sicher.

i=1 i=1 i=1

Die Bedingungen 2.) und 3.) werden durch eine ﬁbergangswahrscheinlichkeit von 21 nach Qs
erfilllt, daher wird die folgende Definition sinnvoll:
Definition 2: a.) Eine Abbildung @ : Q; x F» — IR heifit bedingte Verteilung von'Y bzgl. X
falls sie erfiillt:
1.) @ ist eine Ubergangswahrscheinlichkeit von 21 nach Qs.
2) P(X,Y)"'=PX~"1@Q ( dies ist nach (1.3) aquivalent zu:
P[X €AY e B]=P(X,Y) [Ax B]=(PX'®Q)[A x B]

zfpx*me@B)VAeﬂ,Beﬁ)
A




Schreibweisen: @ =PY ™! | X =.,Q(z,B)=P[Y € B| X ==z]. Mit PY ™! | X = bezeichnet
man die Menge aller bedingten Verteilungen von Y bzgl. X.

Wie man Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichten beschreiben kann, so verfahrt man auch mit der

bedingten Verteilung:

Definition 2: b.) Sei v ein g-endliches Maf§ auf F5. Dann heifit eine F; @ Fa-meBbare Funktion
g: Q1 xQy —[0,00) eine bedingte v-Dichte von Y bzgl. X, falls die Abbildung

(z, B) r—>/ v(dy) g(z,y) ein Element aus IPY =1 | X = ist.
B

Bemerkung: Um nachzuweisen, daf eine Funktion g eine bedingte v-Dichte von Y bzgl. X ist, hilft

das Kriterium:
Ist g : Q1 x Qy —[0,00) Fy ® Fa-mefibar und / v(dy)g(z,y) =1 VYee,

(27

so ist Q(z, B) = / v(dy)g(z,y) Ubergangswahrscheinlichkeit von Q nach Q.
B
Um zu zeigen, daf ¢ eine bedingte v-Dichte von Y bzgl. X ist, miifite man nur
noch Punkt 2.) der Definition 2 a.) nachweisen.
Beweis: 1.) Q(z, -) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf Fs.
( Q(z, ) >0 wegen g > 0; Q(z,0) =0, Q(z,Qs) = 1 nach Voraussetzung,

Q(x,z A)) = Z Q(z, A;) nach monotoner Konvergenz )
i=1 i=1
2.) Es existiert Q(z, B) = / v(dy)g(z,y) = / 1p(y) v (dy) g(z,y)
B Q2
fir festes B € F5 und alle z € Q. Nach einer Vorstufe des Satzes von

Fubini ( W-Theorie 11.6 ) ist dann Q( -, B) F; — B-mefibar.
q.e.d.

Betrachte nun die Anwendung der vorigen Definition auf das Einfithrungsbeispiel:

n
Beispiel: Es war T}, := Z Z; mit unabhéngigen Z; ~ Exp(X). X war von den Z; unabhéngig ange
i=1

nommen. Es gilt fiir den Zahlproze (N;)i>o0 ( vgl. §32 W-Theorie ):
Ny =k — Tk§t<Tk+1

o0
Somit ist Y := Nx = E lyr,<x} Zufallsvariable und es gilt fir A € B:
n=1

P XeAY=k]=P[X AT, <X <Tiy1]
P[(X,(Tk,Tk_H)) EA] wo A = {(m,(s,t)) cx €A s<z<t}eBs

/ PX~' (dx)P[(Ty,Tky1) € Az] nach W-Theorie 13.4 c.),
A

da X,(Ty,Ty+1) unabhangig

PX ™' (dz)P[Ty < 2 < Thy1]

PX~!(dz)P[N, = k].

SO

Vergleicht man dieses Resultat mit obiger Definition, so stellt man fest:

Q(z, B) := P[N, € B] ist bedingte Verteilung von Y bzgl. X.



Benutzt man dieses Ergebnis, so kann man z.B. die Wahrscheinlichkeit berechnen, dafl &

Kunden wahrend der ersten Bedienung eintreffen:

P[Y

=k]=P[X €Y =k] :/ PX~! (dz) Q(x, k)
151

E/PX—l(dx)P[i x:k]E/PX_l(dx) 6_M'(Aifl)

Q1 Q1

Damit errechnet sich leicht der Erwartungswert von Y

E[Y

]sz.P[Y:k]:Zk./Px-l(dx)P[Nx:k]

E>0 k20§

= / PX~!(dx) Z k-P[N; = k] wegen monotoner Konvergenz

a k20

E/PX—l(dI)E[Nx]:/ PX~!(dz) Az =) -E[X]

Q9 Q1

E[ X ] ist die mittlere Servicedauer, A - E[ X ] wird als Verkehrsrate bezeichnet.

So sinnvoll die obige Konstruktion der bedingten Verteilung auch erscheint, es stellt sich natiirlich die Frage

nach der Existenz. Diese Frage beantwortet Satz 1.5, jedoch zuvor noch

Lemma 1.5':

Bewels: 7"=7:
2 <:77:

Sei Fy = 0(C3), wo Cs ein durchschnittstabiles Mengensystem ist. Dann ist @ bedingte
Verteilung von Y bzgl. X <—

(i) Q(z, -) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf Fy Vo € O

(ii)) Die Abbildung z — Q(z,C) ist F; — B-mefibar VC' € C,

(iii) P[Xe€eAYeC]= / PX~ ! (d2)Q(x,C) YA€ F, C€C
A
klar.
Die Bedingungen (i) und (ii) kennzeichnen nach Definition 1 und Bemerkung 1
Q als I“Jbergangswahrscheinlichkeit.
Die Bedingung 2 aus Definition 2 a.) erhilt man aus obiger Bedingung (iii) leicht per
Dynkinargument. ( man zeigt, daf§ fiir A € F; die Menge

Dy ={BeF:P[XeAYeB]= / PX~!(dx)Q(z,B)} ein Dynkinsystem ist )

A
a

Satz 1.5: ( Existenz der bedingten Verteilung )
Ist Qs borel’sche Teilmenge eines polnischen Raumes, so gilt: PY ™! | X =. £

Bemerkung:

Ein topologischer Raum £ heifit polnisch, wenn es eine seine Topologie definierende,
vollstandige Metrik gibt und wenn E eine abzahlbare Basis besitzt. Eine Metrik heifit
dabei vollstandig, wenn der zugehorige metrische Raum vollstandig ist. Eine abzahlbare
Basis ist ein System S von abzahlbar vielen offenen Mengen von E derart, daf sich jede
offene Menge aus F als Vereinigung von Mengen aus S darstellen lasst.

Die Bedingung ”polnisch” deckt alle Falle der Praxis ab.

Beweis: Hier wird der Fall Q5 = IR behandelt. Der allgemeine Fall wird dadurch geldst, daf falls Qs
abzahlbar ist, die elementare bedingte Verteilung existiert. Ist Q5 uberabzahlbar, so ist Q4
borel-isomorph zu R ( vgl. fJbung ). Ein Borel-Isomorphismus ist dabei eine bijektive,
in beiden Richtungen borel-mefibare Abbildung.

Das Ziel des nun folgenden Beweises ist die Konstruktion einer Funktion G : R x 2, — [0,1]
mit der Eigenschaft r — G(r | z) ist Verteilungsfunktion zu PY =1 | X = 2, d.h. fiir z € Q;

gilt:

Grlz)=P[Y<r|X=2] VreR.
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Deswegen wird der Fall Q2 = R gewahlt, da ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B; eindeutig
durch seine Verteilungsfunktion bestimmt ist ( W-Theorie 7.13 ) und eine Verteilungsfunktion
einfacher zu konstruieren ist als ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
1. Schritt: Konstruktion einer PX~!-Dichte F(r|-) von P, X1, r € @,

wo P, X71[A] == P[Y <r, X € A] (<P[X € A]=PX~!A]) fir A e Fi.

Beh.: IF(r|-): @ — [0,00), welches Fi-mefibar ist und welches erfiillt:

PlY <r, X€A]= / PX~ Y (de)F(r|z), re@
A
L. Beweis: lyy<,} € L2P)={fQ—R:f F-meBbar, bzgl. P quadratisch integrierbar }
Wihle F'(r | -) € E[1{y<,} | X = -] = Menge der bedingten Erwartungswerte
von liy<,} gegeben X. ( £L2-Definition )
F ist nach dem Projektionssatz fiir Hilbertraume existent ( vgl. Statistik 4.3 ).
Nach Statistik 4.4 gilt dann: E[l;y<,1(1ao X)] =E[F(r| X) (140 X)]

(<= P[Y<rXeAd]l= / PX ™" (dz) F(r|z))
A
2. Beweis: Wie oben schon angedeutet, gilt P, X"![A]<PX~[A] VA€ F
= P, X' << PX' dh. P,X!ist PX '-stetig. Daher besitzt P, X!
nach dem Satz von Radon-Nikodym eine PX~!-Dichte F(r | -).
2. Schritt: Konstruktion einer Menge M C Q, so daf F'(- | z) isoton auf ) V& € M.
Es gilt fur alle A € F; und alle r < 7' mit r,7’ € @

/ PX~!(de) F(r|z) < / PX~!(de) F(r' | 2) < / 1 PX~1(dz)
A A A
wegen P[Y <r, X e A]<P[Y <, XeA]<P[X € A].
Da die Ungleichungskette fiir alle A € F; gilt, sind die Integranden vergleichbar.
( W-Theorie 9.20 a.) )
Mit M(r,7") .= {2 €Q: F(r|z) < F(r' | 2) <1} definiert fir r,7' € @ mit r < r’ erhalt
man somit: PX ™[ M(r,7)] = 1. Dies gilt ebenso fiir M := ﬂ M(r,7") € Fy, da
r<rl;r,r €@
M abzahlbarer Schnitt von Mengen mit dem Maf 1.

3. Schritt: Konstruktion einer Menge M’ C M C Qq, so dafi V& € M’ F(-| z) rechtsstetig
in allen » € @ ist. Es gilt fur » € @ und alle A € Fy:
(+) P[Y<rXeA]l= lm P[Y<r XeA]
r'lr, r'e@
Ferner ist / PX~1(dx)F(r|z)- 1pm(x) @ / PX~!(dx) F(r| )
A A
—P[Y<rXcA]

I+

lim P[Y <7 X e€A]

rlilr, r'e@
= i PX~!'(de)F(v' |z
Ldim [ PXT @ PO )
A
(%) . -1 !
= 1 PX dx) F -1 :
Lim [ PXT A O 2) L)
A
() / PX~! (d2) (, lim_ F('| 2)) - Lu()
J ,

Dabei gelten () wegen PX~!1[M] =1 und (*x) aufgrund majorisierter Konvergenz
( der Integrand ist fallend in #/, beschrankt durch 1 und 0 ).
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Da diese Gleichungskette fiir alle A € F; stattfindet, gilt nach W-Theorie 9.20 b.) fiir

die Menge M’ := ﬂ{xEM: F(r'|z)=F(r|z)}: PX YM]=1.

i
re lr,r'e@

. Schritt: Vollig analog zu Schritt 3 konstruiert man eine Menge M” C M’ C M C Q; mit

den Eigenschaften PX [ M"] =1, lim @F(r |z) =0 VYaze M"” und
r——00, re€

lim F(r|z)=1 VYae& M" mittels den Bezichungen

r—oo, re

P[Xe€A]= 1lm P[Y<L<r,XcA]lund 0=P[0]= lim P[Y<r', X € A]

r'—oco, r'eqQ rl——oc0, r'e@

Somit hat man die gesuchte Funktion G(r | z) fir r € @ auf einer Menge M C ©Q; mit
PX~1[M"] =1 in Form von F schon konstruiert.

5. Schritt: Ausdehnung der Konstruktion auf IR und ganz Q;:

inf  F(r'|z) furze M’
r'e@Q;r'>r

1[0700)(7°) fur ¢ M
Mit dieser Definition wird G( - | ) Verteilungsfunktion Va € ;.
( Der Fall 2 ¢ M" ist trivial. Fiir z € M" sind die Bedingungen G(—oco | 2) =0
und G(oo | #) = 1 trivial. Die rechtsseitige Stetigkeit von G(- | z) in r € R folgt aus der

Definiere fir 2 € Q;, reR G(r|z) = {

Tatsache, dafl es wegen der Isotonie von G( - | &) geniigt, die Bedingung G(v' | z) | G(r | z)
fur ' |  nur im Falle ' | r, ' € @ zu betrachten.
Dann ist namlich wegen Schritt 3 G(r' | ) = F(v' | ) und F(r' | 2) | G(r | ) aufgrund
der Infimumseigenschaft von G(r | 2). )
Ferner ist G(r | -) Fi-mefibar Vr € @, da wegen Schritt 3 G(r | z) = F(r | z) firre @
und 2 € M”, dh. G(r|z)=F(r|z) Ipm(x)+ 1[o,00)(r) - Tane ().

. Schritt: ﬁberpriifung, ob (G die bedingte Verteilung liefert:

Sei Q(z, - ) das zur Verteilungsfunktion G( - | #) gehorende Wahrscheinlichkeitsmaf

(vgl. W-Theorie 7.13 ) und J! := {(—oo,r] : r € @}. Q(x, ) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf By Ve € Q. Nach Schritt 5 ist die Abbildung z — Q(z, C) fiir C' = (—o0,r] € J!

Fi — Bi-meBbar, da Q(aj, (—o0, r]) =G(r|2).

Aufgrund dieser Identitat gilt fir C auch P[Y € C, X € A] = / PX~!(dz)Q(z,C), da
Q(z,C)=Q(z,(—o0,r]) = G(r | &) = F(r | ) auf M".
J! ist durchschnittstabiles Mengensystem und erzeugt By ( vgl. W-Theorie 6.5 ), es

folgt mit Lemma 1.5":  @(-, -) ist die gesuchte bedingte Verteilung von Y bzgl. X.
q.e.d.

Somit ist die Existenz einer bedingten Verteilung geklart, es stellt sich nun die Frage, inwiefern sie

eindeutig ist:

Satz 1.6:

( Eindeutigkeit der bedingten Verteilung )
Sei Q € IPY ! | X = und @’ eine [anergangswahrscheinlichkeit von Q7 nach Q5. Dann

sind aquivalent:
(1) @ePy|x=.
(2) Q(-,B)=Q'(-,B) PX~!fastsicher VB e F,.

Beweis: Der Beweis ist leicht, vgl. Ubung.

12



Bemerkung: Verschiedene Elemente aus IPY ~! | X = - bezeichnet man auch als Versionen
von PY~1| X =.

Es folgen nun einige Eigenschaften der bedingten Verteilung wie das Verhalten bei stochastischer
Unabhangigkeit sowie die Einfithrung eines "bedingten Bildmafles”:
Satz 1.7: a.) Es sind aquivalent:
(1) X,Y sind unabhéngig
(2) 3Q ePY~1| X = sodaB Q(z,-) von z unabhangig ist
(3) Die Abbildung (z, B) — P[Y € B] ist eine Version von PY~! | X =.
b.) Sind X, (Y, Z) unabhangig, so gilt:
Die Abbildung (2,2, B) — P[Y € B | Z = z] ist eine Version von PY~! | (X,7) = -
c.) 7bedingtes BildmaB”: Sei T : Q; x Q5 — Q' mefibar und Q € PY~! | X =
Dmnm(HquYp”yX:@:4mﬁwxzxﬂﬂagfﬂdhmn

Qr = Q(m,{y :T(z,y) € B}) gilt: Qr € ]P(To (X,Y))_1 | X =-
Beweis: a.) ist leicht zu beweisen, die Teile b.) und c.) beweist man mit Hilfe von (1.3), den

elementaren Eigenschaften der stochastischen Unabhangigkeit sowie der Integration
mittels Bildmaf ( vgl. Ubung ).
Beweis von a.):
"(1)=(3)”: Fir Ae F1, B e F, gilt:

P[X €AY € B]=P[X € A]-P[Y € B] nach Definition der Unabhangigkeit

E/PX*umHYem
A
und somit PY~! € IPY~! | X = . nach Definition 2.

"(3)=(2)": Q = PY~!

"(2)=(1)’: P[Xe A YeB]= / PX~!(dz)Q(B) nach Voraussetzung
A
=Q(B) P[X € A]
Setze A := Q1 =— P[Y € B] = Q(B).
q.e.d.

Soviel zur Definition der bedingten Verteilung und ihren Eigenschaften. Analog zum nicht bedingten Fall

definiert man den bedingten Erwartungswert mittels der bedingten Verteilung:

Definition 3: Sei Y eine Zufallsvariable mit Werten in (R, B) ( also Qs = R ), so dal E[Y] existiert.
Dann heifit f:Qy — R ein bedingter Erwartungswert von' Y bzgl. X, falls ein

Q €PY~1 | X = . existiert mit der Eigenschaft f(z) = / Qz,dy)y firz € Q.
R

Schreibweisen: f=E[Y |X =-], f(z) =E[Y | X =2z] und fEE[Y | X =]

Bemerkung: Man vergleiche: E[Y]:/PY“l(d'y)y

=]
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Mit Satz 1.7 ergibt sich ein
Spezialfall: Sind X,Y unabhingig, so gilt: E[Y]€E[Y |X =-].
Beweis: X,Y unabhingig = PY~'ePY"!|X =

= f(z) = /PY‘l(dy)yEE[Y]EIE[Y|X:~]

R
q.e.d.

Der nachstehende Satz gibt einige Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes wieder, speziell die
Existenz- und Eindeutigkeitsfrage sowie eine Charakterisierung, die manche Autoren als Definition

des bedingten Erwartungswertes verwenden:
Satz 1.8: Sei Q; = R und es existiere E[Y]. Dann gelten die folgenden Aussagen:
a.) Existenz: E[Y | X =-]1#0
b.) Eindeutigkeit: Sei g €IE[Y | X = ]und f:Q; — IR eine meBbare Funktion.
Dann gilt: fEE[Y | X = ] <= f=g PX~!fastsicher
¢.) Charakterisierung:

(1) f:Q1— R ist F; — B-meBbar

FEE[Y |X =] < (2) / fdPX™! existiert

951
(3) / Y dP = / fdPX™' VAeF
{XeA} A
Beweis: a.) Nach Satz 1.5 existiert ein Q € PY~! | X = - . Mit 7 : Q; x R — R als Projektion

auf die zweite Komponente gilt dann: E[Y] existiert <= E[m3 0o (X,Y)] existiert

Esist E[Y] = E[m 0 (X,Y)] = / 0 (X,Y)dP = / mo dP(X,Y)"!
Q Q1 xR
= / 72d(PX~1 ® Q) nach Definition der bedingten Verteilung.
Q1 xR

Da E[my 0 (X,Y)] existiert, ist w5 € E’PX_1® 0 und (1.4) b.) ist anwendbar:

/ mdPX'oQ)= / PX~! (dzx) / Q(z,dy) ma(z, y)
xR 931 R
= [px~t () [ Qedy)y
(971 ﬁ
Mit (1.4) b.) folgt ferner: Es existiert eine Menge M € F; mit der Eigenschaft

PX~1[M]=1,so0 daB / Q(z,dy) y existiert Va € M.
R

Qz, ) firzeM
Wiahle nun Q*(z, -) := mit g wie in Bemerkung 3.

So(+) flirzg M
Dann ist Q* Ubergangswahrscheinlichkeit und es folgt mit (1.6): Q* e PY~!| X =

Auflerdem existiert dann / Q*(z,dy)y Vx € Qy, eine Version aus E[Y | X = -] ist

R
somit konstruiert.
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b) "<": Sei QePY ™! | X =. mitg(z)= / Q(z,dy)y . Es gilt fiir die Menge

R
M = { f = g} nach Voraussetzung: PX~'[M]=1.

{ Q(z,) firzeM

Spay(-) fir z ¢ M
Dann ist @* € PY~! | X = . (‘analog zu a.) ) und es gilt:

Wiahle Q*(z, ) :=

flz) = / Q*(z,dy)y Ve e Q, alsoist f aus E[Y | X =-].
R
¢.) "= S fEE[Y | X=]= f(z)= / Q(z,dy)y firein QePY~!1| X =.
R
Aus (1.2) folgt sofort: f ist F; — B-meBbar, d.h. (1).

Da w3 wie in a.) gezeigt aus EPX_ ist, so ist nach (1.4)

®Q
= [@@d ) = [ Qadyy aus gy dh (@)

Fir (3) hat man die Gleichungskette ( A € F; ):

/ YdPE/(leX)~YdP

{XeA}

/ P(X (:L', y)) la(z) -y ( Bildmafiformel )

xR
/ PX '@ Q) (d(z,y)) 1a(z) -y ( Definition der bedingten Verteilung )

QxR
/PX Ydz) 1a(z /Q.’L‘ dy)y ( Fubini, da 14(z) - yEE’PX_ Q)
(911 R
E/PX‘1 (dz) f(z)
A

7<«<": Nach a.) existiert g e E[Y | X = -]. Mit ¢.) =" fiir g statt f gilt: ( A € Fy )

/ Y dP = / ¢gdPX~! und somit nach Voraussetzung:

{XeA} A

/ fdPX™! = / Y dP = / gdPX™! VAe F.
A [XeA} A
= f =g PX! fast sicher (W—Theorie 18.6 d.) )
Mithin gilt nach b.) ’<”: feE[Y | X =-].
b.) ”=": Bis auf den letzten Schluf} genau wie c.) ”<".
q.e.d.

Am Schluf3 dieses Abschnitts betrachtet man noch einige Spezialfalle der bedingten Verteilung und des
bedingten Erwartungswertes:
Definition 4: Tiir C € F definiert man P[C' | X = -] := E[1¢ | X = -] als die bedingte Wahrschein-
lichkeit von C bzgl. X, analogP[C' | X =] := E[l¢ | X =]
Beachte: Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist wohldefiniert, da E[1¢] = P[] existiert.
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Definition 5: Sei ¢ Unter-o-Algebra von F und X : Q — € die Identitat, welche als F — G-mefibare
Abbildung aufgefafit wird ( d.h. @; = Q, F; =G ). Dann definiere fir C € F
P[C|G](-) := P[C| X =] als bedingte Wahrscheinlichkeit von C bzgl. G.
Analog bezeichnet man PY ™! |G :=PY~! | X = . als bedingte Verteilung von Y
bzgl. G. Ist Y eine erweitert reelle Zufallsvariable, d.h. (Qa, F2) = (R, B), und existiert
E[Y], so heift E[Y |G](-) := E[Y | X = -] bedingter Erwartungswert von Y bzgl. G.
Schreibweisen: E[Y |G] := E[Y | X = .],PY"! |G .= PY~!|X ="

Bemerkung: Esgilt: Qe PY~! |G
<:)> 1.) @ ist Ubergangswahrscheinlichkeit von (€, G) nach (Qq, F2)

2) P[GN{Y € B}] = / Q(w, B)P(dw) YG€EG, BeF
G
I1.) . . o .
<= 1.) und 2.)* Q(-, B) ist bedingte Wahrscheinlichkeit P[Y € B |G] VB € F,

Beweis: I.) ist genau Definition 2 a.), esist hier { X e G} =G VG €G
sowie PX ™1 lg=Plg (lg bedeutet: eingeschrankt auf G )
I1.) gilt, da 2.)* <= 2.) mittels den Identitaten
Q(-,B)=P[YeB|G]=P[YeB|X="]=E[lyen} | X =]
Somit gilt nach (1.8) c.) :
P[GN{Y €B}]= / liyen)dP = / Q(w, B)P(dw) YG€G, BEFs.
G G

Mit geringer Transferleistung 148t sich analog zu (1.8) formulieren:

Satz 1.9: a.) Existenz: E[Y |G]#0
b.) Eindeutigkeit: Sei ¢ €IE[Y |G], f: Q@ — R G — B-mefbar. Dann gilt:

FEE[Y |G] <= [f=9g P(|g)—fast sicher
() f:Q— R ist G — B-mefbar

(2) /fdP existiert

Q

(3) /YdP:G/fdP VG eg

G

c¢.) Charakterisierung: f € E[Y |§] <

Bemerkung: 1.) Diesen Satz beweist man mit der Vorgehensweise in obiger Bemerkung.
2.) Dainb.) fund g G — B-mefBbar sind, so sind die Aussagen [ f =g  P-fast sicher ]
und [ f =g P |g-fast sicher | hier dquivalent. ( leicht )
Definition 6: Mit o(X) := X~YF)={{X € A}: A€ F} definiert man
E[Y | X] := E[Y | 0(X)] als die Menge der bedingten Erwartungswerte
von Y bzgl. o(X).
Bemerkung: Beachte, da8 o(X) eine o-Algebra auf F ist, daher macht diese Definition Sinn.
Es gilt: B[Y |X]={foX:feE[Y|X=":]}(vgl Ubung)
Dies zeigt man mit Hilfe der Sdtze (1.8) c.) bzw. (1.9) c¢.) unter Zuhilfenahme
der Aussage, daf8 eine Funktion g genau dann o(X) — B-mefbar ist, wenn eine mefbare

Funktion f existiert, welche die Gleichung ¢ = f o X erfullt.
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Die letzten Satze dieses Abschnitts erfassen einige wichtige Eigenschaften der bedingten Erwartung.
Speziell werden die schon aus dem nicht bedingten Fall her bekannten Aussagen iiber monotone

Konvergenz bzw. das Lemma von Fatou verallgemeinert.

Satz 1.10: Sei G C F eine Unter-o-Algebra sowie Y, Y’ quasiintegrierbare erweitert reelle Zufalls-

variablen. E[-| G] stehe fiir eine beliebige Version. Dann gelten:
a.) Ist E[| Y |] < o0, so existiert eine reellwertige Version f € E[Y | G].

b.) Ist Y <Y fast sicher = E[Y |G] < E[Y' | G] fast sicher. ( Isotonie )
Ist speziell Y > r € R, so existiert ein f € E[Y | G] mit f > r.

c¢.) Gilt i) E[|Y |]<o0, E[]Y']]< o0, a0, FER

oderii) Y >0,Y’' >0, a, 8 > 0, dann gilt:

E[aY +8Y' |Gl =aE[Y | G] 4+ BE[Y’ | G] fast sicher.  ( Linearitét )
d.) Ist Y G-meBbar,soist Y e E[Y | G].

e.) Sei G’ Unter-o-Algebra von G. Dann gilt:
E[E[Y |G]|G'| =E[Y |G'] fast sicher. ( Sukzessive Konditionierung )

f)Ist E[|Y |]<o0,¢9:R — R konvex und E[|goY |] < o0, so gilt:
g(E[Y | G]) < E[goY | G] fast sicher. ( Jensen’sche Ungleichung )

g.) Seien Y, Y - Y’ integrierbar oder Y, Y’ > 0. Ist ferner Y’ G-mefibar, so gilt:
E[Y - Y'|G]=Y'"-E[Y |G]. ( Faktorisierung )

h.) Sei Q5 beliebig, d.h. Y nicht notwendigerweise erweitert reell. Des weiteren seien
T:01 xQy— R Fi ®F, — B-mefibar, X G — Fi-meBbar, E[T(X,Y)] existent
und PPY~! | G # 0. Existiert ferner fiir @ € IPY~! | G und alle (z,w) € Q1 x Qs

hMz,w) = / Qw,dy) T(X(w),y) , so ist b Fi @ Fo-meBbar und es gilt
Q2

E[T(X,Y)|G)(w) = h(X(w),w) P-fast sicher.

Beweise/Bemerkungen: ( vgl. auch Ubung )

Die Aussagen a.) - f.) gelten auch fiir Erwartungswerte E[ - | X = -] anstelle von E[ - | G].

Im Beweis der Aussage a.) gilt fiir jede Version, daf sie fast sicher reell ist. Man andere sie auf
der Nullmenge, wo sie die Werte 400 bzw. —oo annimmt, ab und gebe ihr dort reelle Werte.
In b.) erhilt man analog Versionen, die fast sicher > r sind. Man gebe ihnen auf der Menge
{f < r} den Wert r.

Die Aussagen c.) - e.) beweist man leicht.

Beweis von f.):  ¢g(E[Y | G]) hi) g(/ Q(-,dy) y) fir @ € PY~! |G, h.) angewandt auf
R

Q(-,dy)g(y) nach Jensen ( vgl. W-Theorie 14.13 )

IA
Flo—

h.
:) E[goY |G] wie oben
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Beweis von g.): Beweisprinzip fiir Integrale ( mafitheoretische Induktion ):

Fir Y’ := 14, A€G und Y > 0 gilt fur alle G € G:

/1A~E[Y|g]dP: / E[Y | G]dP

G GNA

= / Y dP  mnach Satz 1.9 c.)

GNA

:/ 1a ~YdPE/ E[la-Y |G]dP nach d.)
G G
Die restlichen Schritte sind leicht.

Beweis von h.): Mit X% : (Q,F) — (Q,G) als Identitat und G € G gilt:

Satz 1.11:

Beweis:

a.)
b.)

/T(X,Y)dPE/T(XoXO,Y)~1GoX0dP
G Q

= / T(X(w),y) 1lg(w)P(X°, Y)" 1 (d(w,y)) (BildmafBiformel)

- / T(X(),y) - lew) (P(X*)~" © Q) (d(w, )

Ox0g

(fir Qe PY~1|G)

:/.P(XOZ)‘l(dw) / Q(w,dy) T(X(w),y) nach Fubini

= / P(dw) h(X (w),w)

G

Seien (Yp)nen, erweitert reelle Zufallsvariablen auf (2, F, P) mit E[ Y, ] < oc.
Ist dann G eine Unter-o-Algebra von F, so gelten:

Monotone Konvergenz: Ist Y,, <Y,41 fast sicher Vn € IN,, so ist

E[ lim Y, | G] = lim E[Y, | G] fast sicher.

Lemma von Fatou: Gilt Y, > Y| fast sicher Yn € IN, so hat man

E[ lim Y, | G] < lim E[Y, | G] fast sicher.

n—oo n—o00

Man betrachte dazu W-Theorie 10.1, (1.8) ¢.), 1.10 b.) sowie W-Theorie 8.14 .

Der Beweis erfolgt analog zu dem im nicht bedingten Fall ( siehe hierfiir W-Theorie 10.6 ).

ad

Soweit die Ausfihrungen zu bedingten Verteilungen und bedingten Erwartungswerten.

Es folgt nun eine Erweiterung/Verallgemeinerung der Mafitheorie durch die Einfithrung von Maflen auf

abzahlbar unendlichen Produktraumen.
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Abschnitt 2: Mafle auf unendlichen Produktraumen

Durch die bisherige Theorie der Produkte endlich vieler Wahrscheinlichkeitsraume war es moglich, fiir
die Durchfithrung von n € IN unabhangigen Experimenten mit zufalligem Ausgang ein stochastisches Modell

zu erstellen ( vgl. W-Theorie 13.5 ):

Es seien n € IN unabhéngige Experimente E; durch Wahrscheinlichkeitsrdume (€;, 5, P;), 1 < i < n,
beschrieben ( d.h. es treten bei einem Versuch E; Werte aus Q; auf ). Man sucht einen Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, F, P) und Zufallsvariablen X; auf (2, F, P) mit Werten in (;, F;), 1 < i < n, so daf} die X;
jeweils das Experiment F; beschreiben. Das heifit fur die X;:

1.) Xi,...,X, sind voneinander unabhéngig

2) Xi~P; dh PX;'=P;

Als Losung des Problems erhalt man: Q= X Q;, F = ®.7-'Z-, P =
2 )

¢ i=1 ¢

n

X P; und X; : Q — Q; als Projektion
=1

auf die i-te Komponente, 1 < i < n.

Mit dieser Theorie erfafit man jedoch nicht den Fall, dal man eine Folge (F;);en von Experimenten hat.
Handelt es sich in obigem endlichen Fall noch um ein n-stufiges Zufallsexperiment, wo man fiir jedes n

ein anderes stochastisches Modell benotigt, so mochte man fiir den jetzigen Fall ein einheitliches Modell mit
einem einzigen Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) konstruieren.

Die Konstruktion eines solchen Wahrscheinlichkeitsraumes wird ein wesentliches Ziel dieses Abschitts sein.

Zunachst jedoch noch einige

Voriiberlegungen: Seien Mefiraume (€;, F;) und Projektionen m; : X €; — €; gegeben, i € IN.
ji=1

Man definiert sich folgende nutzliche Mengensysteme:
Fn = {0 X X Qg X Ap X Qg1 X .| Ap € Fp} = 271(Fn) = o(mn)

N

X Fi = { A1 x ... xApx Qi x ... |A€F,1<i<n}=(m,...,m) Y
:1

Il >< 3
Ny
SN

i i

sowie ®fi = {Bp xQny1 X ...|Bp € ®fi}: (7r1,...,7rn)_1(®fi)
i=1 i=1

=o((m,..., ™))

Schreibweisen: o (Y;, t € T) = (r( J(Yt)), wo o(Y;) schon in Abschnitt 1 definiert.
teT

Esgilt: o(Yy,t€T)=0o((Ys,t€T)) (vgl Ubung )

[ee]
Nun ein Lemma, welches die Struktur von ®fi naher beschreibt, was fiir die nachsten Beweise hilfreich
sein wird: i=1

Lemma 2.1: Es gelten die Identitaten

RF=o |JF =0 | g Fy=o | RFE)
i=1 n=1 n=1"" n=1 i=1
I 11 111 v
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e
—

Beweis: Da 7, C X 7 C R F folgt sofort IICHICIV.
i=1 i=1
mn: f Q; — Q, ist nach obigem II — F,,-mefbar. Mit W-Theorie 8.10 folgt daher:
i=1
(w1, w2, ...) ist II-T-meBbar. Da aber (71, 72,...) =id folgt: ICII
X

=1

Des weiteren ist m, I—F,-meBbar, da ]/-; C L

= (m1,...,m) ist I— ® F;-meBbar nach W-Theorie 8.10

=1
= QF=(m,...m) (R F)cl =IVCl
i=1
q.e.d.

Eine Verallgemeinerung dieses Lemmas stellt dar:

Lemma 2.2: Seien Mefiraume (Q, F), (i, F;)ien und Abbildungen X; : Q@ — Q;, i € IN, gegeben.

[e 0]
Dann ist 4 := U o(X1,...,Xn) eine o(X1,Xs,...) erzeugende Algebra.

n=1
Beweis: 1.) A ist eine Algebra, da o(Xy,..., X,) Algebra VYn € N ( leicht ).
2) Dao(Xi,...,X,) Co(X1,Xo,...) VnéeN, folgt sofort o(A) C o(X1, Xo,...).
Ferner ist X; o(A) — Fi-mefibar, d.h. ¢(X;) C o(A) Vie N.
Daher wieder mit W-Theorie 8.10 : 0'((X1,X2, .. )) =0(X1,X9,...) Co(A)

Beispiel: U ®fi ist eine Algebra, welche ®]—'Z- erzeugt.
n=1 i=1 i=1

Beweis: Setze X; := m;. Der Rest ist nach obigem klar.

i=1

Nun der angekiindigte wichtige Satz, der ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf ( X €, ® F;) liefert.
i=1

Diese Version des Produktmafsatzes fiir den abzahlbar unendlichen Fall wird nur fur Wahrscheinlichkeits-
mafe gezeigt, die nachstehende Konstruktion ist nicht auf beliebige Mafle ausdehnbar. Der Fall iiberabzahl-

barer Produktraume wird hier nicht behandelt.
Zunachst jedoch noch eine weitere

Voriiberlegung: Seien Mefraume (Q;, F;)iev gegeben. @ sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf 7 und Qp 41

eine Ubergangswahrscheinlichkeit von X €; nach Q,41, n € N. Dann ist die Setzung

i=1
n+1 n
® Q; = (® Qi) ® Qn41 wohldefiniert, da man induktiv zeigt:
i=1 i=1

n n
® @; ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf ®fi. Die Verknipfung

i=1 i=1

n
(® Qi) ® Qn41 ist daher nach (1.3) definiert, es gilt fiir A; € F;, 1 <i<n:

i=1

®Qi[A1><...><An]: Q1 (dw1) | Q(wi;dws). ..
i=1 Z A{

cee / Qn—l(wla sy Wn—2; dwn—l) Qn(wly . wwn—l;An)
An-1
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Satz 2.3: ( Tonescu-Tulcea )
Seien Mefiraume (£;, F;)ien gegeben, @1 sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf 7y und Qp41

. n
eine Ubergangswahrscheinlichkeit von ¥ €; nach Q,41, n € IN. Ferner seien
i=1

(0]
T _)(1 Q; — Q; die Projektionen, j € IN. Dann gelten:
1=

) o0
a.) Es existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf ( ¥ €, ®fl) mit der Eigenschaft
i=1

i=1

P[A; x ... x Ap X Qpy1 X ...] = ®QZ~[A1><...><A,I]
i=1
E/Ql (dwl)/Q(wl;dwz)...

cee / Qn—l(wla . ~~;wn—2;dwn—l) Qn(wla e -:wn—l;An)
An—l

VA; € F; Vn € IN. Schreibweise: P =: ®Qz
i=1
) o0 n
b.) P ist das einzige Wahrscheinlichkeitsmafl auf ( X €, ® F)mit P(my, ..., m) " = ® Q;,
i=1

- i=1 i=1

d.h. ® Q; ist die gemeinsame Verteilung der m;, 1 <17 < n, bzgl. P.

i=1
) [ee]
c.) P ist das einzige Wahrscheinlichkeitsmafl auf ( X €, ®fl) mit Q; = Pa7 ! und
i=1 i=1
Qny1 = PW;_Il_l | (m1,...,m) =+, d.h. Qpn41 ist bedingte Verteilung von m, 41
bzgl. (m1,...,m,) unter P.

d.) Berechnung von Integralen:

Fiir jede Abbildung f: X Q; — R mit fo(m,...,m,) € E’P gilt:
=1

2

/fo(ﬂ-l,...,wn)dP: / fdé@i

X
i=1 3

i=1
:J Ql(dwl)/...Q[ Qn(wi, .., wn_1;dwy) flwi,...,wn)

Q2

Beweis: a.) Dieser Teil wird nun mit der Vorgehensweise aus Abschnitt 0 bewiesen.

n+1 n
I.) Die Setzung ® Q; = (® Qi) ® Qn41 ist wohldefiniert ( siehe oben ).
i=1 i=1

[e ]
I1.) Definiere A, := o(7y,...,7,). Dann ist A, o-Algebra auf X Q; und es gilt
i=1

1=

Ap C Apyr ( d.h. (Ap)new ist eine Filterung in ®]—‘i , siche spater )

i=1
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e

i=1

Nach obigen Betrachtungen war A, = o(71,..., ™) = ®fi . Daher wird durch die

n n
,wo B’ € ®fi , ein Wahrscheinlichkeits-

=) Q:i[B'] _

Setzung Pp[B' x Qpy1 X ...]
i=1

maf} auf A,, definiert.
I.) A = U A, ist nach (2.2) eine ®Ti erzeugende Algebra.

n=1 i=1

Auf dieser Algebra ( = Ring mit ¥ Q; ) definiert man nun einen Inhalt Py:
i=1

IV.) Definiere Po, : A — [0,1] durch P [B] := P,[B], falls B€ A, .

Beh.: P, ist wohldefiniert
Beweis: Da (Ap)pen Filterung gilt: Be A, = Be A, Yn>m
=B" X Qpuy1 X ...,0E.n>m

Sei daher B = B’ x Qp41 X ...
= B'=B" x Q41 X ... xQ,

= P,[B]=QRQi[B' 1= (R Qi [B” x Qg1 x ... x Q]
i=1 i=1

) R Qi[B"] = PulB]
i=1
(4+) berechnet man leicht mit (1.3) oder (1.4). Dabei wird benutzt,

daBl Q; (-,€;) = 1 ist. Hier versagt die Konstruktion fiir allgemeine Mafle.

V.) Pw ist ein Inhalt auf A, da gilt:

Po[0]=Pi[0x Qx...]=Q:1[0]=0
Sind A4, B € A disjunkt, A € A,, BE Ay (0. E.m<n)

— AUBE€A,,da (Ay)nen Filterung

— P[AUB]=P,[AUB]=P,[A]+ P,[B] daP, ein Mafi und B € A,

=Po[A]+ Ps[B]
Als néchsten Schritt bendtigt man ( vgl. Abschnitt 0 ) das Vorliegen eines Pramafles auf A,

dies zeigt
VI.) P ist Pramaf auf .4. Zum Beweis dieser Aussage benutzt man das Kriterium

aus (0.4), d.h. es ist zu zeigen: P, ist (-stetig.
(Bn)nen C A ist antiton und lim Po[B,] >0

n—oo

Annahme:
[ee]
Dann ist zu zeigen: m B, # 0.
n=1
Sei dazu 0.E. By € An, dh. By = B} x Quy1 x ... mit B, € (X)Fi
i=1
coykn b+ 0.

[ Gilt namlich B, € Ay, , so setze m,, := max{ ki,

= B, € -Amn - -Amn+1: da k, <m, < Mp41
B, falls m, < m < mp41

Setze nun Bm =< o
X Q; fallsm<my
=1

1=

= By € Am, (| Bm =) Bnund lim Py[By]= lim Py[B,], da die Auf-
-1 —1 m—00 n—0o0

filllung der Folge (Bp)nen 2u (én)nelN deren Grenzwertverhalten nicht andert. ]
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() Esist (R Qi[B,] = / Q1 (dwr) Q) @i (w1 BL)
=1 o =2

n

= [ @uden) [ Qulwniden) @ Qi wr.ai BY)
o s i=3
n
wo®Qi(w1,...,wj_1;B;) = /Qj(wl,...,wj_l;dwj) /
=i Q; Q41
/ Qn (Wi, .., wn_1;dwn) 1 (w1, .. .wp).
Qn
n+1
Mit Byt = Blyy X Qupz x ..., wo Bl yy € R)F;, gilt:
i=1

B, D Bhy1 <= B, x Q41D B;z+1

Es folgt:  (++) / Qnt1(5dwntr) 1, (- wny1) < 1py ()

Qnt1
Daraus ergibt sich:
n n+1
(i) 1>21p()> Q) Qi(-:By)> Q) Qi(-;B41) firjeN, da
i=j+1 i=j+1
n+1
® @B = [ QaiCidos) [
=i+l Q41 Qj42
/ Qn+1(',wj+1;~~~;wn;dwn+1)1B;+1(',wj+1;-~-;wn+1)
Qnt1
(+4)
< /Qj+1(';dwj+1)/~~~
Qjt1 42
v | Qn (- wigt, . wnosdwn) 1p (- wigt, s, wn)
Qn
= QRQi(:B)< ... < / Qi1 (- dwjyn) 1p, (- wjt1)
i=j+1 Qs
<lp(-)

Mithin folgt aus (ii) mit monotoner Konvergenz:

0< lim Q) Qi[B)] Enlinolo/ Q1(dw1) X) Qi (w1; By) = / Q1(dw1) 1im Q) Qi (w1; By)
i=1 N i=2 Q0 =2

= @ € mit lim (X) Qi (@1; B),) >0
i=2
n

n
0 < lim X) Qi (@1;By) = Jim [ Qs (@1 dws) X) Qi (@1, w2; BY)
i=2

Qs 1=3

= / Q> (@15 dws) lim ® Qi (@1, ws; By)
Qs i=3

= 3 @y € Qy mit lim ® Qi (@1, 9; B,) > 0
=3

23



Induktiv: 3 (@p)new € X Q; mit
i=1

O<nli»nolo ® Qi(gla-":aj;B;)SlB;.(El:'-ij) VjeN

i=j41
[ee]
= (@1,@2,..)€B; VjEN = (| B #£0

j=1

Man hat also ein Pramaf auf A, der MaBfortsetzungssatz ist anwendbar:

VII.) P kann nach (0.7) zu einem Mafi P auf o(A) = ® F; fortgesetzt werden.
i=1
VIIL) Da P| 4 = P | 4 = Pn ist P normiert, d.h. P ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Wegen A; x ... x Ay x Qpy1 x ... € A, falls 4; € F; gilt:
P[A1 X ... x Ap X Qny1 X ... ]=EPu[A1 x ... x Ap X Qpyq X ..

E®Qi[A1><...><An]
i=1

d.h. P besitzt die in a.) geforderte Eigenschaft.
Zur Eindeutigkeit:

— —

IX.) Es war nach (2.1) o( U X Fi) = ® F; und U X F; ist durchschnittstabil,
n=1 i=1 i=1 n=1 i=1
daher folgt mit dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafie ( W-Theorie 16.2 ):

P ist als Wahrscheinlichkeitsmafl durch seine Werte auf dem Erzeugendensystem

I
P

U ; Fic|) QRFi=A festgelegt.
n=1 =1 n=1 i=1

b.) Fir A; € 7, 1 <i < n, war nach obiger Konstruktion:
n
®QZ~[A1 X...X A =P[A1 X ... x Ay X Qpy1 X ...
i=1

= P(?l'l,...,ﬂ'n)_l[Al X ... X An]
Die Eindeutigkeit folgt wie in a.) IX.)

c.) Es gelten die folgenden Aquivalenzen:
Pr !l =Q1; Quyr = PW;—il-l | (71,...,mp) =+ ¥YneN
<— Pﬂ'l_l =Qu; P(m1,.. ., Tn, Tng1) P =P(m1, .., )P @ Qnyr YR EN
nach Definition 2.a) in Abschnitt 1

< P(my,...,m)" 1 = ® Q:; VYn €N, was nach b.) gilt.
i=1
d.) Die Aussage folgt aus b.) und Integration mittels Bildmaf.
q.e.d.

Als Korollar dieses Satzes hat man den

Spezialfall: Sei Q; = P; und Qui1(wi,...,wn; -) = Pyy1 unabhingig von (wy,...,w,), n € N, d.h.
P, sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf F, . Dann erhalt man aus (1.3) per Induktion
® Q:; = X P; und die Aussage b.) aus (2.3) modifiziert sich zu
i=1

i=1

Pi[A;]
i=1 i=1

®Qi[A1x...xAnxQ,H_lx...]:(; P)[A1 x...x Ay] =
i=1

n
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Bemerkung: P, kann gemaf Bemerkung 2 in Abschnitt 1 als fJbergangswahrscheinlichkeit

aufgefafit werden.

Dies erfafit exakt

Korollar 2.4: Seien (Qn, Fn, Pp) Wahrscheinlichkeitsraume, n € IN. Dann existiert genau ein

Wahrscheinlichkeitsma8l P auf ( ¥ ©Q;, ® F;) mit der Eigenschaft
i=1 i=1
P[A1 X ... x Ap X Qng1 % ...] = [ Pi[A:] fiir A€ 7, 1<i<n, neN.

=1

S

P =: X P; heiit ( unendliches ) ProduktmafB der Wahrscheinlichkeitsmafie P,,, n € IN.
i=1

Bemerkung: Mit Hilfe dieses Korollars ist eine Berechnung der Wahrscheinlichkeit einer Menge
X A;, A; € F;, moglich,da Ay x ... x A, x Quypr x ... ] X Ai,n— oo .

i=1 i=1

Damit ist es moglich, eine Losung fur das Einfithrungsproblem zu finden:

Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsmodells unabhangiger Zufallsvariablen

Gegeben: Wahrscheinlichkeitsraume (2, Fy, Pp)nen

Gesucht: Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) sowie Zufallsvariablen X,, auf (Q, F, P) mit Werten in
MeBraumen(Q,, F)nen derart, daff gelten: 1.) Xy, X5, ... sind unabhangig
2) Xp ~P,,dh. PX,"' =P, VYneN

Loésung: ( analog zum endlichen Fall )

Setze Q := ¥ Q;, F = ® Fi, Xn = 7m0 Q — Q, Projektion, n € IN, sowie P :=
=1 i=1 2

DannglltfurAZE}'Z,lgzgn P[XleAl,,XnEAn]:P[A]_X oX Ay XQn+1X ]
= H P;[A;] mnach (2.4)
i=1

Wahlt man speziell 4; = Q; fir j #14, 1 < 7,7 < n, so erhalt man PXZ-_l[Ai] = P;[ 4;].
Daraus folgen die Punkte 1 und 2.

Man besitzt nun das notige Handwerkszeug, um als wichtige Beispiele von stochastischen Prozessen

Markoff-Prozesse einzuflihren ( diese werden in den spateren Abschnitten weiter vertieft ).

Definition 1: FEin stochastischer Prozef X = (X, )nen, mit Zustandsraum (S, S) heifit ein

( zeit- ) homogener Markoff-Prozefl ( mit Ubergangswahrscheinlichkeit Q ), wenn eine
Ubergangswahrscheinlichkeit Q von S nach S existiert derart, dafl die Abbildung
én : 8™« 8§ — R mit @n ((50, Cey sn);B) = Q(sn; B) erfillt:

(ME) @n ist unter P eine bedingte Verteilung von X, 11 bzgl. (Xo,...,X,), n € Ny.

Die Verteilung von X wird als Startverteilung von (X, )peN, bezeichnet. Ist S abzdhlbar,
so heiBit X Markoff-Kette mit Ubergangsmatrix IP = (pij)ijes, wo pi; = Q(i;{Jj}).

Bemerkungen: 1.) (ME) heifit Markoff-Eigenschaft: Bei Kenntnis des gegenwartigen Zustands eines

stochastischen Systems ( beschrieben durch die (X, )nen, ) hangt dessen

zukinftige Entwicklung nur von der Gegenwart ab, nicht von der Vergangenheit.
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2.) @n in obiger Definition ist eine Ubergangswahrscheinlichkeit von S™ nach S, da
@n((SO; ceySn); ) =Q(sn; ) V¥s; €85,0<1< n, sowie
@n( s B) = Q(’ﬂ'n( 9); B) VB €S, wo m, die Projektion auf die n-te Komponente.
3.) Aus (ME) folgt: @ ist eine bedingte Verteilung von X, 41 bzgl. X,, n € Ny
Denn fir A, B € § hat man die Gleichungskette
P[X, €A, Xny1 €B]=P[(Xo,..., Xn) €S" x A, Xpnt1 € B]
(ME)

~

P(Xo,..., Xn) " (d(x0, ..., 2n)) Qu((z0,...,2n); B)
S"xA
= / P(dw) @n ((Xo, ..., Xn)(w); B)
{(Xoy, Xn)ES™ XA}
- / P(dw) Q(Xn(w); B) = / PX=!(dzn) Qzn: B)
{Xn€A} A
q.e.d.
4.) Zeitliche Homogenitat bedeutet, dafl das System (X, )nen, zeitlich gleichbleiben-
den Umweltbedingungen unterliegt. Dies wird hier durch die Unabhangigkeit

von ) von n ausgedriickt.

Als direkte Folgerung aus (2.3) ergibt sich:

Korollar 2.5: Sei (S, 8) ein mefbarer Raum, v ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf S und @ eine Ubergangs—

wahrscheinlichkeit von S nach S. Seien ferner (Q,F) := ( X S, ® S)und 7, : Q@ — S

i=0 i=0
die Projektionen, n € INg. Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, auf
(Q, F) mit der Eigenschaft, daBl (7, )neN, unter P, ein homogener Markoff-Prozefl mit
Ubergangswahrscheinlichkeit @ und Startverteilung v ist.
Beweis: Setze in (2.3) Q1 = v und Quq1(21,...,2,; B) := Q(z,; B). Dann liefert c.) in (2.3)
zusammen mit einer Indexverschiebung die Behauptung.

q.e.d.

Damit hat man bereits die Existenz eines kanonischen Markoff-Prozesses auf einem speziellen Raum gesichert,
welcher in spateren Abschnitten noch eine Rolle spielen wird.

Von besonderer Gestalt ist der folgende Existenzsatz:

Satz 2.6: a.) Gegeben seien MefSraume (S, S) und (E, &), eine S® € — S-meBbare Funktion f : Sx £ — S
sowie eine Folge unabhangiger, identisch verteilter Zufallsvariablen (Z,),en auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit Werten in E. Durch die Definition Xy := ¢ € S,
Xn+1 := f(Xn, Zn+1), n € Ng, wird (Xp)nen, 2u einem homogenen Markoff-Prozefl mit
Ubergangswahrscheinlichkeit Q(z, B) := P[f(z,71) € B], B €8, und Zustandsraum S.

b.) Sei S borelsche Teilmenge eines polnischen Raumes und & die Borel-o-Algebra auf S.
Ist weiter 2o € S und @ eine Ubergangswahrscheinlichkeit von S nach S, so existieren
(Q,F,P), (E,€), (Zn)nen und f gemaf a.) derart, daB (X, )nen, definiert wie in a.)
auch ein homogener Markoff-Prozefi mit I"Jbergangswahrscheinlichkeit @ und Zustands-

raum S ist.
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Beweis: a.) Man zeigt: Q ist eine Ubergangswahrscheinlichkeit von S nach S und
@n ((xo, CeyEg); B) = Q(zn, B) ein Element aus IPX;_&1 | (Xo,...,Xn)="

I3

b.) Man setzt (E,€) == ((0,1),(0,1)NBy), Q= ¥ £, F:= Q) Emd P := X UO,1)
i=1 i=1 =1

sowie 7, : Q — F als die Projektion auf die n-te Komponente. Dann nutzt man aus, dafl
fur @ ein f mit den gewtnschten Eigenschaften mittels Pseudoinverser der Verteilungs-

funktion von Q(z, -) im Fall (S,8) = (IR, B) gefunden werden kann.

Als Beispiele fir Markoff-Prozesse kann man angeben:

Beispiele: 1.) Lagerhaltung unter einer (s*, S*)-Auffiillstrategie, s* < S*.
Man hat ein Lager mit der Kapazitat S* und fiillt dieses, sobald der Bestand unter eine
kritische Grenze s* sinkt, wieder ganz auf. Dabei werde die Nachfrage nach Giitern durch
eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen (Z,),en beschrieben,
d.h. Z, ist die Nachfrage nach Gutern in der n-ten Periode. Somit ergibt sich fiir den
Lagerbestand X, nach der n-ten Bestellung die Formel

Xo = S* (zB)

Xn — Zn41 falls X — Zp41 > 8*
Xn+1 =
S* falls X, — Zp41 < s*

= f(Xn)Zn+1)

Nach (2.6) a.) ist damit (X, )nen, €in homogener Markoff-Proze$3.

2.) d-dimensionale Irrfahrt
Sei (Zn)nen eine Folge von d-dimensionalen, unabhangigen, identisch verteilten
Zufallsvektoren und X,, := 2o+ 7Z1+...4+ 75, dh. Xpy1 = Xn+Zny1 = f(Xn, Znt1).

Fir (Xp)nen, gilt gleiches wie in 1.). Dieses Beispiel wird spater weiter vertieft.
Soviel zunachst zu Markoff-Prozessen. Eine wichtige Verallgemeinerung von (2.4) ist
Satz 2.7: ( Kolmogoroff, zeitdiskrete Version )
Gegeben seien Mefiraume (2, Fp)nen, wo Qp borelsche Teilmenge eines polnischen Raumes

und F,, die o-Algebra seiner borelschen Mengen ist. Ferner sei (P,)pen eine Familie von

n
Wabhrscheinlichkeitsmafien, wo P,, auf ® F; definiert. (Py,)nen sei konsistent in dem Sinne,
i=1

daB fiir B, € ® Fi, n € N, die Gleichung P,41[Bp X Qui1] = Po[Ba] stattfindet.

i=1

Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf ® Fi mit der Eigenschaft
i=1

P[B, X Qu41 % ...]=P,[B,] fir B, e® Fi,neN.

i=1
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Bemerkung: Setzt man P, als das Produktmaf der P; aus (2.4), 1 < i < n, so erhélt man die Aussage
von (2.4). Die Konsistenz ist auch in diesem Fall gegeben.

m
Beweis: Setze m, : X Q; — Q, als Projektion, n < m < oo, so ist Pyy1(71,..., 7))~ = P, nach
i=1

Voraussetzung. Gemaf (1.5) besitzt 7,41 unter P, 41 eine bedingte Verteilung @, 41 bzgl.

(71,...,7n), deshalb Poy1 = Pryi(m1, .., Moy Tng1) = Pagi (71, .., 1) 71 @ Quin
=P, ®Qn+1=P1®Q2®...® Qny1 per Induktion.

Setze gemaf (2.3) P := P1®Q2® Q3 ® ..., dann gilt wieder mit (2.3):

P(m1, ..., m) ' =P1®Q2®...® Qn = Py, d.h. P besitzt die gewiinschten Eigenschaften.

o]

Die Eindeutigkeit von P folgt wieder mit dem Eindeutigkeitssatz, da U U((m, ceey 7rn)) ein
oo =1
durchschnittstabiles Erzeugendensystem von ® Fi ist. '
=1
Z q.ed
Definition 2: P, =P(m,...,m,)""! heiBt n-dimensionale Randverteilung von P.

In Abschnitt 3 werden nun einige wichtige und interessante Resultate uber unabhangige Zufallsvariablen
bzw. unabhangige Ereignisse zusammengestellt:

Abschnitt 3: Null-Eins-Gesetze

Hat man reellwertige unabhanigige Zufallsvariablen (X;)iew, so interessiert z.B. die Frage, mit welcher
1 n

Wabhrscheinlichkeit — E X; fir n — oo konvergiert. A priori konnten hier alle reellen Zahlen zwischen 0
n

i=1
und 1 als Wahrscheinlichkeiten auftreten. Es wird sich jedoch herausstellen, dafl als Konvergenzwahrschein-
lichkeiten nur die Zahlen 0 und 1 in Frage kommen. Dies ist ein Beispiel eines sogenannten 0-1-Gesetzes,

genauso wie:

Ist A ein Ereignis, welches von allen Ereignissen/sich selbst unabhéngig ist, so gilt: P[A] € {0,1}.
Denn es ist PPA]=P[ANA]=P[A] -P[A].

Weitere Kandidaten fiir solche Ereignisse und Zufallsvariablen werden in der nachsten Definition vorgestellt:

Definition 1: a.) Sei X = (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen auf (Q, F, P) mit Werten in Me8-
raumen (Qy,, Fp)nen. Dann wird die g-Algebra der X-terminalen Ereignisse

[ee]
definiert durch 7 := ﬂ o(Xn, Xng1s---)

n=1
b.) Eine Zufallsvariable Y : (Q, F) — (@', F') heifit X-terminal, falls sie sogar
T — F'-mefibar ist.

Bemerkung: 7 ist als Schnitt von o-Algebren wieder eine o-Algebra. Esist 7 # 0, daz.B. §,Q € 7.
T beinhaltet die Ereignisse, deren Auftreten bzw. Nichtauftreten nicht vom Verhalten
endlich vieler X; abhangt. Mit anderen Worten: 7 beschreibt das asymptotische Ver-

halten der X;. Eine X-terminale Zufallsvariable tritt bei Grenzwertbetrachtungen auf.
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Nun speziell im Hinblick auf obige erste Motivation das
Beispiel: Sei X = (Xn)nen eine Folge reeller Zufallsvariablen. Dann ist Y := lim l ZXZ- eine
n—00 N

k-1
1
X-terminale Zufallsvariable. Aufgrund von lim — Z X; =0 VEkeIN ist namlich

n—oo N

Y = lim = ZX Vk € N . Da aber — ZX 0( Xk, Xkt1, - ..) — B-meBbar ist fiir alle

n—oo 1N &
i=
k,n €N, so auch Y. Mithin ist Y X-terminal.
q.e.d.

Nun wird gezeigt, dafl die Ereignisse aus Definition 1 den 0-1-Gesetzen geniligen sowie X-terminale

Zufallsvariablen charakterisiert:

Satz 3.1: ( 0-1-Gesetz von Kolmogoroff )
Sei X = (Xn)nen eine Folge von unabhangigen Zufallsvariablen auf (€2, F, P). Dann gelten
die folgenden Aussagen:
a.) Fir jedes X-terminale Ereignis A gilt P[A] € {0,1}.
b.) Jede erweitert reelle X-terminale Zufallsvariable Y ist P-fast sicher konstant.

Beweis: a.) Fiir A € 7 muf man nur zeigen, da8 A von allen andnere Ereignissen unabhingig ist.

o0
Seialso A e T Co(X)=0(X1,X2,...)=0(R), woR = U o(X1,..., Xn) ( vgl. (2.2) )
n=1
Setze D := {D €o(X): P[AND]=P[A]-P[D]}. D ist ein Dynkinsystem ( leicht ).
Fir R, € o(X1,...,X,) sind A und R, unabhangig, da A € ¢(X,,41, Xn42,...) nach
Definition von 7 und (X1, ..., Xn), (Xn+1, Xnt2,...) unabhingig nach W-Theorie 24.2.
— R, €D,dh. RCD = o(X) =o(R) C D, da R durchschnittstabil.
b.) Betrachte die Verteilungsfunktion F(¢) := P[Y <t¢],t € R.
DaY 7 — B-meBbar und somit die Menge {Y <t} € 7 ist, gilt nach a.): F(t)€ {0,1}
F ist isoton in ¢, daher lassen sich folgende drei Féalle unterscheiden:
Fall I: 3a e Rmit F({) =0firt <aund F(t)=1firt>a — P[Y =a]=1
Fall2: F=1 = P[Y =-c0]=1
Fall3: F=0 = P[Y =+c0]=1
q.e.d.

Dieses wichtige Resultat findet seine Anwendung u.a. beim starken Gesetz der grofien Zahlen, d.h. bei der

Beantwortung der eingangs dieses Abschnitts gestellten Frage:

Anwendung 3.2: Sei X = (X,)nen eine Folge unabhéingiger reeller Zufallsvariablen. Analog zu

obigem Beispiel kann man zeigen:  lim — Z X; ist X-terminal.

n—oo N

Damit folgt: ZX konvergiert } = { hm — ZX = lim — ZX teT.

n—oo N

Nach (3.1) konvergiert — ZXZ- fast sicher oder divergiert fast sicher.
n

i=1
F ti R mit P[ lim — Y X; = [lim — Y X;=¢]=1.
erner existieren ¢, ¢ € R mi [ningo " Z ] nin;o " Z c]
Die Frage, wann ¢ = ¢ gilt, wird vom starken Gesetz der groflen Zahlen beantwortet.
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Anwendung 3.3: Sei X = (Xn)nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit Werten in
MeBraumen (Q,, Fp)nen. Dann gilt fir B, € Fp:
lim { X, € B, } = {X,, € B, fiir unendlich viele n}

=N UixieB Y N U{xieB} Vien
n=1 i=n n=k i=n

Dabei besteht (*) wegen der Antitonie von U {X; €B;}.

Da aber U{XiEBi}EU(Xk;Xk+1;-~-) Yk € N mit n > k, folgt:
i=n

lim{X,€B,}eT,dh P[lim{X,€eB,}]€{0,1}.

Die Anwendung (3.3) wird im néchsten Satz ndher charakterisiert:

Satz 3.4: ( Lemma von Borel-Cantelli )
Sei X = (Xn)nen eine Folge von Zufallsvariablen auf (Q, F, P) mit Werten in (2,, Fp)nen.
Dann gilt fur B,, € F,:

) Y P[X, €B,] <00 = P[ Tim { X, € By }] =0
n=1

b.) Sind die X, ferner unabhangig, so gilt sogar

> P[X, € By] =00 <= P[ im { X, € B, }] =

Beweis: a) Esgilt | ] {Xn €Bn}l Iim {X,€ B}, (n—o0) (vl (33))

m=n

P[n@{XnEBn}]:nan;oP[U {Xm € B }]

lim Z P[X,, € Bp]=0

IN

b.) ?<” ist die Negation der Aussage a.)
”"=": Fir n, N € N hat man die Kette

U{X €Bn}]=1-P ﬂ{X € BS 1]
N
=1— J] P[Xm € Bg] dadie X; unabhingig
N
1— ] (1 =P[Xm € Bu])

m=n

N
zl—He_P[XmEBm] dal—az<e ™ auf [0,1]

_TLN
_ ZP[XmeBm]
—l—¢e m=n — 1, (N—>OO)
N 00
Da aber P[ U {Xm €Br}]1P] U {Xm €Bn}], (N—=o0),

folgt die Behauptung.
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Am Schluf} dieses Abschnitts noch eine nutzliche

Anwendung: Sei (Xn)nen eine Folge von identisch verteilten, unabhéngigen Zufallsvariablen auf
(Q, F,P) mit Werten in (', 7). Dann gilt fiir B € F":

0 falls P[X; € B]=0
P[lim{X,€B}]=
nee 1 falls P[X; € B] >0

Beweis: P[X; € B]=P[X, € B] Vn €N, da die X,, identisch verteilt. Somit gilt:

P[X;€B]=0= Y P[X,€B]=0
n=1

= P[n@olo{ X, € B}] =0 nach (3.4) a.)

P[X; €B]>0= Y P[X,€B]=c
n=1

= P[n@o{xn € B}] =1 nach (3.4) b.)

q.e.d.

Nachdem in Abschnitt 2 schon der in der Theorie der stochastischen Prozesse wichtige Begriff der
Markoff-Eigenschaft eingefithrt wurde, wird nun mit Hilfe des bedingten Erwartungswertes der ebenfalls

fundamentale Martingalbegriff definiert und charakterisiert.

Abschnitt 4: Zeitdiskrete Martingale

Die Martingaltheorie hat, wie viele andere Elemente der Stochastik, ihren Ursprung in der Behandlung/Aus-
wertung von Gliicksspielchancen. ( Martingal = Strategie beim Roulette, wobei man den beim vorange-

gangenen Spiel verlorenen Einsatz nun verdoppelt einsetzt )

Ferner wird sie u.a. auch zur Kontrolle von stochastischen Prozessen und zur Herleitung von Aussagen
iiber die fast sichere Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen herangezogen.

Man sucht z.B. in der Stochastik ein Analogon zu der aus der Analysis her bekannnten Aussage:
”Jede isotone, nach oben beschrankte Folge hat einen reellen Grenzwert.”

Dieses Resultat wird spater im Martingalkonvergenzsatz hergeleitet, ein wichtiges Ziel dieses Abschnitts.

Sei dafiir im folgenden ( falls nichts anderes vorausgestzt ) X = (X, )ner eine Familie reeller Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P). Dabei driickt die Indexmenge I C 7Z = Z U { 400, —c0 }

die zeitliche Komponente von X aus ( n € I Zeitparameter ). Es wird daher fiir 7 die Bedingung

[nel, n<supl = n+1¢I] vorausgesetzt, d.h. hat man in einem Zeitpunkt n € I eine Beobachtung

gemacht, so mochte man diese mit dem Wert im Zeitpunkt n + 1 vergleichen konnen.

Um in einem Zeitpunkt n € I Ereignisse der Vorgeschichte einschliefilich der Gegenwart interpretieren/aus-

werten zu konnen, definiert man:

Definition 1: Sei F = (Fn)ne1 eine Familie von Unter-o-Algebren von F, I wie oben. Dann heifit
IF Filterung (in F ), falls F,, C F, CF ¥Ym <n,mn € I Die Filterung
FX .= (FX)ner mit FX :=o(Xy,m <n,m € I) heifit die zu (X, )nesr gehorige
kanonische Filterung. (X, )ner ist adaptiert an eine Filterung ¥, wenn fiir alle n € T

X, F, — B-mefibar ist.
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Bemerkungen: 1.) Die Unter-o-Algebra F, ist als System von Ereignissen der Vorgeschichte bis zum

Zeitpunkt n ( einschliefllich ) konzipiert, d.h. die Zufallsvariable 14 mit A € F,, ist
bis zum Zeitpunkt n beobachtbar.

2.) Der Begriff der Filterung wird der Tatsache gerecht, daff bei fortschreitender
Zeit die Informationsmenge anwachst.

3.) Die Adaptiertheit eines Prozesses (X, )ner bedeutet, dafi im Zeitpunkt n € T die

Beobachtungen von X,, Ereignisse aus F,, sind. Dies verdeutlicht die Aussage
(Xn)ner ist an IF adaptiert < FXCF

Beweis: (Xy)ner ist adaptiert an TF
< X, ist F,-meflbar Vnel
< o(Xp)CFn CFy Ym<n, mel Vnel

— FX=o( U o(Xm)) CFn VnelL

m<n, mel

Zur Adaptiertheit noch ein
Beispiel: X = (X,)ner mit X, := fu(Zm,m < n,m € I) ist ein an FZ adaptierter Proze}, wobei

fm O X ® Fi) — (R, B), m € I, eine Familie von mefibaren Abbildungen
Ismilel  g<mter

sowie Zp, : (2, F) = (Qm, Fm), m € I, ein iberlagerter Prozef ist.

Beweis: Es ist zu zeigen: TFX c F?

Dafiir hat man FX = 0'( U 0'<fm(ZI,l <m,lé€ I))) und ferner

m<n,mel
o(fm(Zi,1 <ml€1)) = (Z1,1 <m,l € )7 f7,1(B)

C(Zi<mle™ K 7).
I<m,lel

CFEZCF! Ym<n,mel

Nun zu der schon angekiindigten Definition des Martingalbegriffs:

Definition 2: Seien (Q,F,P) und I wie oben, IF = (F,)ner eine Filterung in F sowie X = (X, )ner

eine Familie von reellen Zufallsvariablen, welche an IF adaptiert ist. Dann heifit X

Submartingal ( bzgl. TF ), wenn fiir alle n € T gilt: X, ist integrierbar und

(*) Xm <E[X,|Fn] fast sicher Ym<n,mel

X heifit Supermartingal, falls —X Submartingal ist ( d.h. in (*) steht 7> statt 7 <” )
X wird als Martingal bezeichnet, falls X sowohl Sub- als auch Supermartingal ist

(dh. in (+) steht ”=" statt "<” )
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Bemerkungen: 0.) (%) in Definition 2 ist, daX,, F,, — B-mefbar, dquivalent zu

Nun einige

Beispiele: a))

E[ Xy — Xm | Fin] > 0 fast sicher Vn,m €1 mitn > m.

Dies bedeutet: / XmdP < / X,dP VYA€ F,, wom,n wie oben.
A A

1.) Die Martingaltheorie eignet sich vorziiglich fiir Prognosen. Denn nach 0.) gilt
insbesondere (da Q € F, ): E[ X, | < E[X,] Vm<n, mnel
Beschreibt X ein Glucksspiel, so ist es im Submartingalfall ginstig weiterzu-
spielen, da in der Zukunft n die zu erwartende Ausschuttung hoher ist als die
Ausschittung in der Gegenwart m.
2.) TFir I C 7 reicht zum Nachweis von () eine Untersuchung der Zeitpunkte n und
n+1 aus ( won <supl ).
Gilt namlich fir alle n < sup7 die Bezichung (+) E[ Xp41 | Fn] > X, so folgt:
Xm-1 < E[Xp | Fm—1] nach (+)
< E[E[Xm+1 | Fn 1l Tm_l] nach (4+) und (1.10) b.)
= E[Xm41 | Fm-1] nach (1.10) e.)

d.h. man erhélt nach sukzessiver Berechnung (*) aus Definition 2.

Eindimensionale Irrfahrt
Sei (Z;)ien eine Folge unabhingiger, integrierbarer Zufallsvariablen, 29 € IR der Start-
punkt und X,, := zg + Z Z; fir n € Ng. Dann gilt mit der Filterung IF = (Fp)nen,

i=1
wo Fpn = 0(Z1,...,2,), n€IN, Fy := {0,2}:
2 Sub-
E[Z;] =0 Vie N = (Xn)nen, ist ein Martingal.
Super-

Denn fiir n € IN hat man E[Xp41 — Xpn | Fu ] = E[Zny1 | 21, -+, Zn ]
=E[Z,41] nach (1.7)

Sei IF = (Fn)nen eine Filterung in F und Z eine integrierbare Zufallsvariable. Dann ist
X = (X”)neﬁ mit X, := E[Z | Fy] und Foy = of U Fp) ein Martingal bzgl. der

n=1

”abgeschlossenen” Filterung (), ¢ -
Beweis: X ist an (F,),.x adaptiert und integrierbar nach Definition der
bedingten Erwartung. Ferner gilt fir m,n € IN mit m < n:
E[X, | Fn]=E[E[Z | F ]| Fn]| =E[Z | ] nach (1.10) a.)
=X,

Eine fir weitere Betrachtungen wichtige Eigenschaft von Submartingalen beschreibt das

Lemma 4.1:

Es sei X = (Xp)ner ein [ Sub- ] Martingal ( bzgl. einer beliebigen Filterung ) und
¢ :IR — IR eine [ isotone | konvexe Funktion derart, dafl ¢(X,) integrierbar ist ¥Yn € I.
Dann ist (go(Xn))nE] ein Submartingal.
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Beweis: (@(Xn))nel ist an X adaptiert, da ¢ jeweils B — B-mef3bar. Fir m,n € I mit m < n gilt:
xpy (P X
Fall "konvex”: o(X;m) = @(E[ X, | Fin 1) < E[lo(Xn) | Fi
. (+)
Fall “isoton konvex”: ¢(X;m) < @(E[ X, | F2A]) < E[@(Xn) | F2X ]

wo (+) jeweils wegen (1.10) f.) besteht.

Beispiel: Ein wichtiger Vertreter ist die Funktionenklasse ¢,(z) := a V 2 = max(a, z)

Spezialfall: @o(z) = T

Nun eine fiir die Martingaltheorie ( im Bezug auf Konvergenz wie am Anfang motiviert ) und die

Integrationstheorie an sich unerlafliche

Definition 2: Sei X = (X, )ners eine Familie von erweitert-reellen Zufallsvariablen auf (Q, F, P), I eine

beliebige Indexmenge. Dann heifit X gleichmaBig integrierbar

= sup / | X, | dP — 0, (a — o),
€l
T xse)

Bemerkung 4.2: 1.) Es gilt fiir integrierbares X stets / | X | dP — 0, (0« — ) . Dies
{IX]>e}
folgt mit majorisierter Konvergenz, da | X | - 1{|x|5a} | 0 P-fast sicher,

sofern o — 0.

2.) Man kann zeigen ( Ubung ):

(Xn)ner gleichmafig integrierbar <= sup E[(| X,, | —a)t] — 0, (o — o)
nel

Analog zu 1.) gilt fiir jedes integrierbare X: E[(| X | —a)T] =0, (a — o0)

Es folgt nun eine Erweiterung des Satzes der majorisierten Konvergenz:

Korollar 4.3: 1Ist X = (X,)nen gleichmaBig integrierbar und X, — X, (n — 00), fast sicher,

so ist X integrierbar und E[X,,] — E[ X« ], (n — 00).

Beweis: Seio.E. X,, >0 ( ansonsten Zerlegung X,, = Xt — X~ und getrennte Betrachtungen )

Aus der gleichmaBigen Integrierbarkeit folgt sofort ( Ubung ): sup E[X,] <
neN
Damit erhdlt man mit Hilfe von Fatou ( Minorante 0 ):

oo > sup E[ X, ] > lim E[X,] > E[X& ], d.h. X ist integrierbar.

neN n—00

Fur die zweite Behauptung wahle man zu € > 0 ein @ > 0 derart, daf3 / X,dP<e ¥nelN.

{ Xpn>a }
Dies ist aufgrund der gleichmafligen Integrierbarkeit von X moglich.
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Mit Hilfe von « ”stutzt” man X, um eine integrierbare Majorante zu erhalten:

lim E[X,]> E[Xs] > E[min(Xs, )| = E[a A Xo ]

n—oo

=E[ lim a A X,]> lim E[aA X,] mit Fatou

> lim / (X, Aa)dP  da X, Aa>0
{Xu<a}
= lim X, dP = lim (E[X,] - / X,dP)> lim E[X,]—¢
n—o00 n— 00 n—oo
{Xn<a} {Xn>a}

Mit € — 0 ergibt sich die Konvergenzbehauptung.

Im vorigen Beweis sah man schon die Vorteile beim ”Stutzen” bzw. ” Abschneiden” eines Prozesses.

Eine weitere Eigenschaft zeigt

Lemma 4.4: Sei X = (X,,)nes ein Submartingal bzgl. F = (Fy)ner, I habe die Eigenschaft sup I € I.
Dann ist fir allea € R (aV Xp)ner ein gleichmaBig integrierbares Submartingal.
( Beispiel: Fira=0: aV X, = X))

Beweis: Seis := supI. Nach (4.1)ist (aV X, )nes ein Submartingal. Sei 0.E. X,, >0, a =0 ( ansonsten

betrachte man (a V X, ) — a, was ebenfalls nach (4.1) wieder ein Submartingal ist ). Damit gilt
fir o > 0:

X, dP < / X; dP ( Submartingal )

{Xn>a?} {Xn>a?}

< (Xe—a)t+a dP daz<(z—a)"+a

{Xn>a?}

<E[(X,—a)t |4+ a P[X, > a?]

1
<E[(X;—a)" ]+ = -E[X,] nach Markoff

<E[(Xs —a)t ]+ 1 -E[X;] ( Submartingal )
a

— 0, (@ = o) gleichméfigin n nach (4.2) 2.)
q.e.d.

Wie eingangs des Abschnitts schon angedeutet, wird nun die Rolle der Martingaltheorie als Kotrollinstrument

von stochastischen Prozessen ( z.B. bei Gliicksspielen ) erlautert:

Definition 3: TIst X = (X, )nen, ein Submartingal [ Supermartingal ] bzgl. T = (Fy)nen,, s0 wird ein

stochastischer Prozef U = (Up)new, Kontrolle des Submartingals [ Supermartingals |

X oder Spielsystem genannt, falls U > 0 und an IF adaptiert ist.

Der Proze XV = (X[ )nen, mit X7 = Xo+ Y Ui1(X; — Xi_1)
i=1

wird als das durch U kontrollierte Submartingal [ Supermartingal | bezeichnet.
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Bemerkung: Der Kontrollproze§ U erlaubt es, im Zeitpunkt n — 1 zu entscheiden, inwiefern der
Zuwachs (X,, — X,,—1) sich im Ergebnis niederschlagen soll. ( U = 1 bedeutet die
unveranderte Ubernahme des Ausgangsprozesses, X1 = X )

Dain XY n—1 als hochster Index von U auftritt, bedeutet die Adaptiertheit von U,
daf} die Entscheidung tuiber die Groflenordnung von U, nur von den Erfahrungswerten der
Vergangenheit im Zeitpunkt n abhangt. Eine andere Moglichkeit fir die Verwendung

von U ist ( wie nachher noch naher erlautert ) die Entwicklung von Spielstrategien.

Nun eine Charakterisierung des Kontrollprozesses

Proposition 4.5: ( iiber Spielsysteme )
Jedes kontrollierte Submartingal XY ist wieder ein Submartingal, falls XY

integrierbar ist. Ist U [0, 1]-wertig, so ist XV integrierbar und es gilt:

(#) E[XJ]<E[X,] VneN,

Beweis: Fiir n € IN hat man mit (1.10) g.), da U, (Xn41 — X,,) integrierbar und U,, F,-mefbar ist:

E[ XY

= XV | Fol = BlUn(Xn41 — Xp) | F ]

Up E[Xpp1—Xn|Fa] >0
N——
I II

Dabei ist I > 0 nach Voraussetzung und II > 0, da X ein Submartingal.
Der Beweis der Ungleichung (*) erfolgt durch

E[X)]=E[Xo] +Z [E[Ui_1(Xi = Xiz1) | Fica]]
E[ Xo] +Z Ui—1E[X; — X;_1 | Fi—1]] analog zu oben

E[Xo]+z E[E[X; - Xi-1 | Fic1]] da 0<Ui—1 <1 und T >0
111

=E[Xo]+ Z(E[E[Xi | Fic1]] = E[Xi-1])

E[Xn] W:egen E[E[XZ _Xi—l |~7:z—1]:| = E[XZ] —E[Xi_l]

q.e.d.
Eine Anwendung beim Glucksspiel zeigt das
Beispiel: Sei 7 = (Z,)nen eine Folge von identisch verteilten, unabhingigen { —1, 1 }-wertigen
Zufallsvariablen. Mit zg € IR definiere man X,, := zg + i Zi, n € Ng.
Das Ereignis Z,, = 1 bedeute Gewinn im n-ten Spiel, Z :Z=—11 analog Verlust, p := P[Z, = 1]

bezeichne die Gewinnwahrscheinlichkeit.

Nach obigem Beispiel definiert die Irrfahrt X = (X, )nen, €in Supermartingal genau dann,
1
wenn p < 3 ist (<= E[Z,]<0).

Als Filterung habe man die kanonische Filterung FZ mit FZ := {0, Q}. Tst U = (Up)nen,
Kontrolle, wo U, den Einsatz beim n-ten Spiel wiedergibt, so ist XnU = X,[L]_l + Un_17y
der Kapitalstand zum Zeitpunkt n.
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Gemafl der Bemerkung nach Definition 6 in Abschnitt 1 existiert eine Folge mefibarer Abbil-
dungen (6p)nen, mit Uy = 6,(Z1, ..., Zy), n > 1. Dabei ist é, konstant, sinnvollerweise < zg.

Die Integierbarkeit von XY folgt aus der Tatsache, dal XU nur endlich viele reelle Werte
1

annimmt. Nach (4.5) ist XU ein Supermartingal, falls p < 2’ insbesondere besteht die

Beziehung E[ XY ] < E[ XY ]= X; ( d.h. spielen lohnt nicht ).

Beim Petersburger Spiel, einem Miunzwurfspiel, bei dem man mit dem Einsatz 1 anfangt und
seinen Einsatz solange verdoppelt, bis man gewinnt, hat man demnach
o=1,8,(—-1,...,—1)=2" 4, =0 sonst.

—_———

n-mal

Nachdem das allgemeine Kontrollkonzept vorgestellt wurde, nun zu einem speziellen Kontrollinstrument,
der Stoppzeit. Die zugrundeliegende Idee ist, einen stochastischen Prozefi beim Vorliegen bestimmter
Abbruchbedingungen ( z.B. Erreichen eiener Gewinngrenze, Ruin oder allgemeiner: erster Eintritt des
Prozesses in eine bestimmte Ereignismenge ) abbrechen zu lassen ( zu stoppen ).

Dafur die

Definition 4: Sei eine Filterung IF = (Fy)nen, gegeben. Dann heifit 7 : Q — INy Stoppzeit ( bzgl. ¥ ),
falls {r=n} e F, VneNg.

Bemerkungen: 1) Esgilt: {r=n}e€F, VnelNg > {r<n}e€F, VneN,
Beweis: 7=": {Tgn}:Z{T:i}
i=0

(R {T:n}:{_TSR}_{Tgn_l}'

q.e.d.
Die Bedingung {7 < n } € F, besagt, dafi die Entscheidung, in 7 zu stoppen,
keinen Vorgriff auf die Zukunft bedeutet.

2.) Mit U, := 1f,5,3 > 0 ist U Kontrolle im Sinne von Definition 3 ( ' = Abbruch
beir), da {r>n}={r<n}°€F, ¥neNg Fir XU hat man dann:

n nAT
XU =Xo+ Y iy (Xi = Xic1) = Xo+ D (Xi — Xiz1) = Xaar
i=1 i=1

Xnar ist der mittels 7 gestoppte Prozef.

Fiir einen gestoppten Prozefi kann man als Korollar zu (4.5) angeben:

Korollar 4.6: ( Stoppsatz )
Sei X = (Xn)nenN, €in Submartingal bzgl. einer Filterung IF und 7 eine Stoppzeit bzgl.

gleicher Filterung. Dann gelten:

a.) (Xnar)neN, ist ein Submartingal und E[Xo] < E[Xpa,] < E[X,].

b.) Tst ferner X+ = (X1, )nen, gleichmiaBig integrierbar mit 7 < oo fast sicher,
so ist E[ Xo] < E[X;] < 0.

Beweis: a.) Die zweite Ungleichung ist nach obiger Bemerkung 2.) die Aussage von (4.5) mit
Un = 1{75n}- Die erste Ungleichung folgt sofort aus den ersten drei Beziehungen

des Beweises von (4.5).

b.) Esgilt: lim E[X;,,]> E[ lim X, ] nach Fatou

= E[1{;<001 X7 ] = E[ X[ ] nach Voraussetzung

Jedoch hat man andererseits, da X7, — X fast sicher:
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lim E[ X}, 1= lim E[1{;c0} X\, 1= E[1{;<001 X ] nach (4.3)

" 00 nAT nAT
=E[X]]
— E[X(] < lim E[X,a-] nach a.)
< Tim E[Xna-]= lim (E[X:Ar] — E[X7-])

< B[X}] - B[X7] = F[X,] < B[X}] < oo
q.e.d.

Bemerkung: Ist X ein Martingal, so gilt in a.) und b.) ( falls (X7an)new, gleichmaBig integrierbar )
jeweils die Gleichheit ( setze X und —X ein ). Dies gilt ebenso fiir (4.5).

Als Anwendung in der Spieltheorie, das sogenannte Ruinproblem:

Beispiel: Seien (Z,)nen unabhingige, identisch verteilte { —1,1 }-wertige Zufallsvariablen und F?#

n
die kanonische Filterung mit FZ := {0,Q}. Mit a € Ng ist X,, 1= a + Z Z; eine
i=1
Irrfahrt auf ZZ. Ist a das Startkapital eines Spielers und Z, = 1 ( bzw. —1 ) der Gewinn
( bzw. Verlust ) einer Einheit im n-ten Spiel, so gibt X,, den Kapitalstand nach dem n-ten
. . . . o . . 1-
Spiel wieder. Ist 0 < p := P[Z, = 1] die Gewinnwahrscheinlichkeit, so bezeichnet ¢ := bl
p

das Verlust-Gewinnverhaltnis.
Der Spieler gebe sich ein Ziel ¢ € INg vor, bei dessen Erreichen er aufhort zu spielen, das
Erreichen von 0 ( gleichbedeutend mit dem Ruin ) fithrt zum zwangsweisen Abbruch.

Man hat das Abbruchkriterium 7 := inf{n >0:X,€4{0,¢} }, inf ) := +4o0.
7 ist eine Stoppzeit, da {7 <n} = U {XZ- € {O,c}}EfnZ, n € IN,. Wegen
=0
{r<oo}D E{ch_l_i:l, 0<i<e}und P[Zpeqs =1, 0< i< e]=p°>0erhilt man
mit Borel-Cantelli: 1 = P[ lim { Z,.y; =1, 0<i<c}]<P[r< ], dh. P[r<o0]=1.

T

0" firp#

b=

Betrachte nun die Funktion h(z) :=

S

x furp=

Mit A gilt: (h(X”))neJNu ist ein Martingal.

Beweis: Der Fall p = % wurde in einem der obigen Beispiele bereits behandelt. Fir p # %:
Esist E[h(Xnq1) | FZ]1(-) = E[A(Xng1) | (Z1,...,Z0)] () nach Definition 6 in
Abschnitt 1.

E[h(Xns1) | (Z1, ..y Zn) = (21, ..., 2n) ]
=E[h(z+ Zny1) | (Z1,...,Zn) = (21,...,27)] fallsz=a+21+4+...4+ 2,
=E[h(z 4+ Zn41)] nach dem Spezialfall von (1.7)
—p bz +1)+ (1= p) bz — 1) = h(z)
Mithin ist E[A(Xn41) | (Z1,...,7Zn)] = K(X,) gemafB der Bemerkung nach
Definition 6 in Abschnitt 1 .

Die Integrabilitat folgt, da X,, nur endlich viele reelle Werte annimmt.

Wegen 0 < Xpar < e folgt: 0 < A(Xpar) <  max h(z)
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Deshalb ergibt sich zusammen mit (4.6) b.):
h(a) = E[h(Xo)] = E[A(X;)] = h(c) - P[X; =c]+h(0) - P[ X, =0]

= h(c) - (1 - P[X, = 0]) + h(0) - P[X, = 0]
h(c) — h(a)
h(c) — h(0)

eher 0 als ¢ zu erreichen.

= P[X,=0]= ist die Ruin-Wahrscheinlichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit,

Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Spiel ohne Limit einmal ruiniert zu werden ( d.h. X, =0

fiir ein n € Ny ), errechnet sich damit wie folgt:

P[G{Xn:O}]:P[G O{Xn20,0<Xk<c Vk<n}] (leicht)

n=0 ¢=0

:P[D G{Xn:0,0<Xk<c Vk<n}]

c=0 n=0
M,
= lim P[M,] da M, C M., fir ¢; < ¢s

B 1 furp< %
® ., o) —h(a) _

e=eo h(c) — h(0) o® fiir p > %

(*) gilt, da M, das Ereignis ist, bei der Vorgabe eines Ziels ¢ vor dessen Erreichen ruiniert

zu werden.

Die Ermittlung der Ruin-Wahrscheinlichkeit beim Ruinproblem ist ein erstes Beispiel eines ”Problems des
ersten Eintritts in eine Ereignismenge”, T heifit die Eintrittszeit. Ein dhnliches Problem wird nun als

Anwendung von (4.5) vorgestellt, das sogenannte ”Uberquerungsproblem”:

Beweis der Doob’schen Ungleichung:

Die Doob’sche Ungleichung wird eine Abschatzung fur das Oszillationsverhalten eines Submartingals liefern,
was fur die spateren Konvergenzsatze von Bedeutung sein wird.
Seien dazu ein Submartingal X = (X, )n>0 bzgl. I = (F,)n>0 und zwei Schranken r, s mit r < s vorgegeben.

Um das ﬁberquerungsverhalten von X im Bezug auf das Intervall [r, s] zu beschreiben, definiert man:

T = —1
om =inf{j>mn_1:X; <r} firmelN
Tm ::inf{j>0m:X]‘ZS} fur m € N

Dabei sei jeweils inf ) := +oo. o, m € IN, gibt den néachsten Zeitpunkt nach 7,,,_; an, in dem X ins
Intervall (—oo, r] eintritt ( also eine vollstandige Uberquerung von (7, s) nach unten hin ). Fiir 7y, gilt

das entsprechende. Man zeigt leicht, dafl ,,, o), Stoppzeiten sind.

Als Kontrollprozel U fur die Oszillationsbewegung von X definiert man fiir ¢ € INg:

1 auf {o, <i< T}
Ui =
0 auf {7, <i<omyr}

U ist Kontrolle im obigen Sinne, da U an IF adaptiert mittels {U; = 1} = U {om <iln{m, <ilCer
m=1

U; hat also den Wert 1, falls sich X im Zeitpunkt 7 in einer Aufwirtsiiberquerung von (r, s) befindet, 0 sonst.
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Als weitere Kontrollgrofe definiert man sich die Zufallsvariable U,[r,s] := max {m € N, : 1, < n }.
Upn[ 7, s] beschreibt die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen des Intervalls (r,s)im Zeitraum {0,...,n }.

Deren mittlere Anzahl soll nun abgeschatzt werden. Man stutzt dazu den Prozefl X zu X, wo
X, = rVX, =r4+(X,—r)t>r
X, ist nach (4.1) ein Submartingal und besitzt durch die Stutzung die Eigenschaften
i) X,—X,, >0 i) X, —X,, >s—r (leicht)
Daher gilt:

XY =Xo+ > Ui (X; — Xic1) = Xo + SN lopcicicr) (X; — Xic1)

i=1 i=1 m=1

Xo+ ZZl{gmgi_1<rm}()~(i—)?i_1)=)~(o+ Z Z (X; — Xi_1)

m=1i=1 M= ((mA1)A(n=1)) <i< (7 A)

cwatreien)  Howatnaen<nl 42 Tm > om >m

)?Um) wegen i.) und Xo>r

||
. M% ||MT '&Mg
:
X
3
>

>r—|—U[ s]-(s—7r) wegenii.)
Andererseits gilt nach (4.5): E[X,]=r+ E[(X, —r)T]> E[XY]>r+ (s—7) - E[Upn[r,s]]

Dies ergibt in der Summation aller Schritte den Beweis von

Proposition 4.7: ( Doob’sche Ungleichung )
Sei (X )n>0 ein Submartingal und U,[r, s] wie oben definiert. Dann gilt:

1

- r

E[Un[r,s]] < E[(Xn —1)*t]

Bemerkung 4.8: Man kann ein Submartingal ”auffiillen”:
Sei I C 7ZZ und X = (X, )ner ein Submartingal bzgl. (F,)ner . Dann existiert
ein Submartingal X = (Xn)nezm bzgl. (Fp)nem, welches X ”fortsetzt”.
Definiere zur Fortsetzung nach rechts furn > s=sup I: X, := X, und F,, = F;.

Die Fortsetzung nach links geschieht analog.

Nun hat man alle technischen Voraussetzungen, um den Hauptsatz dieses Abschnitts zu beweisen. Aufgrund

von (4.8) sei im weiteren o.E. T = 7Z.
Satz 4.9: ( Martingal-Konvergenzsatz )

Sei X = (Xn)new ein Submartingal bzgl. der Filterung IF = (Fy)nez. Setzt man zusatzlich

Fo = ﬂ Fn und Foo := of U Fn), so gelten die Aussagen
ne7z ne7zZ

a.) X_e = lim X, existiert fast sicher.

n——00

b.) Tst igfo E[Xn] > —o00, so ist X_, integrierbar und (X, )pezu{ -co) €in Submartingal.

( AbschluB} eines Submartingals nach links )
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Bewelis:

Unter der zusétzlichen Voraussetzung sup E[X;}F] < oo (<= sup E[| X,, |] < o0)

n>0 n>0

gelten ferner:

c.)

d)

a.)

Xoo = lim X, existiert fast sicher und ist integrierbar.
n—oo

(Xn)nezu{ ooy ist ein Submartingal <= (X;F),>0 ist gleichmaBig integrierbar.
Setze X := lim X, und X := lim X,.
n—-—0oo n——00

Dann ist z.z.: X = X fast sicher, d.h. P[X > X]=0 ( dastets X > X ).
Man schreibt dazu die Menge { X > X} als {X > X} = U B(r, s)

rseQ
r<s

mit B(r,s) :== {X >s>r > X}. Fiir r,s € @mit r < s bezeichne U,[r, s] wieder die
Anzahl der Uberquerungen des Intervalls [, s] von (Xi)i>—n im Zeitraum { —n,...,0}.
( Um auf die Form von (4.7) zu kommen, gehe man gedanklich zu dem zeitlich verschobenen
Prozef )?Z = X;_, uber )

1

Nach (4.7) gilt daher: E|

[(Xo —7)T] < o0, wobei die letzte Un-

gleichung aus (4.2) folgt. Da U,[r,s] isoton in n und U,[r,s] >0 V¥n € N, hat man
aufgrund monotoner Konvergenz und voriger Ungleichung:

E[ lim U,[r,s]] = lim E[U,[r,s]] <oco = P[ lim U,[r,s]=occ] =0

n—

Wegen (x) B(r,s) C{ lim U,[r,s]=o0} folgt P[B(r,s)]=0 Vr,s€@Qmitr <s

= P[X>X]=0
( Beweis von (x): w € B(r,s) = |{m: Xp(w)>s}|=|{m: Xpw)<r}|=oc0)

Da X ein Submartingal ist, gelten: (i) n — E[ X, ] ist isoton in n € 7
(ii) (X} )nemz ist nach (4.1) ebenfalls ein Submartin-
gal, daher ist die Abbildung n +— E[ X} ] ist eben-

falls isoton in n € 7Z.

= O0<E[XT_]< lim E[X]] nach Fatou
<E[XF] (< o0) nachii.)
und 0 <E[XZ_]< lim E[X,] nach Fatou

n——00

=sup inf (E[X}]-E[Xn])

n<0 m<n

< ig}:;(E[Xn | -E[X.])

<E[X]]- iré%E[Xn] (< 00) mnach (i) und (ii)
— X_o ist integrierbar.

Da ferner X_ OOD:ef lim X, = sup mf X, dh, X_o ist F_p-mefibar Vk € NN,

n——00 n<—k MmN

ist X_oo F_oo-mefibar. Fiir a € R ist nach (4.4) der gestutzte Prozel (a V X, )_cocn<o

gleichmafig integrierbar.
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Es gilt daher fir m,n € ZZ mit —co<m<n<oound A € F_oo C Fp C Fn:

/ aV X, dP < / aV X, dP wegen der Submartingaleigenschaft
A A

== / aV X_qdP < / aV X, dP nach (4.3), da mit (a V Xy )_co<n<o auch
A A
(1A~(a\/XN))_OO<n<O gleichmafig integrierbar ist. Aus aVX_o | X_o bzw. aVX, | X,

fur @ — —oo folgt mit monotoner Konvergenz / X_dP < / X, dP.
A A

c.) Beh.: supE[X}]< oo < supE[| X, |]<
n>0 n>0

Beweis: ”<” ist klar, da | X,, |= X} + X7 > X,
"o | X = XT 4+ XD =2 XF - X,

— supE[| X, |] =sup (2-E[ X} ]-E[X,,]) < 2supE[ X} ]-E[Xo] < o0
n>0 n>0 n>0

Die Existenz von X zeigt man nun analog zu a.):
Ist U,[r,s] die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen des Intervalls [r, s]

(7,5 wiein a.) ) von (X,),>0 im Zeitraum {0,...,n}, so hat man:

L B[(X, )] € ——(sup B[ X} ]+ | 7)) < 0 da (a+b)* < at 45+
s—r $=7T n>0

E[Un[r,s]]g

Der Rest des Beweises verlduft wie in a.).
Zur Integrierbarkeit von Xo.: E[| Xo |] < lim E[| X,, |] nach Fatou

n—oo

<supE[]| X, |] (< c0) analogzu a.).
n>0

d.) 7<«<": Fira€Rist (aV X,),>0 gleichmaBig integrierbar, denn per Fallunterscheidung
|aV X,| <|XF|+|a|]. Der Rest gilt ananlog zu b.).
”=”: Dies ist die Aussage (4.4) mit ¢ =0
q.e.d.
Korollar 4.9: 1) Ist X in (4.9) sogar ein Martingal, so existiert X_o; und (X,)nezu{-oo} ist ein

Martingal. Die Aussage d.) modifiziert sich zu
(Xn)nezu { 400} ist ein Martingal <= (X, )n>0 ist gleichméBig integrierbar.

Dies erhalt man wieder durch Einsetzen von X und —X in die Behauptung von (4.9).

2.) In (4.9) c.) gilt nicht notwendigerweise lim E[X,] = E[ X ]. Dies ist jedoch stets

n—oo

dann erfiillt, wenn die stiarkere Voraussetzung ” (X, ), >0 ist gleichmafig integrierbar”

gilt. ( vgl. Aussage (4.9) d.) und (4.3) )

Nun einige Anwendungen im Fall n — —o0o:

Dazu zunachst eine wichtige Charakterisierung fiir gleichmafig integrierbare Martingale:

Korollar 4.10: Sei X = (X, ).ez ein stochastischer Proze und IF = (F,)nez eine Filterung.

Dann sind aquivalent:

(i) X ist ein gleichmaBig integrierbares Martingal bzgl. TF

(ii) Es existiert eine integrierbare Zufallsvariable 7 mit X, = E[ 7 | F,, ]
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Beweis: (ii) = (i): Nach Beispiel b.) hinter Definition 2 existiert ein Fy, und damit Xoo = E[Z | Foo ],
so daBf X := (Xn)n<oo ein Martingal ist. Daher ist nach (4.4) X gleichmaBig
integrierbar, da X+ und X- gleichmafig integrierbar und somit
E[(|X|-2 a)*]=E[(X*T + X~ -2 a)F]

<E[(XT - a)*]+E[(X"-a)*] —0 (a—c0)
(i) = (ii): Nach (4.9) c¢.), d.) existiert Xoo = nlgrgo X, fast sicher, nach Korollar 4.9" ist
(Xn)n<eo €in Martingal, d.h. E[ X | Fn] = X, fast sicher, also X, € E[ X | Fn .
Mit an_deren Worten: 7 = X
q.e.d.

Im Beweisteil (ii) = (i) war von X die Rede. Es wird nun im néchsten Korollar gezeigt, daff die Schreibweise
X, 1hre Berechtigung hat, d.h. dafl gilt Xo, = lim X,

Korollar 4.11: ( Lévy’scher Martingalsatz )

Sei Z eine integrierbare Zufallsvariable, IF = (Fy)new, eine Filterung.

Mit der Setzung Foo = o U Fn) gilt dann:
nelNg

E[Z|F.] —E[Z| Fs], (n — 0).

Beweis: O.E. Z > 0, zerlege sonst Z in Z+ — Z~ und fiihre getrennte Betrachtungen durch.
In diesem Fallist (E[ Z | Fp, ])new, nicht negativ und gemaf (4.10) ein gleichmaBig integrierbares
Martingal. Nach (4.9) ¢.) und (4.9") existiert Xoo = lim E[Z | F, ] fast sicher, so daf}

(E[Z | Fal, Xeo )neN, €in Martingal ist. Daher hat man fiir A € F,, C Feo:

/XoodP:
A

E[Z | 7, ]dP nach Martingaldefinition

Z dP nach Definition der bedingten Erwartung.

A/
A/
Xoo, 7 sind nichtnegativ und integrierbar, mithin sind die Abbildungen A — /Z dP und

(aufgrund der Gleichhheit) A — /X dP endliche Mafle auf F,,, die dort uberemstlmmen Vn.

Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Maﬁe ( W-Theorie 7.5 ) folgt, daf die Gleichung
/Xoo dP = /ZdP VA€ Foo=0o( | ] Fn) stattfindet.
n€Ng
Dies heifit aber nach Charakterisierung der bedingten Erwartung, dafl Xoo = E[Z | Fx |.
q.e.d.

Fine fundamentale Anwendung von (4.9) im Fall n — —oco ist der Beweis des starken Gesetzes der grofien
Zahlen, welcher nun getatigt wird. Die zugrundeliegende Idee ist, das zu untersuchende

arithmetische Mittel als Martingal aufzufassen:

Seien (7;);en unabhéngige, identisch verteilte, integrierbare Zufallsvariablen, S, := Z Z;. Dann gilt:
i=1

1 1 2
_Sn (:)E[Zl | Sn](:)E[Zl | SﬂaSﬂ-I-l:' . ]
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Bewelis: (2) folgt mit Hilfe von ¢(Sn, Snt1,...) = 6(Sn, Zm, m > n)
7C” folgt dabei aus Sy, = Sp + Zny1+ ...+ Zm 5 "D” aus Zpy = S — Sm—1, m > n.
Daher ist (1.7) b.) anwendbar, setze dort X = (Z,,,,m >n), Y = 7 sowie Z := S,.
(1) besteht, da E[Z1 | S,]=E[Z; | S.],i=1,...,n.
Denn: A€ o(S,) = A=S;(B)mit Be B
= /Zde:/(lBoSn:)-Zde
A Q
= /(1B 0s) M;d(PZ7' ®...@PZ;") ( Unabhingigkeit )
e
n
= [Gro9 (] p
e
wobel s Summationsabbildung, II; die Projektion auf die j-te Komponente und
W= PZl_l. Da s eine symmetrische Funktion ist, also invariant unter Permutationen,

zeigt man mit dem Satz von Fubini, daff obiges Integral von j unabhangig ist.

. . 1, 1 R
Dies ergibt: gSn:gE[Sn|Sn]:E;E[Zi|Sn]:E[Zl|Sn]

Um die Resultate von (4.9) im Fall n — —co nutzen zu kdénnen, erfolgt nun eine Zeitumkehrung:

Definiere Z_n ‘= Zn, §_n = Z_n + ...+ 2_1, d.h. nach obigem:

1~ ~ ~ ~ -
—Sn=BlZ_1|5.a) = E[Z-1 | ..., Sonmr, 5o

Damit nun das

. 1
Lemma 4.12: Seien (Z,)nen und (Sp)nen wie oben definiert. Durch die Setzungen X_,, := - Sh

und F_,, := 0(Sp,m > n), n € N, wird (X, )n<o 2u einem Martingal bzgl. (F,)n<o-
Beweis: 1.) (F,)n<o ist eine Filterung, da F_,, C F_,41 = F_(n-1)- (Xn)n<o ist adaptiert an (Fp)n<o,
da o(X_p) =0(Sp) Co(Sm,m>n)=F_,.
1
2.) Nach obigem gilt E[Z; | Sp,]= =S, (=E[Z;|Sp],1<i<n)und
n
E[Zl | Sn] = E[Zl | Sn,Sn+1, . ] = E[Zl | f_n]
Mit anderen Worten: X_, = E[Z; | F_,,]. Nach einer Auffiillung nach rechts ( vgl.
die Bemerkung vor (4.9) ) liefert (4.10) die Behauptung.
q.e.d.

Damit ist nun die Idee realisiert, — S, als Martingal darzustellen. Den letzten Schritt des Beweises der
n
Konvergenz zeigt nun:

Satz 4.13: ( Starkes Gesetz der grofen Zahlen )
Sei (Zn)nen eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen, deren

Erwartungswert E[ Z,, ] = a existiert. Dann gilt:

R 1
— ZZZ- = — S, — a fast sicher, (n — o).
n n

i=1
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. 1
Beweis: a.) Sei a reell. Dann sind die Z; integrierbar und nach (4.12) ist X = (X, )n<o mit X,, := — 5,
n
ein Martingal mit der Eigenschaft E[X_,]=E[X_1]=E[Z1] = a.

Gemaf (4.9) a.) existiert X_o, = lim 1 Sy, fast sicher. Das 0-1-Gesetz (3.1) und das dort

n—oo N

vorangehende Beispiel liefern: X _, ist fast sicher konstant.
Da nach (4.9") (X5)-co<n<o €in Martingal ist, hat man E[X_ | =E[X_1]=a
— X_. = a fast sicher.

b.) Sei a = 400 ( bei a = —oo betrachte man —Z, ). Um a.) anwenden zu konnen, stutzt man
den ProzeB 7 zu 7% = (e AZp)nen, o« € N. Esgilt: —Z7 =0AZ1 < Z7 171 (o — o).
Da E[Z%] < oo ( E[Z7] ist existent ), ergibt sich mit monotoner Konvergenz ( mit Mino-

rante —Z; ): a® :=E[Z}]1E[Z1] =00, (a— 0).

Z* ist eine mefibare Funktion von 7, daher sind die (Z%),en weiterhin identisch verteilt

und unhabhangig.

1 n
Mithin gilt nach a.) : — E Z¥(w) — a® Yw € A% wo P[A%] = L.
n
i=1

1 1
Mit 4 := ﬂA“ ist P[A] =1 und lim —S, > lim —S% =a* Va €N auf 4

n — n
aeN n—00 n—00

— lim lSn = oo auf A, d.h. lim lSn = oo fast sicher.

n—oo 1 n—o0o N

q.e.d.

Als letzter Punkt der zeitdiskreten Martingaltheorie noch die fur spateres wichtige

Proposition 4.14: Maximal-Ungleichung von Doob

Ist X = (X, )n>o0 ein nichtnegatives Submartingal bzgl. I = (Fy)n>o0
(2z.B. X,, = |M,|, M Martingal ), so gilt fiir A > 0 und p > 1:

1
P
P[OISI})fLi%(nXm >A)< G E[X?]

Beweis: Esist max X,, > A <= max X2 >\’
0<m<n

0<m<n
Mit X ist auch X? ein Submartingal, denn X? = g(X), wobei die Abbildung g(z) := (z*)?
isoton und konvex ist ( vgl. (4.1) ). Deshalb sei 0.E. p = 1.
Setze 7 := inf{m >0:X,, >A}, inf § := co.
Dannist {r=m}={X; <A l<m, X, > A} und

)\P[Ognn?é(nXmZA]:)\P[Tgn]:)\ZP[T:m]gZ / X dP
- - m=0

m=0 { r—m }

n
<> X,dP < E[X,] da X, >0
mzo{r:m}

q.e.d.

Im weiteren Verlauf dieser Ausarbeitung wird nun der aus Abschnitt 2 her bekannte Begriff des Markoff-

Prozesses weiter vertieft und anhand einiger Beispiele aus der Praxis verdeutlicht.
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Abschnitt 5: Zeitdiskrete Markoff-Ketten

Markoff-Ketten beschreiben den zeitlichen Verlauf stochastischer Systeme mit abzahlbarem Zustands-
raum S. Dabei finden Spriinge von einem Zustand i € S in einen Zustand j € S mit einer festen
Wahrscheinlichkeit p;; ( der sogenannten Ubergangswahrscheinlichkeit ) statt, welche von der
Vorgeschichte/Vergangenheit des Systems unabhéngig ist.

Die Abzahlbarkeit des Zustandsraums S wird sich spater in Mefibarkeitsfragen als grofler Vorteil erweisen,
da jede auf S ( mit der Potenzmenge als o-Algebra ) definierte Funktion mefibar ist.

Zur Handhabung der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist es zweckmafig, zu definieren:

Definition 1: Sei S ein abzahlbarer Raum. Dann heifit IP := (pij)ijes ﬁbergangsmatrix und die p;;

Ubergangswahrscheinlichkeiten, falls pij >0, 2,7€S5 und ZPU =1 Vies.
JES

Die ﬁbergangsmatrizen haben die niitzliche Eigenschaft, eine Halbgruppe beziiglich der Matrixmultiplikation
zu bilden:

P =P " < pix =) _pj; Pl
j€s
( d.h. das Produkt zweier ﬁbergangsmatrizen ist wieder eine ﬁbergangsmatrix )
Man fuhrt fur die Ubergangsmatrizen folgende Bezeichnungen ein:
(u) (pgg))m,eg := P sei die Einheitsmatrix.
(ﬂ) (Pg?))i,jes := IP" sei das n-fache Produkt von IP mit sich selbst.
Daraus kann man unmittelbar folgern:
(ﬂ) Pt = P™ .1P" | d.h. p§:1+n) = Zpgjm) ~p§.7]z') Vm,n € Ny.
j€s

Den Begriff der ﬁbergangsmatrizen IP ( zu S ) kann man eineindeutig auf den schon bekannten Begriff der
Ubergangswahrscheinlichkeiten von S nach S zuriickfithren mittels der nachfolgenden Beziehung;:

Ist IP = (p;j )i jes eine Ubergangsmatrix, so errechnet sich die zugehorige Ubergangswahrscheinlichkeit Q

aus IP durch Q(7, B) := Zpij wo B € Pot (S5). Umgekehrt gilt damit p;; = Q(i,{j }).
j€B

Nach diesen Voriiberlegungen/Vorbereitungen nun die exakte Definition einer Markoff-Kette:

Definition 2: Sei S ein abzahlbarer Raum, X = (X,)nenN, ein stochastischer Prozefl auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit Zustandsraum S sowie IF = (Fp)nen, €ine
Filterung in F. Ist X an IF adaptiert, so heifit (X, IF') eine ( zeithomogene ) Markoff-Kette,

falls eine Ubergangsmatrix IP = (psj)ijes existiert mit

(5.4) P[X,up1=3|Fu]=pij auf {X, =i} fiir i,j€S, neNg

( d.h. Px, () ist eine Version von P[Xp41 =7 | Fal () )
Dabei wird PXO_1 als Startverteilung von X bezeichnet.
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Bemerkungen: 1.) Die Bedingung (5.4) sagt aus, dafl der Zustand des Systems in der Zukunft n + 1

( hier: X,41 = j ) von der Vergangenheit inclusive den Ereignissen der Gegenwart
( hier: F, ) nur tiber den gegenwartigen Zustand ( hier: X, =7 ) abhangt.
Dabei bedeutet (5.4) gerade, daff fir A € F,, i,j € S sowie n € Ny

(5.5) PAN{Xup1 =j}]=D PlAN{Xa=1i}] py

i€S
Beweis: Nach (5.4) ist P[X,41=J|Fu]=px ;

an,J Zpu/l{Xn:i}dP

i€S

[l
—

P[Aﬁ{XnIi}]~pij

m
@

I
M b

q.e.d.
Aus (5.5) hat man fir A € F,, 1,7 € S, n € Ng noch die Gleichung
P Xpt1=Jj|{Xn=i}NA]=p; falls P[{X,=i}NA]>0,da
P{Xnt1=7}n{X,=i}NA]
P[{X,=i}NnA]

(5.5) P[{Xn_z}ﬁAﬂ{Xn_z}]
2 P[{X,=i}NA] Pii

P[Xpi1=j|{X,=i}NA] =

les
= Pij
Wichtige Falle: A=Q, A={Xqg=1dp,...,Xn-1 =In-1}
2.) Zur zeitlichen Homogenitéit betrachte man die Bemerkung in Abschnitt 2.

Mit Hilfe von (5.5) hat man auch die Méglichkeit, die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten einer gewissen

Kette von zukunftigen Ereignissen zu berechnen. Dies zeigt

Lemma 5.6: Sei (X,IF) eine Markoff-Kette. Dann gilt fiir n € No, t € N und jo,...,j: € S:

Beweis:

P[Xn+1 :jla"'aXn+f =Jt |~7:Tl] = Pjoj1 " -+ " Pji1je an{Xn :jO}'
Insbesondere: P[Xg = jo,...,X: =4 ] =P[Xo=Jo] Pjojs " -+ Pie_rje
Es ist fur A € F,, 7u zeigen:

PH{Xpp1 =51} 0. .0 { Xngpe =51 }NAT= D P{ X0 = o } VAL Djojy -+ Diusis

jo€S
1 t—1
P { Xngr = } VAT =P [ V{ Xnsr = dx } N AT pj_.,
k=1 k=1
= Induktiv = N PI{ X, = jo} N AL piojy - Pieovi
Jjo€S

q.e.d.

Aus Vereinfachungsgrinden betrachtet man nun im weiteren den aus Abschnitt 2 mit Hilfe des Satzes von

Ionescu-Tulcea gewonnenen, aus Projektionen bestehenden Markoff-Prozef3 ( vgl. (2.5) ) Dabei wird die

oben angesprochene Tatsache benutzt, dafl eine vorgegebene ﬁbergangsmatrix IP eine eindeutig bestimmte

Ubergangswahrscheinlichkeit von S nach S definiert.
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Definition 3: Seien v € IP(S) und eine Ubergangsmatrix IP gegeben. Mit P, bezeichne man das

00 o0
nach (2.5) existierende Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q°, F0) := ( X S, ® Pot (S)),
j=0 j=0

so daf§ fiir den Projektionsprozef X° = (X0),en, ( d.h. X7 ist die Projektion von

X S auf die n-te Komponente ) mit F? := o(X7,0 < m < n) gilt:
j=0

(X% TF%) ist unter P, eine Markoff-Kette mit ﬂbergangsmatrix IP, Startverteilung v und
Zustandsraum S. Ist die Startverteilung v auf i € S konzentriert ( d.h. v({i})=1),
so schreibt man P; := P,. Analog: E, bzw. E; als Erwartungswert unter P, bzw. P;.
(X% {P;:i€ S}) wird auch als interne Markoff-Familie zu (X, F, P) bezeichnet, wo
(X,T) unter P eine Markoff-Kette auf (Q, F,P) mit Startverteilung » = PX; ' und
Ubergangsmatrix IP ist.

Bemerkung: (X° {P;:i€ S})ist auch interne Markoff-Familie zu (X° IF° P,), da (X°)° = X etc.

Der entscheidende Vorteil des Ubergangs zum kanonischen Prozef3 (XO,]FO) unter P, ist die Tatsache, dafl
alle Informationen im Wahrscheinlichkeitsmafl P, gespeichert sind. Mit anderen Worten: Hat man eine
Markoff-Kette (X, ) auf (Q, F,P) mit Startverteilung v und Zustandsraum S, so reicht zu deren
Beschreibung der kanonische ProzeB (X° IF°) mit P, aus, da die Verteilung von X unter P mit der von

X0 unter P, iibereinstimmt ( an dieser Verteilung ist man ja interessiert ).

Dies zeigen der nachste Satz und das nachfolgende Korollar:

Satz 5.7: Sei (X,TF) eine Markoff-Kette, (X°,T°) der kanonische ProzeB. Dann gilt fiir alle n € N

und B € ® Pot(S): Px,([(XJ,X{,...) € B] =Px,(.)[B] ist eine Version von

j=0
P[(Xn, Xnyg1,..) € Bl Fo](-), d.h. Px, (.y[-]ist bedingte Verteilung von (X, Xpy1,...)
bzgl. Fp.

[eo]
Beweis: 1.) Py, (.)[-] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf ® Pot(S) YweQ

j=0

2.) Die Abbildung w — Px ([ B] ist 7, — B-meBbar fiir alle B € (X) Pot(S).

j=0

[e o]
3.) Sei B € (X) Pot(S) "endlich dimensional”, d.h. B={j1} x ... X {jmy1} x S x ...
j=0
mit m € Ng. Dann ist z.z.: /Pxn[B]dP =P[{(Xn,Xn41,...) EB}INA] VAEF,.
A

P[{ (X, Xnt1,..) €EBINA] = P[{(Xns .., Xngm) = Gts - vr dmg1) JOA]

=PH{Xn=50}10...0{Xngm = jngm } N A]
CEORIAN{ X0 = 51} Pisia - Pimiman

=P, [X0=51] PlAN{Xn =31 }] Pija - Pimimes
O [X0 =1,y X0 = i |- PLAN{ X = 1 }]

JES

>R8] PAN{X, =j}]= [P, [B]aP.
A

JES
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4y Dac({{ji, - jmp1 } xSx....ji €SSmeN})=0(C,) = ® Pot(S), folgt die Behaup-

tung mit (1.5"). Man setze dort Q1 := Q, Qs := X S, F1 := F,, Fq = ® Pot(S),
=0 i=0

I3
X = idg sowie Y = (X, Xp41,...).
q.e.d.

Die Verteilungsgleichheit zeigt

Korollar 5.8: Sei (X,IF) wie in (5.7), v die Startverteilung von X. Dann gilt fiir alle B € ® Pot(S):

j=0

P[(Xo,X1,..)€B]=P,[(X),X?,..) € B] =P,[B]

Beweis: P[(Xo,X1,...)€ B]=E[P[(Xo, X1,...) € B | Fo]]
= E[Px,[(XJ,X{,...) € B]| nach (5.7)

=Y P[Xo=i] Pi[(X0,X],...) € B]
i€S

EZV({Z’})~PZ-[B].

Diese Rechnung gilt gemaf der Bemerkung nach Definition 3 analog fiir X° anstelle von X,

da (X°)° = X°. Mithin hat man P,[(X{,X?,..) € B]=> v({i}) PiB].

i€S
q.e.d.
Beim letzten Beweis fiel als wichtiges Nebenresultat ab:
o0
(5.8) P,[B]=> v({i})-Pi[B] fiir B e (X) Pot(S).
€S j=0
Eine weitere Folgerung aus (5.7) ist die Einfiihrung von n—Schritt—Ubergangswahrscheinlichkeiten:
Korollar 5.9: Fiir n € Ny, m € IN und 4,j € S hat man die Gleichungskette
P[Xpn = | Ful =V = Pi[ X0, = j] auf {X, =i}
Beweis: Folgende Betrachtung geschehe auf { X, =i }:
P[Xmin =j | Fal= Y PlXayi=ji, o Xognot = jm-t, Xotm = j | Fa
J'1,~~,J'm—1€5
= Z Pijy - -+ Pjm_.j hach (5.6)
jlw*wjm—les
= pij”
m—1
Auflerdem nach (5.7) mit B := ¥ Sx{j}xSx...:
k=0
P Xmin =7 | Fn]l =P[(Xn, Xn41,...) € B| Fy]
=P;,[B] nach (5.7), da X, =i
=Pi[ X, = 5]
q.ed
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Bemerkung: Dieses Korollar legt fiir die aus (5.3) her schon als Elemente von IP” bekannten pg-n) die

Bezeichnung m—Schn'tt—(:Tbergangswahrscheinlichkeiten nahe. pz(-;n) 1st die Wahrschein-

lichkeit, im Zeitpunkt m + n den Zustand j erreicht zu haben, wenn man im Zeitpunkt

n € Ng im Punkt i gestartet ist. Die schon bekannte Beziehung IP™*" = P™ . IP",

d.h. pz(.;n'i'n) = EPEZH) ~p§£.), wird als Chapman-Kolmogoroft-Gleichung bezeichnet.
kES
Soweit die Motivation der Einfuhrung des kanonischen Prozesses und die daraus resultierenden Eigenschaften.
Nun wird eine wichtige Klasse von Funktionen vorgestellt, die flir den weiteren Verlauf dieser Ausfiihrung

( speziell beim optimalen Stoppen, vgl. Abschnitt 6 ) noch von Bedeutung sein wird:

Definition 4: Seien S und IP wie oben. Dann heifit eine Funktion ¢ : S — IR superharmonisch

( harmonisch ) <  (5.10) (i) (i) Z pij - e(j) Vies
JEs
Bemerkung: Die Existenz der Summe in (5.10) wird mit vorausgesetzt.
Interpretiert man (i) als Auszahlung im Zustand 4, so ist die sofortige Auszahlung

vorteilhafter, als auf die Auszahlung in einem spateren Schritt zu warten.

Mit Hilfe der superharmonischen Funktionen erhalt man eine Verbindung zwischen der Martingal- und der

Markoff-Kettentheorie:

Proposition 5.11: Sei (X,IF) eine Markoff-Kette mit Ubergangsmatrix IP, Zustandsraum S und ¢

eine superharmonische Funktion auf S. Sind ferner ¢(Xg) und ¢~ (X,), n € N,

P-integrierbar, so ist ¢(X) = (¢(Xn))

) e, ein Supermartingal bzgl. IF.

Beweis: (X) ist adaptiert an I, da ¢ automatisch meBbar. Sei nun A € F,,.

— 00 < ~E[¢™(Xn4)] £ [ p(Xnsr)dP da g =g —p7 und —p” <0

a
= " 0(j) - P[AN{ Xpny1 =5 }]
JES
_ ZSOU).ZP[AO{X” =i}]-pij mach (5.5)
jES i€S
(Q)EP[AO{XTL =i}] 'Zpij ~o(4)
ies j€es

< /go(Xn) dP da ¢ superharmonisch
A

<...< /go(Xo) dP < 0o mnach Voraussetzung.
A
Dabei gilt (x) nach Zerlegung von ¢ in o1, ¢~ zunachst fiir =, ¢t. Damit aber auch fiir .
q.e.d.

Es folgen nun noch einige Beispiele aus der Praxis, die das Auftreten von Markoff-Ketten in demographischen

Untersuchungen, EDV und anderen Gebieten aufzeigen. Zuvor noch

Definition 5: Sei S ein abzihlbarer Raum, TP eine ﬁbergangsmatrix. Dann heifft ein Zustand 7 € S

absorbierend, falls p;; = 1.
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Beispiel 1: Verzweigunsprozef3 ( Galton-Watson-Prozef} )

Historisch geht diese Art von Prozessen auf Untersuchungen Galtons zurtick, wann ein Familienname aus-

stirbt, d.h. es keinen mannlichen Nachfolger mehr gibt. Gesucht ist also ein mathematisches Modell, in dem

ein stochastischer Prozefl X = (X, )new, jeweils die Anzahl der ( z.B. mannlichen ) Mitglieder der n-ten

Population beschreibt. Dabei sei die Vorgabe zu berticksichtigen, daf jedes Individuum unabhangig von den

anderen eine zuféllige Anzahl von Nachkommen gemaf der Zahldichte b = (b;);en, von INg produziert.

Zur Modellbildung benutze man die folgende Terminologie:

i.) b, i€ N,, sei die i-fache Faltung von b mit sich selbst ( vgl. W-Theorie 13.10 c.) ).
Setze b*0(j) := 8o;, d.h. b*Y ist die auf 0 konzentrierte Verteilung.

ii.) ¢:[0,1]—1[0,1] mit g(s) := Z b; s’ sei die erzeugende Funktion von b. Dann ist ¢* die

j=0

erzeugende Funktion von b*! ( vgl. W-Theorie 15.6 c.) )

iii.) p sei die mittlere Anzahl der Nachkommen eines Individuums, d.h. g = Z J - b;. Somit ist

JEN,

Z J- b}-”- =1 -y die mittlere Anzahl der Nachkommen von ¢ Individuen, da die Summe von 7 gemaf

JEN,

b verteilter unabhangiger Zufallsvariablen die Verteilung b* besitzt.

iv.) GemaB iii.) ist 02 = Z (j — p)* b; die Varianz der Nachkommenszahl eines Individuums,

JEN,

wenn p < oo ist.

Man hat die folgenden zwei Modelle:

1. Modellannahme:

2. Modellannahme:

Sei X eine Markoff-Kette bzgl. der kanonischen Filterung mit Zustandsraum S = IN,,
Ubergangsmatrix (pij)ijen, = (b’;i)i,je]No und der auf 1 konzentrierten Startver-
teilung v bzgl. P ( z.B. X der kanonische Proze und P := P, = P; das nach
Tonescu-Tulcea existierende Wahrscheinlichkeitsmaf ).

Sei (Z;)ien, eine Folge unabhangiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Z,, ~ b

o0

N, Pot( ¥ N,), ¥ b= Pe,) )
0 i=0 i=0
Definiere X := 1, X1 == Z1, Xo == Zo+ ...+ 2147,

Xn
und allgemein Xpt1 = Z ZXot. 4+ Xn14+m

m=1

Man ordnet also hier jedem Individuum der n-ten Generation dessen Nachkommen zu

( z.B. Projektionen auf (

1=

und addiert diese auf zu X, 41.

Beh.: X ist unter P, eine Markoff-Kette bzgl. der kanonischen Filterung mit Zu-
standsraum S = IN,, ﬁbergangsmatrix (b§i)i,jeNo und Startverteilung v,
welche auf 1 konzentriert ist.

Beweis: Der Beweis ist eine relativ leichte Ubung.

Bemerkung: Dieses zweite Modell ist ein Warteschlangenmodell ( vgl. Beispiel 2 unten ).

Dabei fait man die Nachkommen eines Kunden als die wahrend seiner Bedienung ein-
treffenden Kunden auf. Der Begriff ” Aussterben” bedeutet dann, dafl die Warteschlange

einmal abgebaut wird. Dort ist der Zustand 0 jedoch nicht absorbierend, da irgendwann

neue Kunden eintreffen.
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Fir die nun folgenden ﬁberlegungen verwende man Modell 1, denn aus Modell 2 folgt ja Modell 1.

Man interessiert sich fur die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Familie ausstirbt. Definiere dafur die Kennzahl

a = P| U { X, =01}], die sogenannte Aussterbewahrscheinlichkeit.
nelN,
Da der Zustand 0 absorbierend ist, gilt fur alle m,n € N, mit m < n:
P[Xm=0,X0#0]= P[Xn=0,Xs=3]=> P[Xn=0]p5"™ =0 nach (5.9),
JEN JEN

da P[X, = j | FX]=p™™ auf {X, =0}.

Somit erhalt man « = P| U {X,=0}]= lim P[U{Xm:O}]
n—oo
n€Ng m=1

= lim P[U{Xm_o X,=0}]
m=1

= lim P[X, =0]= hm p("

Es soll nun a mit Hilfe einer Fixpunktgleichung gewonnen werden:

Sei dazu fir 0 < s <1 gu(s) == Z Pij Mgl = Z P[X, =j] s die erzeugende Funktion von X,
JEN, JENo

( d.h. von PX;! ). Aus der Chapman-Kolmogoroff-Gleichung p(n+1 Z p(lril) -p;; folgt:

i€N,
gn+1(s) = Z p(f;)~ Z b*Z s = Z p(n) i(s) = (g(s)), d.h. man hat eine Rekursion mit
i€N, jEN, 1€N,
dem Startwert g1(s Z pij - sl = Z b; -s7 = g(s). Dies zusammengefaBit ergibt:
JEN, JEN,

(8.12) guy1=gnog=go...og=gogn
—_—
(n+1)-mal

Da nun pgg+1) = gn+1(0) = 9(9.(0)) = g(p(fé)) folgt aufgrund der Stetigkeit von g ( ¢ ist eine konver-

(n) _ (n+1) _ (n)

gente Potenzreihe ): o = hm Pio hm Pig ~ = lim g(plo') =g(a), d.h. « ist ein Fixpunkt von g.
n—o0

Da man mit der Iteration im kleinsten Wert von [0, 1] beginnt (p10 =¢(0) ) und g isoton auf [0, 1] ist, gilt:
(5.13) « ist die kleinste Losung von s = g(s) in [0,1]

Dabei ist s = 1 immer eine Losung von g(s) = s ( diese Losung ist nicht interessant ) und s = 0 ist eine

Lésung genau dann, wenn bg = 0 ( d.h. es werden fast sicher Nachkommen produziert ).

Die sonstige Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung von g(s) = s in (0,1) behandelt

Lemma 5.14: Sei 0 < by < 1. Dann existiert eine Losung von g(s) = sin (0,1) <= pu> 1.

Diese Losung ist dann eindeutig.

Beweis: Man sucht eine Nullstelle der Funktion h(s) := g(s) — s im Intervall (0,1). Es gelten:
h(0)=by >0, h(1)=0, A'(1 —0) = u—1 sowie h"(s) = g" :Zk (k—1)-bg-s*~
k=2

Damit lassen sich folgende Falle unterscheiden:

Fall 1: bg+b1 =1 = h(s) =bo+ (b1 —1)-s, d.h. hist linear und p=b < L.

In diesem Fall existiert keine Nullstelle.
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Fall 2: by +b; <1 = h" ist strikt positiv auf (0,1)
— h ist strikt konvex iiber (0, 1)

Fall2a: pu—1<0 = h' <0auf(0,1), da k' strikt isoton auf (0,1)
— Es existiert keine Nullstelle in (0,1), da A(1) =0

Fall 2b: g —1>0 = h < 0 in einer linksseitigen Umgebung von 1
— Es existiert eine Nullstelle von h in (0, 1) nach dem
Zwischenwertsatz, da h(0) > 0 und h stetig. Diese ist

wegen der strikten Konvexitat von h eindeutig.

[ee]
Sei M := Z X, die Gesamtzahl aller Individuen, d.h. mit M gilt « = P[M < oo]. Es ergibt sich

n=0
mit Hilfe der Markoff-Eigenschaft: E[Xp41 | Xo,...,Xn] = Z J-P[Xpy1 =7 | Xo,..., Xin]
J€EN,
= Z J-pij auf {X, =i} nach (5.4)
J€EN,
=Y jebF=iop auf {X,=i}
jENo

Mit anderen Worten:
(5.15) E[X,q1 | Xo,..., Xn]=p-Xn

Insbesondere: E[Xp41]=p E[X,]. DaE[Xg] =1 folgt:

o0

(5.16) E[X,]=p", dh. E[M]=) u".

n=0

Aufgrund von (5.15) hat man die im Bezug auf das Konvergenzverhalten wichtige Aussage:

X
(5.17) Im Fall 0 < pu < 0o ist — ein Martingal.
Nn

Mit diesen Resultaten ist es nun moglich, in den verschiedensten Fallen die Aussterbewahrscheinlichkeit

sowle die erwartete Gesamtzahl aller Individuen zu berechnen:

1
Satz 5.18: a) Ist,u<1(:>b0>0),soista:1undE[M]:1—<oo.
—

b.) Ist p=1lundby>0,s0gilt: a=1, E[X,]=1, E[M]= co sowie Var(X,) = n-o2.

c.) Ist g>1und by >0,s0ist o < 1und E[M]=o0c. Genauer: « ist die einzige Losung

von g(s) = s im Intervall (0, 1). Tst zusatzlich 1 < p < oo, so existiert eine integrierbare
X

Zufallsvariable Y mit Y = lim 2.
n—o00 N"

d.) Tst bg =0, so ist @« = 0 und M = oo fast sicher.

Beweis: a.) o =1 folgt aus (5.14), E[M] = 1

! aus E[M] = Z " mit geometrischer
Reihenformel. g

n=0
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o0
b.) « =1 gilt nach Fall 2a, E[ X,,] = 1 nach (5.16) und damit E[M ] = Z 1=00
n=0
(aber M < oo fast sicher ! ). Ist g, erzeugende Funktion von X,, so gilt fir k € IN:

(o]

g3() =Y (e P[Xo=m]-s""", 0<s<1,wo(n)e :=n-(n—1)-...-(n—k+1).

n=k
Mit anderen Worten: gglk)(l —0)=E[(Xn)k]
= Var (Xp41) = E[X7] - E[X,]* = B[ Xa (X — )]+ B[X,] - B[ X, ]”
= /(1) + 6 (15) = (64(1-))
Hier: Var(X,41) = 0% E[X,]+ p?  Var(X,)
Daraus folgt bei u = 1: Var(X,) =n-o?.

X
¢.) a >0 folgt aus Fall 2b von (5.14), E[M ] = oo ist klar. Nach (5.17) ist (—>)nen, ein
r
. Xn. Xn o . :
Martingal. Da E[(M_")+] = E[N_n] = 1 ergibt sich die Behauptung mit (4.9) c.).

d.) Kklar.
O

Bemerkung 5.19: Sind in der nullten Generation i Individuen vorhanden, so ist die Aussterbewahr-

scheinlichkeit of, d.h. lim pgg) =o' (Ubung)

Nachdem oben schon Teile eines Warteschlangenmodells vorgestellt wurden, nun eine Anwendung von obigem
auf das

Beispiel 2: Ein Warteschlangenmodell

In einem Geschaft treffen nacheinander Kunden ein und beanspruchen Bedienung. Es kann jedoch stets
nur ein Kunde bedient werden. 7,, beschreibe die Anzahl der Ankunfte von Kunden wahrend der n-ten
Bedienung, X die Zahl der zu Beginn wartenden Kunden sowie X,, die Zahl der wartenden Kunden nach
der n-ten Bedienung. Ist X, = 0, so beginnt ( fast sicher ) eine neue Bedienung mit der Ankunft des nachsten
Kunden. Somit hat man fur X,4+1, n € N, und ¢ € IN, die Gleichung

(5.20) XV =i, X)), = (X - )t + Zopa

Modellannahme: Sei Xéi) = 1 konstant, (7, )pen eine Folge identisch verteilter unabhéangiger Zufalls-
variablen auf (Q, F, P) mit der Zahldichte b = (b;);jen, . Ferner sei bg+b1 < 1 und by > 0.

Nach (5.20) und (2.6) a.) ist (X,(Li):)nemo eine Markoff-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; gegeben
durch p; =P[(I- 1)t + 2, =j] = bj_(l_1)+. Setze dabei b; = 0 fiir j < 0. Definiere ferner

(5.21) ¢ :=E[Z.]= Y j-b;

J€EN,
als die Verkehrsrate ( = mittlere Anzahl der Ankiinfte pro Bedienung ).
Man betrachtet nun den schon aus Beispiel 1 her bekannten eingebetteten Verzweigungsprozef (X )nen, -
Dabei sind die Nachkomen eines Kunden die wahrend seiner Bedienung eintreffenden Kunden, die Aus-
sterbewahrscheinlichkeit die Abbauwahrscheinlichkeit der Warteschlange.
Definiere X} := i=1, X| := Z1, X5 := Zo+ ...+ Z14 7,

X,

und allgemein (n € IN ): Xy = Z Zxi4. +x._ +m (vgl. oben)

m=1
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Dann gilt fiir 7Y = inf{n > 1: xV =0 }: T = Anzahl der Bedienungen bis zum erstmaligen Abbau
der Warteschlange = Anzahl der bis dahin eingetroffenen Kunden = Gesamtzahl M der Individuen im

Verzweigungsproze ( Ubung ) = Z X
n€N,

Fiir den Warteschlangenproze hat man die Gréfen ffy := P[T) < o0o], mio := E[T®] ( diese GréBen
werden in Abschnitt 7 naher spezifiziert ) und ist besonders an ff; ( = Wahrscheinlichkeit fiir eine Riickkehr

nach 0 ) und mgg ( = mittlere Riickkehrzeit nach 0 ) interessiert.
Hier ist f3, = fio und mgo = myo , da po; = p1; VJj € N, und damit nach (5.6)
Px”,. . xt =PV, X)L YreN.

Aufgrund der Beziehung 7(") = M liefert (5.18) Aussagen iiber mgo und fiy: ( hier ist g = o)
Satz 5.22: Fiir die Markoff-Kette des Warteschlangenmodells gilt f3, =1 und mgo = %, falls o < 1.
—@
Ist g =1, soist fj; =1 und mgy = co. Im Fall ¢ > 1 gilt fj; = o <1 sowie mgy = oo,

wobei « die einzige Losung der Gleichung s = E bj -s' in (0,1) ist.
JEN,

Bemerkung 5.23: (analogzu oben ) ffy =a’ fir i €IN wobei a =1 fiir o< 1.

Bemerkung: Als Beispiel fiir obiges b = (b;);en, nehme man die Wahrscheinlichkeiten aus dem Beispiel
in Abschnitt 1. Mit diesem spziellen b hat man ein sogenanntes M/G/1-Modell.

Notation: M Z Poisson-ProzeB als Inputprozefl
G
1

(1>

beliebige Bedienungsverteilung

Anzahl der Bediener.

(1>

Fur das letzte Beispiel dieses Abschnitts benotigt man noch

Definition 6: Sei X’ ein stochastischer ProzeB auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P), IF eine
Filterung in F. Dann heifit (X', TF) eine inhomogene Markoff-Kette, falls X' an TF

adaptiert ist und I“Jbergangsmatrizen IP(n), n € IN, existieren mit der Eigenschaft

(5.24) P[X, 1 =j|F]=pij(n+1) auf {X, =i} VijeS, neN,

Bei der inhomogenen Markoff-Kette sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten zeitlichen Veranderungen un-
terworfen, d.h. die Umwelt- ( Rahmen- ) bedingungen des Prozesses dndern sich im Laufe der Zeit.

Mit einem Trick kann man jedoch aus einer inhomogenen eine homogene Markoff-Kette entwickeln, dies zeigt
Proposition 5.25: Ist (X, ) eine inhomogene Markoff-Kette mit Ubergangsmatrizen IP(n), n € IN,
so gilt fiir den Prozefl X = (X )new mit X, := (X}, n):

(X,TF) ist eine ( homogene ) Markoff-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

pijin+1) firm=n, ij€S

Piiiny Gomtr) =
0 sonst

P[X, = Fa] firm=n+1
Beweis: P[X,41=(,m) | Ful=
0 sonst
a

Bemerkung: Obiger Trick hilft bei der Losung diverser Probleme. Jedoch konnen keine Aussagen tiber

das asymptotische Verhalten eines derartigen Prozesses gemacht werden, da ein

System, welches die Zeit als Zustandskomponente enthalt, nie wieder in den gleichen

Zustand zuruckkehrt.
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Nun das angekiindigte
Beispiel 3: Das Sekretarinnenproblem

Es werden s € IN Objekte ( Bewerberinnen ) in zufalliger Reihenfolge nacheinander vorgestellt. Bei der
Vorstellung eines Objektes mufl sofort entschieden werden, ob es die Stelle erhalt oder nicht. Ein zunachst

abgewiesenes Objekt steht spater nicht mehr zur Verfiigung. Jedem Objekt kann prinzipiell eine Rangzahl
von 1 bis s zugeordnet werden ( 1 £ bestes Objekt, s2 schlechtestes Objekt ). Die Information bei Inspektion

eines Objektes ist sein relativer Rang bzgl. seinen Vorgéngern. Q sei X ( = symmetrische Gruppe in s
FElementen ), d.h. die Menge aller Permutationen der Zahlen aus { 1,...,s}. Q wird mit der Gleichverteilung

P versehen, | Q |=s! .

Zn Q—{1,...,8}, 1 <n <s, definiert durch Z,(w) = w(n) sei der absolute Rang des n-ten Objektes,
d.h. 7, ist die n-te Projektion. Die Information bei der Vorstellung des n-ten Objektes ist die relative
Rangfolge R” = (R},...,R}) € ¥,, d.h. R}, ist der Rang von Z, in (Z1,...,7,), 1 <m <n.

Beispiel: s =5, w = (w(l), .. ,w(5)) =(4,2,3,1,5)
— R3w)=(3,1,2), R*w) = (4,2,3,1)

Definiere F,, := o(R"). F = (Fn)i<n<s ist eine Filterung, da R" eine meBbare Funktion von Rt ist.
1
Es gilt die Gleichung P[R" =7, Zn41 = 2ng1,..., 45 = 25| = o1 VreX,, 1<zn<s, z1# zk, k#1,

da dieses Ereignis fur genau ein w € €2 eintritt. Daraus resultiert:

| =

1 . 1
(5.26) P[R":r]:m Vrex, Beweis: o= !~5~(5—1)~...-(5—n—1)

¥

Definiere X} := 1{gn=1}, d-h. X} zeigt an, ob das n-te Objekt das bis dahin beste ist. X, ist F,-mefibar,
da R} eine Projektion von R™ ist. Es ergibt sich:

(5.27) R und X, sind unabhéingig sowie P[ X, = 1] =

S|

, 1 <n<s.

Beweis: P[R" = (ri,...,rn), X, =1] =P[R =(ri+1,...,7n+1,1)]

1
= m nach (5.26)
= ni 1 -P[R" = (r1,...,r)] ebenfalls nach (5.26)
1
Durch Summation iiber (r1,...,7,) € X, (|X, |=n!)erhalt man: P[X] , =1]= T
n

Es bleibt noch der Fall XrIL+1 = 0 zu untersuchen:
P[R" = (r1,...,7n), Xj4p1 =0] =P[R =(r1,...,70) ] =P[R" = (r1,...,mn), X} 41 =1]

=P[R"=(r1,...,m)] - (1 =P[X],; =1])
q.e.d.
Aus (5.27) folgt unmittelbar

(5.28) X{,..., X, sind unabhéngig ( da (X{,...,X}) eine Funktion von R" ist Vne& {1,...,s})

Mit den Setzungen X/, := 0, n¢ {1,...,s} und Fo := {0,Q}, F, := Pot(Q) fiir n > s sowie
X, = (X!,,nA(s+1)) erhilt man die Aussagen
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(5.29) (X',FF) ist eine inhomogene und (X,IF) eine homogene Markoff-Kette mit den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten (i =0, 1)

Ploym) (1mtn) = 1 0<m<s (die Wahrscheinlichkeit, dal das neuvorgestellte Objekt das

bisher beste ist )

m

Plim) =——,0<m<s (die Komplementwahrscheinlichkeit fiir das Komplement-
i,m) (0,m+1) m _I_ 1

ereignis )
sowie Pixyoegn = 1> k=s,s+1,1=0,1 ( klar nach obigen Setzungen, der Zustand (0, s+ 1)
ist absorbierend )
Als Zustandsraum von (X, IF) hat man daher S = {(0,0) }U({0,1} x{1,...,s HU{(0,s+1)}.

Beweis: Sei 0.E. n<s ( der Fall n > s ist klar )
Sei Ae F,=0(R"),dh. A={R" € B"} mit B" C%,.

= P[AN{X) ;1 =37}]=P[A]-P[X) , =3j] wegen (5.27)

E/P[X,’H_l —j]dp
4
Setze deshalb Pyi(yin+ 1) = P[X), =7l
Damit wird (X', TF) zur inhomogenen Markoff-Kette. Die zweite Behauptung folgt mit (5.25).
q.e.d.

Nachdem in Abschnitt 4 schon der Begriff der Stoppzeit vorgestellt und erlautert wurde, werden im folgenden
Abschnitt Kriterien fur das Auffinden von optimalen Stoppzeiten gegeben und an einigen Beispielen

( z.B. dem Sekretarinnenproblem ) erlautert.

Abschnitt 6: Optimales Stoppen

Sei (X, TF) eine Markoff-Kette auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit Ubergangsmatrix IP, Start-
verteilung v und Zustandsraum S.

Eine beschrankte Nutzenfunktion u : S — IR bewerte die Zustande aus S.

Man sucht einen Zeitpunkt 7, in dem man sich aufgrund der bis dahin gemachten Erfahrungen/Beobacht-

ungen fiir den vorliegenden Zustand X; und den damit verbundenen Nutzen u(X;) entscheidet. Dabei soll
der erwartete Nutzen maximiert werden. Der Entscheidungszeitpunkt 7 wird ( analog wie in Abschnitt 4 )
durch eine Stoppzeit beschrieben ( hier wieder mit 7 notiert ), d.h. man interessiert sich fiir den gestoppten
Prozefl X;. Mache dazu folgende

Definition 1: 7€ 7 :<= 7 ist eine Stoppzeit bzgl. IF mit der Eigenschaft P[7 < co] = 1.

Setzt man noch X, := e ¢ S, so ist X, auch fiir 7 = oo definiert und mefibar.

Gemaf obiger Motivation sucht man ein 7, € 7 derart, dal E[u(X7,)] = sup E[u(X;)].
TET

Zur Lésung dieses Problems geht man zur internen Markoff-Familie (X°,IF°, { P;, i € S}) iiber und definiert:
Definition 2: 7€ 7; :<= r ist eine Stoppzeit bzgl. T° mit der Eigenschaft P;[7 < co] = 1.
v: S — R heiit Wertfunktion :<=> v(i) = sup E;[u(X?)]
T€T;

Eine Wertfunktion gibt bei einem Start in ¢ € S den bei einem optimalen Stoppzeitpunkt erreichbaren

mittleren Nutzen an.
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Eine Charakterisierung von Stoppzeiten aus 7;, i € S, liefert

Lemma 6.1:

Beweis: a.)

b.)

e.)

a.) Sind 71, 72 Stoppzeiten, so sind auch 71 A 72 und 7! Vv 72 Stoppzeiten.
b.) Mit 7 sind auch 1 + 7 sowie 1 + 7(XJ, X ...) Stoppzeiten.
Bemerkung: 7(X{,X$,...) ist i.a. keine Stoppzeit. Dies gilt z.B. fir
7= inf{n € N, : X2 € B} mit B € Pot(S), denn es ist
dann 7(X?,X9,..)=inf{neN,: X3, € B}.
¢) Sindry €T; VjeS = 7 := TXg(XO,Xl,...) =7x0 €7 VieS
d.) Sindr e7; VjesS = 1 = l-I-TXg(XE,Xg,...) €T, Yies
und es gilt: E;[u(X?)] Zp” - E; XEJ)] VieS.
jEs
e) FirreZ; mit {XJ=14}C {7 >0} definiere 75 := 7(¢, XJ,X?,...) -1
( T[] wird auch als bedingte Stoppzeit bezeichnet ). Dann gelten:

i) € 7; fiir alle j € S mit p;; > 0 und E;[u(X7})] :ZPU ~Ej['u(X£[i])].
j€es
{rtAar?<n}={rt<n}u{r?<n}; {rtvr2<n}={rt<n}n{r?<n}.
(l4r<n}={r<n—1}={r<n}—{r=n).
{r(X?,X9,..)<n}=(X), X2 )" Hr<n}

n
= (X}, X3 .. ByxSx...] mitB,c X S
Jj=0

= (X?a . ")X2+1)_1(Bn) € U(X?’ . 'aX2+1) C ‘7:7?+1
= {1+7(X2,X0,..)<n}eF? VneNN,.
Txo = ZTZ' - 1{ xo—;} ist eine Stoppzeit. Ferner: Pj[7xo <oo] =Pj[7; <oo]=1.
i€S
Nach c.), b.) ist 7/ eine Stoppzeit, da 7/ = 1+ TXg(Xf,XS, o)
=1+ (TXg(Xg,Xf,...))(Xf,XS,...).
Zum Beweis von 7/ € T; Vi € S definiere u(e) := —oo und w: ¥ S — R durch
j=0

w = u(XO ) Nach c.) ist w P;-fast sicher endlich Vi € S. Da auflerdem

w(X1:X2:~") = ('“(XEXO))(Xf:X§:~-~) (Xf+TX0(X1, ,)) EU(XE') hat man 7’ € 7;
fiir i € S. Ferner gilt mit Hilfe des Beweisprinzips fiir Integrale ( auf w angewendent ):
Ei[u(X7)] = Ei[w(Xf,XS, )]

= py - Ejlw(X9,X7,..)] nach (5.7)
jES

= i Ei[u(X7)]
jEs

Der Beweis wird dem Leser uberlassen.

Um die Ergebnisse fiir superharmonische Funktionen aus Abschnitt 5 auf die Wertfunktion anwenden zu

konnen, nun das

Lemma 6.2:

Die Wertfunktion ist superharmonisch.
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Beweis: Zue> 0, j €S wihle man 7; € 7; mit Ej[u(XSj] > v(j) — €. 7; existiert aufgrund der

Supremumseigenschaft von v. Zu 7;, j € S, definiere 7/ wie in (6.1) d.).

= v(i) > E;[u (X,(_),)] da 7' €7;
= Zpu : )] nach (61) d)

> Zpij (v(f) —¢) = Zpij v(j) —€

€ — 0 liefert die Behauptung.
q.e.d.

Eine Verallgemeinerung der Eigenschaft ”superharmonisch” zeigt

Lemma 6.3: Ist ¢ : S — IR superharmonisch und nach unten beschrankt, so gilt:

p(i) > Ei[p(X])] VieS, reT;
Beweis: Nach (5.11) ist ( — go(Xn))nE]N ein Submartingal. Da ¢ nach unten beschrankt ist, gilt
(- go(Xn))+ <c¢ Vn €N, firein ¢ > 0. Daher ist (( - go(Xn))-l-) x gleichméBig
neN,

integrierbar, somit die Voraussetzungen vom Stoppsatz (4.6) b.) erfiillt. Wegen E;[ (X)) = (i)
liefert dieser die Behauptung.
q.e.d.

Die Beziehung der Wertfunktion v zur Nutzenfunktion v und deren Berechnungsmoglichkeit werden im
folgenden aufgezeigt:
Lemma 6.4: Ist ¢ : S — IR superharmonisch, so impliziert ¢ > u die Relation ¢ > v.
Beweis: Da ¢ > u ist ¢ nach unten beschriankt und daher (6.3) anwendbar ( miti € S, 7 € 7; ):
Ei[u(X2)] < Ei[9(X)] nach Voraussetzung
< (i) mach (6.3)

= (i) = ngg Eilu(X7?)] < ¢(d)

Satz 6.5: a.) v ist die kleinste superharmonische Majorante von u.
b.) Es gilt die Optimalitatsgleichung (6.6) w(i)= max { u(i), sz-j v
Jj€ESs
Beweis: a) 7=0€7 VicS = u(i) = E;[u(X?)] < v(i), da v das Supremum ist. Nach (6.2)
ist v superharmonisch und nach (6.4) sogar die kleinste superharmonische Majorante.

b.) Nach a.) ist ”>” klar, da v > u und v superharmonisch. Es bleibt die Relation ”<” zu
zeigen. Zu jeder Stoppzeit 7 € 7; existiert eine Menge B C S mit {r =0} = { XJ € BY},
da 7 an IF° adaptiert.
i€ B — Ei[u(XE)] = Bufu(X)  Lixai) ] = Ei[u(X)] = u(i)

i ¢ BY = E;[u( Zp” E;[u( T[])] nach (6.1) e.)
JES
<Zp”~'v , da T[Z]ET fiir p;; >0
JES
= v(i) < max{u(i),Zpij v(j)}
j€ES
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Man nahert sich der Losung des Problems des optimalen Stoppens durch

Definition 3: FEine Stoppzeit 7 heifit optimalin i € S, falls 7 € 7; und E;[u(X2)] = v(3).
Setze M® := {i€ S :u(i)=v(i)}
MY = {ieS (i) = pij-v(h)}
j€s
sowie 70 := inf{meN,: X2 € M°}, inf ) := oo.
Bemerkung: In den Zustanden aus MY ist der gegenwartige Nutzen gleich dem optimalen zu
erwartenden Nutzen, es lohnt sich nicht, weiterzumachen ( bzw. Stoppen lohnt sich ).
In Mt ist der zu erwartende Nutzen gleich dem, wenn man vom Startpunkt i aus min-

destens eine Stufe weitergeht und sich dann vom nachsten Zustand j an optimal verhalt:

Im Beweis von (6.2) hatte man fiir i € S zu jedem ¢ > 0 ein 7/ € 7; mit 7/ > 1 und der

Eigenschaft Zpij u(f) — e <Ei[u(X2)] = Zpij () < sup E;[u(X9)].

N N T€T;
j€s j€s T>1

Andererseits gilt fir 7 € 7; mit 7 > 1 gemafi dem Beweis von (6.5) b.) wegen

o0

{X§=i}c{r>0}= X S: sup E;[u(X?)]< Zpij -v(j) und mithin
j=0 T€T; P
7>1 J€S
(6.7) > pij - v(j) = sup Es[u(X})].
e

Dies bedeutet gerade, dafl es in einem Zustand i € M kein Fehler ist, noch einen

Schritt weiterzugehen, ehe man stoppt.

Man kann mit Hilfe der beiden Mengen M T und M° jeden Zustand aus S charakterisieren. Es gilt namlich
als direkte Folgerung aus (6.6):

Korollar 6.8: S=M°UMT. O

Eine weitere Folgerung ist

(1
Korollar 6.9: FEsgilt firallei € Sund 7 € 7i: v(i) > E;[v(X2)] > E;[u(X9)].

Beweis: (2) folgt aus v > u, (1) aus (6.2) und (6.3).

Diese Ungleichungskette motiviert im Hinblick auf optimales Stoppen die
Definition 4: Eine Stoppzeit 7 € 7; heiBt wertkonservierend in i € S, falls
(6.10) v(i) = E;[v(X2)].

Ferner heifit 7 € 7; wertegalisierend in 1 € S, falls

T

Mit diesen beiden Begriffen hat man einen Hauptsatz dieses Abschnitts:

Satz 6.12: Eine Stoppzeit 7 € 7; ist genau dann optimal in i € S, wenn sie wertkonservierend und
wertegalisierend in i ist. Dabei ist 7 genau dann wertkonservierend in i, wenn X% € M+,
0 < n <1, P;-fast sicher. Weiter ist 7 wertegalisierend in i genau dann, wenn X? € M°

P;-fast sicher.
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Beweis: Die erste Aussage ist mit (6.9) klar.
Ist X0 € M° P;-fast sicher = E;[v(X?)] = E;[u(X?)], d.-h. (6.11) ist erfiillt.
Gilt umgekehrt (6.11), so ist wegen v > u  P;[v(X?) > u(X?2)] =0, also X0 € M° P;-fs.
Aufgrund des Stoppsatzes (4.6) b.) hat man, da v superharmonisch, die Ungleichungskette
E;[v(XD)] <Ef[v(X2)] <wv(i) VneN, (vgl dazu (6.3)).
Es gelte nun (6.10), d.h. v(i) = E;[v(X?]
LT o(X00,)] = B 0(X00,41)] YnEN,
0K - T{ron) ] = B{0(X000)  1{rom)] ¥R €N,

= / v(X)1) —v(X))dP; =0 YneN,

{r>n}

— / v(X) =Y P X3 =5 FRl-v(§) dPi=0 YneN,
{r>n} jes

“— / v(X0) — prgg () dP; =0 ¥YneN, nach (5.9)
{r>n} ies

= v(X?2) = proj -v(j) P;-fast sicher auf {r>n} VneN,
jes "
da (i) > Zpij -u(j) Vies
JjEes
<= X0 € Mt P;-fast sicher auf {7 >n} VnecNN,.

Dabei ist in (x) ”=" klar, ”<” folgt mit (4.3) ( v ist beschrankt ).

Es stellt sich naturlich die Frage nach der Existenz optimaler Stoppzeiten. Dies zeigt

Korollar 6.13: Eine in i € S optimale Stoppzeit existiert genau dann, wenn 7° € 7; ist.
0

Dann ist schon 7 optimal in i.
Beweis: "<”: ¢ 7;, = XEO € M% P;-fast sicher
— 70 ist wertegalisierend in i nach (6.12).
Ferner gilt nach (6.8): XJ € M* fiir 0 < n <71 P;-fast sicher
— 70 ist wertkonservierend in i nach (6.12). Mithin ist 7° gemaf (6.12) optimal in i.
"=": 1 €7; optimalin : = 7 ist wertkonservierend und wertegalisierend in ¢

— XE € M° P;-fast sicher

= 79 <71 P;-fast sicher, da 7% das Infimum aller n mit dieser Eigenschaft ist

— 07T

q.e.d.

Eine optimale Stoppzeit braucht nicht zu existieren. Dies zeigt

Beispiel 1: Sei S=1NN, Pi(igny = 1 und u(i) = ﬁ Dann ist v = 1 (v ist antiton und kleinste
i

Majorante von u, welches isoton ist ) und somit M° = ). Daher existiert keine optimale

Stoppzeit.

Dieses Beispiel motiviert eine Abschwachung des Optimalitatsbegriffes:

Definition 5: FEine Stoppzeit 7 heifit e-optimalini € S (e >0) <= 7€ T; und E;[u(X2)] > v(i)—¢
Konsistent zum schon bekannten Fall ¢ = 0 definiert man sich
M = {ie S:u(i)>uv(i)—¢c} sowie 7€ := inf{n e N, : X2 € M*}.
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Daf diese Definition ausreicht, um das Problem M¢ = {§ zu vermeiden, zeigt

Lemma 6.14: Seie¢>0. Dannist M  #Qund 7€ 7; VieS.

Beweis: Esist v(i) < sup u(j). Daher gilt: 0 # {i €S :u(i) >supu(j) —e} C M-
jes jes

Weiter ist P;[7¢ < co] > P;[X2 e M 1< o0]=P;[X2 e M¢] VreT;,da r¢ das Infimum.
5 Pi[r¢ = 00] < P X0 ¢ M] = Py[o(X0) — u(X0) > ]

< L Ei[v(X?) —u(X?)] mit der Markoff-Ungleichung
€
1
< - (v(i) = Es[u(X?)]) VY7 €T nach (6.9)
€
1
P;[7¢= 0] < inf = (v(i) — E;[u(X?)]) =
— Pilr = 0] < inf L. (u(i) ~ BiLu(xXD)) =0
q.e.d.
Da ¢ € 7; fiir jedes i € S, hat man analog zu (6.13):
Satz 6.15: 7¢ist c-optimalini Vie S Ve>0.
Beweis: Die Bedingung 7¢ € 7; fiir i € S ist nach obigem klar. Ferner gilt:
{rf>n}={X0 ¢gM* Ym<n}Cc{X%¢&M’ Ym<n}
={Xx2eM* ¥Ym<n} nach (6.8)
— 7¢ ist wertkonservierend in i = v(i) = E;[v(X%)] Ve >0 nach (6.10)
— v(i) < E;[u(X%)] + € nach Definition von 7.
q.ed
Ein Spezialfall zeigt das nachste Korollar auf:
Korollar 6.16: Ist S endlich, so ist 7° optimalini Vi€ S.
Beweis: S endlich = 36 > 0,s0 dal Ve >0 mit € < 6 gilt: M = M°, ¢ =70,
( Setze z.B. § := min{v(i) —u(i):i€ S, v(i) >u(i)}, minl := oo )
Damit ist also 70 e-optimalini V0<e<§é VieS = 70 ist optimalini VieS.
q.e.d.

Ein Fall, in dem die Wertfunktion v bekannt ist, beschreibt
Beispiel 2: Symmetrische Irrfahrt mit absorbierenden Schranken

. . 1 L .
Sei dazu S ={0,...,¢}, poo = Pec := 1 sowie p;iy1 = pii—1 = 7 Dann ist eine Funktion

¢ : S — R genau dann superharmonisch, wenn ¢(7) > %(30(2— D+p(i+ 1)) gilt, 0 <7 < ec.
Mit anderen Worten: ¢ ist konkav auf .S. Demnach ist v gemaf (6.5) a.) die kleinste konkave

Majorante von u und kann graphisch ermittelt werden.

( Ist z.B. u = 15,3 ( vgl. Ruinproblem in Abschnitt 4 ), so ist v(i) =

).

Man hat nun das Problem des optimalen Stoppens durch den Ubergang zur internen Markoff-Familie fir

diese gelost. Nun wird der Zusammenhang zwischen dem Hilfsproblem und der Ausgangssituation aufgezeigt:

Q| e

Es war der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und die Markoff-Kette (X, F) mit Ubergangsmatrix IP und
Startverteilung v gegeben. Mit 7 € 7 gilt analog zu (6.9): E[u(X;)] < E[v(X;)] da u<w

< E[v(Xg)] nach (4.6)

=S u({i)) - vli) = v(v)

i€S
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Mithin ist also  (6.17) sup E[u(X,)] < v(v).
T€T

[e0]
Da jedes 7 € 7; eine Funktion auf ¥ S ist,ist 7 := 7(Xg, X1, ...) definiert. Hat man z.B. die e-optimale
j=0

Stoppzeit 7 = 7€ = inf{n: X € M€}, so folgt # =inf{n: X, € M},
Es ergeben sich die folgenden Zusammenhange zwischen Hilfsproblem und Ausgangssituation:

Lemma 6.18: Firre m gilt: 7 := 7(Xo,X1,...) €7 und E[u(X;)] = E,[u(X?)].
1€S
v({i})>0

Beweis: {7=n}= (X0, X1,..) " {r=n}

= (Xo,X1,..) By x Sx...] mit B, C )( S, da 7 Stoppzeit bzgl. F° ist
j=0

= (Xo,...,Xn) ' [Ba] €0(Xq,...,X,) CFp,da X adaptiert.
Ferner gilt: P[7(Xy, X1,...) <oo]=P,[7(X],X],...) <oo] nach (5.8)

=P,[7< 0]
= Z ({i})-P;[7 < o] nach (5.8)
i€S
=1
E[u(Xrxox:,.0)]= D D u(i) P[Xn=1i, (X0, X1,...) =n]
ne€N, 1€5
= -P[(Xo, X1, ... = . ) e
ZZ [(X0,X1,..)€{r=n}Nn{Sx...xSxix Sx...}]
ne€N, 1€5
-fach
:ZZ J{r=n}n{Sx...xSxixSx..}] nach(5.8)
nelN, i€S
= >0 [r=n, X2 =i]=E,[u(X%)]
neN, 1€5
q.ed
Diese Resultate fithren zu
Satz 6.19: a.) Es gilt v(v) = sup E[u(X;)].
TET
b.) Giltfire>0 und 7€ m 7; die Ungleichung E;[u(X2)] > v(i) — ¢,
€S
v({i}H)>0
so folgt fir ¥ = 7(Xo, X1,...): E[lu(X:)]>v(v)—c¢
Beweis: 1In a.) gilt ”>" nach (6.17). Fiir ”<” wihle man 7 wie in b.) beschrieben.
( Diese Wahl ist nach (6.15) fiir € > 0 stets moglich, z.B. 7 als e-optimale Stoppzeit. )
Dann gilt: E[u(X3)]=E,[u(X?%)] nach (6.18)
= Zy({z}) ‘Ei[u(X?)] nach (5.8
€S
> v({i})v(i) —e=v(v) €
1€S
Damit ist b.) bewiesen und € — 0 liefert ”<” in a.), da ¥ € 7 gemafB (6.18).
q.e.d.

Bemerkung: (6.19) zeigt also, dafl der optimale erreichbare mittlere Nutzen v(v) ist. Hat man ferner
im Hilfsproblem eine e-optimale Stoppzeit 7 gefunden, so verhalt sich die zusammen-

gesetzte Stoppzeit 7 im Bezug auf v(v) ebenfalls e-optimal.
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Diese Theorie wird nun zur Losung des schon bekannten Sekretarinnenproblems verwendet:

Beispiel 3: Wie im Beispiel 3 von Abschnitt 5 sei S = {(0,0)}U({0,1}x {1,...,s HU{(0,5s+1)}.
Man sucht eine Stoppzeit 7 bzgl. IF, so daf die Gréfle P[ X! =1, X/ =0,7 <[ < s]
maximal wird. Dabei bedeutet der obige Ausdruck gerade, dafl die 7-te Sekretarin die
absolut beste von allen ist, man also die beste Sekretarin einstellt. Um eine Nutzenfunktion

zu gewinnen, schreibe:
s+1
P[X,=1,X{=0,7<I<s]=> Plr=nX,=1,X{=0,7<1<5]

:ifHT:nJ%:l] f[PpW:O]nmh@QU

n=0 I=n+1
EZE[l{T—n} U(X ”)] E[ ( )]
n=0
n
LA B | — fur:=1
mit u(i,n) = 1;13(4) - H — = { s
I=n+1 0 furi=20

Damit man die Ergebnisse dieses Abschnittes nutzen kann, gehe man nun zur internen
Markoff-Familie tiber. Der Zustand (0, s + 1) ist absorbierend, man verlafit (0,s + 1)
fast sicher nicht und der erwartete Nutzen ist 0. Folglich: »(0,s+ 1) = 0.

Die Optimalitatsgleichung (6.6) fiihrt zu (0 < m < s):

v(0,s) = max {u(0,s),v(0,s + 1)} =0 =1v(0,5+ 1)
v(1,s) = max {u(l,s),v(0,s + 1)} =1

(6.20) WQm):mw{w&mL“Lm+l) m.de+ln

m-+1 m-+1
v(l,m+1) m-v(0,m+1)
T om+1 m+ 1
v(l,m) = max{u(l, m), v(0, m)} = max{— v(0, m)}
1 1 1 . .
Setze nun fi(m) = f(m) := — + p—] + ...+ 1 0 <m <s. fist antiton und es

gilt:  f(0) =00, f(1)> ( im Fall s > 2, die Félle s = 1,2 sind nicht interessant )
sowie f(s) = 0. Wihle nun ein k = k(s) derart, daf

(6.21) s>k=Fk(s)>0, f(k)>1> f(k+1) (alsok>1beis>2).

Damit ergibt sich
v(0,m) = m. f(m), v(l,m) = ™ falls s >m>k
5 v

S

(6.22)
v(i,m) = — - f(k) fallsi = 0,1 und m <k
s

Beweis durch Riuckwartsinduktion: Der Fall m = s ist klar.
1 m-+1 m m-+1

m+1l—=m>k: U(O,m):m+1~ " e ~f(m+1)
1
=2 (fm+ 1)+ —) = = f(m).
- fiir m > k
v(1, m)_max{mm f(m)} = L
gf(k) firm==%
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k>m+1—-m>0: v(O,k):%-f(k):v(l,k) nach obigem

1 k k . k
= U(O,m):m—H';'f(k)-l-mLH';‘f(k):;'f(k)
und U(l,m):max{?,%~f(k)} :éf(]c) weil ?g é Séf(k)

Dies liefert als Resultat (6.23) M°%={(0,s),(0,s+ 1)} U{(1,m), m >k}

als die Menge der Zustande, wo sich ein Aufhoren lohnt, d.h. man eine Sekretarin einstellen
sollte ( dabei sind die ersten beiden Punkte natiirlich uninteressant ). Die Erfolgswahrschein-

lichkeit wird charakterisiert durch

k
(6.24) v(0,0) = — - f(k) = v(v), wo v die auf (0,0) konzentrierte Startverteilung ist.
s

Als Zusammenfassung:

Satz 6.25: Fiir das Problem der besten Wahl ist bei s > 2 die optimale Losung:
Schaue die ersten k an, ohne sie zu nehmen, wobei sich k = k(s) gemaf (6.21) ergibt.

Danach nimm die erste, die besser ist als die k vorangehenden. Die Wahrscheinlichkeit, dabei

k
die insgesamt beste Wahl zu treffen, ist o (k).

Beispiel: s=3 — k=1, f(k):%+%:% = v(y):é%:%.
Bemerkung: Fiir grofies s kann man k(s) durch Integrale approximieren:
s s—1
Es gilt / 1 dz < f(m) < / 1 dz , da f(m) jeweils eine Ober- bzw. Untersumme von
z z ’
m m—1
dem jeweiligen Integral ist. Mit anderen Worten:
-1 -1
In % < f(m)<In ; 1 — In Z ] >1>1In k' il nach (6.21). Daraus folgt
(6.26) f—1§k<§+6_1 und daher @—>l, (s — 00), dabei lzl
e e e s e : e 3

1 . 1 1
Aus 1 < f(k) = z +flk+1) < z + 1 und (6.24) folgt: v(v) — =~ (s — 00).

Es ist erstaunlich, dafl dies ein Verfahren ist, bei dem die Erfolgswahrscheinlichkeit bei

wachsendem s nicht gegen 0 konvergiert.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden, wie im Abschnitt 5 schon angedeutet, Aussagen tuber das

Verhalten einer Markoff-Kette wahrend eines unendlichen Zeitraums gewonnen, mit anderen Worten

Abschnitt 7: Asymptotisches Verhalten von Markoff-Ketten

Fur die nun folgenden Betrachtungen treffe man folgende Konvention:

S sei ein abzahlbarer Raum, (X, { P; }ics) interne Markoff-Familie zu einer Markoff-Kette mit Ubergangs-

matrix IP und IF die kanonische Filterung in ® Pot (S) ( vgl. Definition 3 in Abschnitt 5 ). v bezeichne

jeweils eine Startverteilung auf S. i=0

Diese Konvention stellt nach den Ergebnissen aus Abschnitt 5 keine Einschrankung der Allgemeinheit dar:
Hat man zu einer Ubergangsmatrix IP und einer Startverteilung v eine Markoff-Kette (X', IF') mit Zustands-
raum S auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (Q/, ', P’), so stimmt nach Abschnitt 5 die Verteilung
von X unter P, mit der von X’ unter P’ iiberein. Die folgenden Resultate/Uberlegungen gelten daher mit
X auch fir X’.
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Zur Behandlung der Frage wann, wie oft und mit welcher Wahrscheinlichkeit die Markoff-Kette X einen
Zustand h € S nach einem Start in z € S erreicht, mache die
Definition 1: Fiir h€ S setze man Ty := 0
=T :=inf{n>0:X,=nh}
und allgemein: T,41 := inf{n>7T,: X, =h}

Dabei werde jeweils inf() := oo gesetzt. T, gibt den Zeitpunkt des n-ten Besuchs von

X in h an. Der ProzeBl 7 = (7Z,)nen beschreibe die Zeitabstinde zwischen den einzelnen

Besuchen in h, d.h. setze 7, := T, — T,,—1 ( wo 00 — 00 1= 00 ).

Ferner sei noch fur7 € Sund n € IN fi(}?) =P;[T=n]= Z Dii, e+ Dip_.h
G1#h, o in—y £h

die Wahrscheinlichkeit, bei einem Start in ¢ nach genau n Schritten zum ersten Male

nach h zu kommen bzw. fur i = h nach h zuruckzukehren.

Fur den Proze3 Z hat man

Lemma 7.1: Fiir my,...,m, € N mit n € IN gilt:

PU[Z1:m1;~~~:Zn:mn]:PV[leml]' }(17}72) ;(ff?”)

Beweis: Setze fllI‘tE {1,,71} At = {Xm1+...+m¢_1+l ;éh, O<l<mt, Xm1+...+mt :h}

Dann folgt mit mg := 0:

n—1

P(Zi=mi,....Zn=mn] = P,[()AnA]

t=1

/ 14, dP,

n—1
N
t=1

/ PIJ[An | fm1+...+mn_1 ] dP,,
= / PXm1+...+mn_1[Xl7'Lha 0O<li<my,, an:l]dP,,

= / Ph[Xlgéh,O<l<mn,anIl]dPV

n—1

n—1
= PV[mAt]' }gr}?n)
t=1

n—1

(*) besteht, da Xy, +.. +m,_, = h auf ﬂ A¢. Die Behauptung folgt nun mit Induktion.
t=1

q.e.d.
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Nun eine Erweiterung der zu Verfiigung stehenden Begriffe:

[ee]
Definition 2: Sei wieder h € S fest. Fiir i € S definiere man f}, := Z fz.(;“ =P,;[T < o] als die

m=1

Wahrscheinlichkeit, jemals nach h ( zurtick- ) zu kommen.

ST talls £, =1
m=1

Setze ferner m;, = = E;[T] als die mittlere Zeit,

0 sonst

von i nach h zu kommen ( d.h. myp ist die mittlere Riickkehrzeit ).

rekurrent, falls f;, = 1.

transient, falls f;, < 1.

Damit unterscheidet man: h heif3t
positiv rekurrent, falls mp, < co.

null-rekurrent, falls mp, = co und f;, = 1.

HleN:Ti1<n}={1<m<n:X,=h} firn<oo
Fiir n € N sei N(n) :=
HleN:T; < oo} fiir n = oo

N(n) ist die Anzahl der Besuche in h zwischen den Zeitpunkten 1 und n.

Als letzte Kennzahl definiere man noch g¢;5 := P;[X,, = h fiir unendlich viele n], i€ S.

. . o . 1
Bemerkungen: 1.) Die Bezeichnung ”positiv rekurrent” stammt von der Beziehung —— > 0,
Mpp

1
der Begriff "null-rekurrent” von —— = 0.
Mpp
2.)  Summiert man in (7.1) tiber m;, 1 <t < n, so erhilt man

(7.2") P,[T, <] =P,[T<co] - (fin)"~', neN.

Summiert man in (7.1) iiber m;, 1 <t < n, so erhalt man
(7.2") P,[Z,=m,]=P,[T<oo] (fin)*~2 fim) n>2

Mit Hilfe von (7.1) und (7.2”) erkennt man sofort: (7, )nen bildet unter Pp eine

Folge von unabhangigen, identisch verteilten, fast sicher endlichen Zufallsvari-

ablen, welche gemaf} der Zahldichte (fé?)kew verteilt sind, falls h rekurrent ist.

Fiir N(n) hat man das

Lemma 7.3: a)) E,,[N(n)]:Zn:P,,[TISn]: Y P,[Xm =h]
=1 m=1
b.) EU[N(oo)]:ZPU[Xm:h]:Pyl[ii?*oo]
m=1 hh

n

Beweis: a) N(n)= Z lin<ny = Z I x,,=n} nach Definition 2.
=1

m=1
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b.) Nach Definition 2 gilt: N(o0) = Z 1{Ti<o0}. Daher mit monotoner

=1
0

Konvergenz: E,[N(c0)]=E, [Zl{Tz<00} ZP,,[T[ < o0]
=1

o0

=Y Pu[Ti< ool (f;,)""" mach (7.2))

=1

nach geometrischer Reihenformel
q.e.d.

Wie man bei der Definition von g;; vermuten konnte, erfiillt gpp ein 0-1-Gesetz. Dieses rechtfertigt die

Begriffe ”rekurrent” und ”transient”:

1 falls h rekurrent
Satz 7.4: ( 0-1-Gesetz ) Fur h € S gilt: gnn =
0 falls A transient
Beweis: gy, =Pu[T, <00 VneEN]=Py[ lim{T, <o}] da {Tiy, <o} C{Ti< oo}
= lim Pu[T, < o] da Pj ein Wahrscheinlichkeitsmafl
= lim (f3,)" mnach (7.2")
q.e.d.

Ein niitzliches notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Transienz ( und damit fiir Rekurrenz ) liefert
Satz 7.5: Es gelten die folgenden Aquivalenzen'

h ist transient <= thh<oo < Zp()<oo VieS.

n=1 n=1

*
Beweis: Nach (7.3) b.) mit i statt v gilt: p(m) = P;[ = Jih
Beweis: Nach (7)) PISEDS i

Diese Formel und ein Ringschluf} ergeben oblge Aqulvalenzen.
a

Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie kennt man schon den Begriff des Erneuerungsprozesses und die damit
verbundenen Ergebnisse ( vgl. § 32 ). Mit deren Hilfe wird nun ein Satz gewonnen, der erste Aussagen
iber das asymptotische Verhalten von X, namlich das Grenzwertverhalten des arithmetischen Mittels
der Eintrittswahrscheinlichkeit von X in { h}, zulésst.

Satz 7.6: Ist h rekurrent, so gilt:

7_, P,[T < ]

Mmpp

LRV (25 R = 4]) —

, (n— o0)

Beweis: Ist P,[T=k]=P,[Z; = k] >0, so gilt nach (7.1) fiir m; € IN:

P[Z2 1n2,...,Zn:mn|T:k]:Hf}(LT}7])

Analog zu Bemerkung 2 sind unter P¥[.] := P,[ - |T=%k] 7, 7s,... unabhingig und
identisch verteilt gemafl der Zahldichte (f}STj))mE]N Mithin bildet (7} — T);>2 unter P,’f einen

Erneuerungsprozefi mit Erneuerungsfunktion H(n Z P —T < n]( ) Er[N(n)].
1=2
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Beweis von (x):

0 o) 1
M PHTI -T <n]=> P> Z <n] Z Yo P Zy=1jo,..., 2= i)
=2 1=2 j=2 =2 jot..+j1<n

Ji€N

(0]
Sy 0
=2 ja+..+j1<n s=2
ji€N
Z Py[Z1 = ja,..., Z1—1 = j;] nach Bemerkung 2
2 jat...+i1<n
jiEN

Pir[T; < n]=E,[N(n)] nach (7.3) a.)

M

1

ol

=1

n—1
Fiir 1 > 2 gilt weiter: P,[Ti<n]=P,[1<T<Ti<n]=> PJ[T=T-T<n—t]
t=1

=S PIT=t]-PTi-T<n-1]

= E => P[Ti<n]=P,[T<n]+> P,J[Ti<n]
=1 =2

=P, [T <n]+ ZPU[T: t]- ZP?,[TI —T <n-—1t] nach vorigem
t=1 =2
Zusammen mit (*) ergibt dies:
n—1
(7.72) E,[N(n)]=P,[T<n]+> P,[T=t]-E4[N(n—t)]

t=1
Mit H(m) =0 fir m < 0 folgt aus (7.7a) sofort ( dabei ist O Landau’sches Symbol )

(+) lE[N +ZP[T_t ( —1)

Nun gilt nach (7.3) H(n) = Ex[N(n)] ZP [Tt <n]<n sowie damit fiir alle + € N
I=1
gemaf} dem elementaren Erneuerungssatz:
Hn—t) n—t H(n-1t) 1 1 1

1> = . =
n n n—t En[Z1] ~ En[T] ~ mpn’

(n — o)

= H(n—t
Wegen 0 < E L <P,[T<x]<1 VneNN folgt daher die Behauptung
n

aus (+) mit majorlslerter Konvergenz.

q.e.d.

Aus (7.7a) erhédlt man durch die Betrachtung von E,[N(n)]—E,[ N(n—1)] das dquivalente Nebenresultat

(7.7b) P,[X, =

ZP t]-pyy "

Als Verallgemeinerung lassen sich noch leicht weitere Wahrscheinlichkeiten berechnen, so z.B.:

(7.8) P,[X,€BT<n]=) P,[T=t]-Py[X,_,€B] fir BCS
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Dies bedeutet, dal die Wahrscheinlichkeit eines Eintritts von X in die Menge B im Zeitpunkt n unter der
Bedingung, vorher in h gewesen zu sein, gleich der Summe der jeweiligen Wahrscheinlichkeiten ist, nach

Erreichen von h im Zeitpunkt £ < n den Prozef erneut zu starten und dann im Zeitpunkt n —¢ B zu

erreichen.
Beweis: P,[X, € B, T<n]=> P,[X,€BT=t]=)_ lix,en}dP,
t=1 t=1 {T:l}
= (5.7) —
EZ P,[X, € B| F]dP, "= Z Px,[Xn—: € B]dP,
=1 7oy =1 7oy

EZ / Pp[Xn-: € B]dP,, da X; =h auf {T =1¢}.
t=1 {T:‘t}

q.e.d.

Wie schon angekiindigt, fiihrt (7.6) zu einer ersten Aussage iiber das asymptotische Verhalten der n-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten, nimlich die Konvergenz im arithmetischen Mittel ( Cesaro-Konvergenz ).
Mache dazu die

f i*h

ih T
Mph

.. 1 &
Definition 3: Definiere 135;;) = = E pEZﬂ sowie p{>) =
n
m=1

Mit diesen Setzungen formuliert man

Korollar 7.9: a) 5\ — p**) | (n — o).

y 1
b) Py = p—

[ee]
Beweis: a.) h transient = ZPET) < oo mnach (7.5)

m=1
= pghm) — 0, (m— o)

- FEZ) —>OEpZ(»;°), (n — o0).

W) _ L~ my 1

h rekurrent — th) = Z pz(-h ) = ﬁEZ[N(n)] nach (7.3) a.)
m=1

in

Mph

—

, (n — 00) nach (7.6) mit ¢ statt v.

b.) Ist h rekurrent, so gilt fi, = 1. Aus f;, <1 folgt msp = 0.
q.e.d.

Nachdem man nun die Cesaro-Konvergenz der n—Schritt—ﬁbergangswahrscheinlichkeiten gezeigt hat, fragt
man sich, ob diese an sich konvergieren. Dies ist aber nicht notwendig der Fall, weil sie periodisches

Verhalten zeigen konnen.

Definition 4: Unter der Periode d, von h € S versteht man die GroBe dj = ggT {n € N :p%) >0}

mit ggT0 := oo. Ist d, = 1, so heifit h aperiodisch.

Der periodische Fall ( dj > 1) 148t sich auf den aperiodischen Fall zuriickfithren:

Lemma 7.10: Fiir d € N ist (X, .4)nen, eine Markoff-Kette mit Ubergangsmatrix P?. Ist d = dp, so
ist h aperiodisch bzgl. TP,

Beweis: Der erste Teil der Aussage folgt sofort mit (5.9). Fiir den zweiten betrachte man die Fille
dp, = 1: Dann ist P% =P und (Xn-a, Jnew = X.
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dp >1: dp=ggT{neN: p%h >0}. Seic:=ggT{nelN: p%hdh) >o0}.
Annahme: ¢>1 = c¢-dj > dp, und ¢ - dj, ist Teiler der Menge {n € IN :p%) >0}
Dies ist ein Widerspruch zu dp, als ggT.
q.e.d.

Im aperiodischen Fall hat man

Lemma 7.11: Ist h aperiodisch, so gilt p(n) > 0 fir schliefllich alle n ( d.h. fir schliefilich alle n kommt

man nach einem Besuch in A mit einer positiven Wahrscheinlichkeit in n Schritten wieder

nach h zuriick ).

Beweis: Sei G := {neN, p%h > 0 }. Aufgrund der Beziehung p(m+n) = Zp(n) pZT) > p(n) Elnhﬂ
bildet GG eine Halbgruppe bzgl. der Addition. i€s
Esist dy = ggT {G — {0}} = 1 und daher G — {0} nach Definition 4 nichtleer. Setze

A :=min{n—m:n>m; m,n € G} und wihle m,n € G als minimale Elemente

1 1 1
(dh. A =n—m). Ferner sei ng € G so, dafi — < — — — ( B.ng=(m+1)-n )

ng m n
Man zeigt nun die Eigenschaft

(*) GN[ng,o0) =ng+ A -N,, d.h. (k) tE€GN[ng,0) = t+A€EG

1 1 1
Seialsot € GN[ng,0) = - < i — — —, d.h. der Abstand von e 7u 1 ist gréfBer als —
t " ng m n’ m n t

1 k 1
=>E|kE]NmitE<?<E = k- m<t<k-n=k-m+k-A.

mneG = (k—=10) m+l-neG VY0<I<k, da G eine Halbgruppe ist
— k-m+l-ANeG VOLI<k

Dat € G und A der minimale Abstand der Elemente aus G ist, folgt:
Jl<kmitt=k m+l- A= t+A=k-m+(+1) AeG, dh (%) ist gezeigt.
ng€G = ng+GCGN[ng,0)=ng+ A N,

— GCA-N, = A<dp, da A alle Elemente aus G teilt

— A=1,dady=1
Aus (5x) folgt damit die Behauptung.

q.e.d.

Es wird nun eine Zerlegung vom Zustandsraum S in verschiedene Klassen vorgenommen, um eine Erreich-

barkeitsstruktur zu erhalten:

Definition 5: Fiiri,j € S schreibe i ~> j ( j ist von i aus erreichbar ), falls ein n € IN existiert mit
der Eigenschaft p(n) > 0. IP oder eine Markoff-Kette X mit ﬁbergangsmatrix IP heifien

irreduzibel, falls ¢ ~>j Vi, j €S, i # j. Haben ferner alle i € S eine Eigenschaft &,
so sagt man: IP und ( oder ) die Markoff-Kette X besitzen die Eigenschaft £.

Bemerkungen: 1.) Aufgrund der Beziehung p(m+n) >pgz) (m) gilt:

(7.12) Die Relation ” ~> ” ist transitiv.
2.) 7Irreduzibel” bedeutet, dal man den Zustandsraum S nicht verkleinern kann.

Der nachste Satz beinhaltet eine erstaunliche Aussage. Es wird sich namlich zeigen, dafl im irreduziblen Fall
die Charakteristika eines einzelnen Zustandes den ganzen Zustandsraum charakterisieren. Es gentigt also,

bei der Untersuchung auf Rekurrenz, Transienz etc. nur einen einfach handhabaren Zustand zu betrachten.

71



Satz 7.13: Ist IP irreduzibel und existiert ein i € S, so da8
a.) 1 transient bzw.
b.) i rekurrent bzw.
¢.) i positiv-rekurrent bzw.
d.) ¢ null-rekurrent bzw.
e.) 1 die Periode d; € IN hat,
so besitzen IP und X jeweils die entsprechenden Eigenschaften.
Beweis: Zui,j €S, i #j, wihle man m,t € N mit pgm) =a>0und p(t =4 > 0. Damit gilt:

(+) P > pl p Wl = g pl

a.) Sei i transient —- Zp(m+n+t) < oo mach (7.5)

n=1

. Zp(")<oo nach (4)

— J ist transient nach (7.5)

b.) Folgt durch Negation von a.).

1 1 ox )
= lim — 3 p{mntt
d) mi;i J\}I—I};o N £ 1p“ nach (7.9)

>a-f- lﬂoﬁzp nach (+)

=& A nach (7.9)
mjj

¢.) Folgt mit b.) durch Negation von d.).

(n) (2n)

e.) Sei p;;” >0 = p;; * >0 per Chapman-Kolmogoroff

— fl’”“"“) >0 mit (+)
= d; |(m+n+t) und d; | (m+2n+1)
— d; | n, wo n beliebig aus der Menge { m € IN : p( s o}
= d; < d;
Die gleiche Betrachtung mit der Vertauschung von 7 und j ergibt d; = d;.
q.e.d.

Irreduzible, rekurrente Markoff-Ketten haben die Eigenschaft, dafi bei einem Start in i € S jeder andere

Zustand j € S fast sicher nach einer endlichen Zeit erreicht wird. Als Vorbereitung

Lemma 7.14: Ist h rekurrent und gilt A ~> j, so folgt g;n = 1.

Beweis: h ~>j = 3no € N mit p2* > 0.
ghh = Pp[ X, = h fiir unendlich viele m]
= Pp[ X;m = h flir unendlich viele m > ng]
=E, [Ph[Xm — h fiir unendlich viele m > ng | Fy, ]]
=E, [P X,, = h fiir unendlich viele m > O]] nach (5.7)
=Enlgx, sl Zp(no)

1€ES
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h rekurrent = gpp, = 1 nach (7.4)

= 0=1-3 " gn=y_pi” (1 - gin
2.7 > (L= gin)

i€S i€S N

Aus pg_g-o) > 0 folgt notwendig g;» = 1.

q.e.d.

Nun der schon angesprochene
Satz 7.15: Ist X irreduzibel und rekurrent, so gilt: f; =g;; =1 Vi,jes
Beweis: Nach (7.14) ist g;; =1 V4,5 € S. Aus der Definition von g;, und f}; ( Definition 2 ) ersieht

man sofort: f; > gij. Dies liefert die Behauptung.

q.e.d.

Der nachfolgende Satz beinhaltet eine Methode, mit der man allgemeine Falle von Zustandsraumen oft auf
den irreduziblen Fall reduzieren kann. Fiir das neugewonnene Modell lassen sich dann aufgrund obiger

nutzlicher Resultate leicht Ergebnisse herleiten, die man nur noch rickinterpretieren muf.
Satz 7.16: Fiir rekurrentes h definiere S(h) := {j € S:h ~> j}. Dann ist h € S(h) und
IP|S(h) := (pij)ijesn) eine irreduzible Ubergangsmatrix.
Insbesondere gilt p;; =0 Vie S(h), j ¢ S(h).

o
Beweis: h rekurrent — Zpg,? =oo mnach (7.5) = Ing € N mit pg}lf) >0, d.h. h ~> h.
n=1

pij =0 VieS(h), j¢ S(h) folgt mit Widerspruchsannahme und der Transitivitit von ”~>".
Die Aussage, daf} IP|S(h) irreduzibel ist, folgt mit Hilfe der Eigenschaft [IP|S(h)]n = ]P”|S(h) .

ad

Es wird nun der Frage nachgegangen, wann eine Markoff-Kette X eine Folge identisch verteilter Zufallsvari-
ablen darstellt. Zunéchst gilt im Bezug auf die Verteilungsgleichheit von Xy und X mit Hilfe von (5.8") die
Aquivalenz

P X =P, X! = v = v({ih) =P, [X1=j]=) PJ[Xo=k, Xi =]
keS

=> v({k})pr; Vi€S
kes
Dies motiviert

Definition 6: Ein WahrscheinlichkeitsmaB v auf S heifit stationire Verteilung ( bzgl. IP), falls gilt:

(A7) v({ih) = v{i}) -p; Vi€S

i€S

Eine Charakterisierung von stationaren Verteilungen liefert

Proposition 7.17": ( Balance-Gleichungen )

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl v auf S ist eine stationare Verteilung

— EZV({J})pH:Z ZV({Z})PU fir BCS

j€B igB i¢B je€B

(dh. P,[Xo € B, X, € B°] =P,[Xo € BY, X1 € B], der Flu8§ befindet sich in
den Zeitpunkten 0,1 im Gleichgewicht )
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Beweis: v erfiille die Balance-Gleichungen. Mit B := {j} gilt:
v({j}) -(1—pj;)= Zl/({l}) pij = v({ji}) = Zl/({l}) - pij, d.h. v ist stationar.
i#i ies

Sei umgekehrt v stationar. Fiir A, B C S setze man F(4, B) Z Z i) (pij — 654).
JEB i€A

Dann ist die linke Seite der Balance-Gleichung gleich F/(B¢, B) sowie die rechte gleich F((B, B).
Weiter gelten: F(B®,B)=F(S,B) — F(B,B)
und F(B®,B) = F(B,S) - F(B, B)
Dabei ist F/(S,B) =0, da Z(pij —6;;)=0 Vje S, und F(B,S) =0, da v stationar ist.
€S
q.e.d.
Nun die Antwort auf die oben aufgeworfene Frage nach der Verteilungsgleichheit:

Satz 7.18: Ist die Startverteilung v der Markoff-Kette X eine stationare Verteilung, so ist X ein
stationarer Proze, d.h. P,(X,,..., X,4r)~! ist unabhangig von n € N, Vk € IN,.
( Man beachte den Spezialfall k =01 )

Beweis: Mit Induktion und Chapman-Kolmogoroff folgt

4 v{ih=Y_v{ih p’ VieS neN

i€S
Beweis:  v({j}) = ZV({i}) Pij = Z (EV({k}) “Pri) - Pij
i€S ieS keS
= ZV({k}) ' Zpki pij = ZV({k}) p;cfj) etc.
keS i€Ss kes

e PV[Xn:iO;-~-;Xn+k:ik] U[X :Zo] Dioiv "+ Pir_1ix nach (56)

P
= (Z P;[ X, = zo]> “Pigiy -+ - Pix_1ir Nach (5.8
= (X vdip: p“[,) Pty e Py

=v({i0}) Pigir * -+ -+ Pin_yin Mach (+)
q.e.d.

Einige spezielle Kandidaten fiir stationare Verteilungen werden im nachsten Satz vorgestellt. Dazu auch eine

Erweiterung der Chapman-Kolmogoroff-Gleichungen auf INy:
Satz 7.19: a)) Zp( J<1,ieSs.

JES

b.) Ist v eine stationare Verteilung, so gilt: v({j}) = Z v({i})- pgjoo)
i€S

(ah (s P = ()L )

c.) PEJOO) = Zp(oo) pr; (dh P =P .1P)
keS

d) pz] Zplk ka ) dh ]POO =P IPOO )
keS

e) =30 P (dh PR =P P
keS
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. (00)
f.) Gilt fireinie S Epz(;o) > 0, so ist v;, wo v; definiert durch v;({k}) = L,
jes >opl
eine stationare Verteilung. jes
Ist speziell | S |< o0, soist v;({k}) = p“,c ) und die Stationaritit gilt fir alle i € S.
Beweis: a.) Z (c0) (Z 9) Z hm p( )< lim Zp nach Fatou

n—oo

JjES jES jES
= hm—zz (")—1
n—00 m=1j€s
—_——
=1

b.) Aus (4) im Beweis von (7.18) folgt leicht: v({j}) = Z {:i})- p( " ¥neN
i€s

v({i}) = Tim Y v({i}) 7

i€S

Z v({i})- hm p( ") mit majorisierter Konvergenz

i€S
=y v({i)) 7
i€S
(7.9) 1 & 1 & )
+1 .
c) piy = dim ST = lim S ST S A e
m=1 m=1 k€S
= nIEEO Z D; k PRy > Zp mit Fatou
keS kES

Hier ist eine Anwendung des Satzes uiber majorisierte Konvergenz nicht moglich, da

Zpkj = oo sein kann. Mache stattdessen die Betrachtung

keS
ST =S b= Yo 3T Y e =0
j€es kES j€es kES j€es
. —— N——
> 0 nach vorigem < 1 nach a.), also =1

Summe zerlegbar
= o5 =3 mi=0 Vies.
keS

d.) Analog zu c.) hat man:

n

) = lim = 3 D) _JE{}OE Z S8 = lim 3 pue 7Y

m=1 m=1 keS kes

= Z Pik '1355-0) mit majorisierter Konvergenz.

kes
e.) Nach c.) gilt p(-?o) = ZP(OO) " Pkj
. . ij ik Dkj
kes
= pfi” =Y P b)) YneN analogzu (+) in (7.18)
kes

o) _ (c0) (n) — (00)  (o0) : SRR
— p” nli»nolo Zp Prj ]gsp Prj mit majorisierter Konvergenz, da

nach a.) Ep(oo) <1 Vies.
keS

75



f.) Mit dieser Normierung ist v; ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf S. c.) besagt dann gerade,
daB v; eine stationére Verteilung ist. Ist | S |[< oo, so gilt in a.) aufgrund der Grenz-

o0

wertsatze fir endliche Summen sz('j
j€Es

)=1>0 VieS und damit die Behauptung.

q.e.d.

Im irreduziblen Fall tritt wieder eine Besonderheit auf, namlich die Unabhangigkeit der pgjo)

vom Startpunkt:
[ee] [ee] 1
Lemma 7.20: Ist X irreduzibel, so gilt fiir i, 5 € S: pz(.j ) — pg.]. )= —
mj;

Beweis: j transient =—> transient Vi€ S nach (7.13)

*
==~ vies
mjj
Jrekurrent =i rekurrent Vi€ S nach (7.13)
= fi; =1 Vi€ S nach (7.15)

q.e.d.

Folgender Satz enthalt fur den irreduziblen Fall ein Kriterium fir die Existenz einer stationaren Verteilung

und charakterisiert diese:
Satz 7.21: Ist X irreduzibel, so sind dquivalent:
(i) X ist positiv rekurrent.

(ii) Es existiert eine stationare Verteilung.
1
(iil) v({j}) = —, j €S, ist die einzige stationare Verteilung.
mjj
Beweis: Der Beweis wird gefiihrt in den Schritten (i) == (ii) = (iii) = (i).
. 1 . .
(iil) = (i) : Zﬁ_l =—=3i€ S mit my; < oo
JjES 77
— X ist positiv rekurrent nach (7.13), d.h. (i).
(i) = (i) : X positiv rekurrent = mpp < oo Yh e S
=0<ci=) L < 1 nach (7.20) und (7.19) a.)
2 v v
JjES 7]
Nach (7.19) f.) existiert demnach eine stationare Verteilung.
(i) = (i): v{Jj}) = Zy({z}) ~pz(.;o) nach (7.19) b.) fiir v stationér
€S

= (D v{i)- m%) gemafB (7.20)

i€S

mgj

q.e.d.

Nun werden die Irrfahrt auf ZZ und das M/G/1-Warteschlangenmodell ( beide schon bekannt ) auf ihre
Eigenschaften bzgl. der in diesem Abschnitt eingefihrten Begriffe hin untersucht.

Satz 7.22: Die Markoff-Kette X der Irrfahrt auf 7 ist irreduzibel im Falle 0 < p < 1 und hat dann die

1 1
Periode 2. Im Falle p = 2 ist X null-rekurrent, bei p # 3 transient.
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Beweis: 1.) piiyi=p>0,piici=1—-p>0 = i~>i+k Yk&7Z nach (7.12).
2.) Bei einem Start in a € 7ZZ gilt:
P[X2n41 ungerade] = P[ X3, gerade] =1 V¥n € N, , falls a gerade
P[X2n41 gerade] = P[ X3, ungerade] =1 ¥Yn €NN,, falls a ungerade} = da =2
3.) Bei der Trrfahrt auf 7ZZ kann man nur nach einer geraden Anzahl 2n von Schritten zum

Ausgangspunkt zurtuckkehren, und dies nach genau n Aufwarts- und n Abwartsschritten.

( vgl. Ruinproblem )
- n (2 _
ad pgfhn V=0 und ngh): <nn) p" - (L=p)" ¥YneN VheZ ( per Induktion )
1 — n - n -1
pE G = Sopi = pi) = (1=4p-(1-p) 7 <0
n=1

n=1

— X ist transient nach (7.5)

_1 ()N (0n) e s (20, n
p_ﬁ:;phh_;phh —511{12 L) (1=q)

TE n—00

W=

:1%%1(1—4q-(1—q))‘ =00

2

- 1
— X ist fur p= 2 rekurrent.

4.) Es bleibt noch z.z.: Es existiert keine stationare Verteilung.
Annahme: v sei stationare Verteilung.
Setze B := {...,j—2,7—1,j}. Dann erhilt man mit (7.17) die Gleichung
v{iHhr=v{ji+1})(1—-p),dapp, =0, pu=0 Yk, I€Z mit|k—1|> 1.
Fir p = £ hat man also v({j}) = v({j+1}) und damit einen Widerspruch
zu Zy({j}): 1.
J€Z
q.e.d.
Satz 7.23: Die Markoff-Kette X des Warteschlangenmodells M/G/1 mit Verkehrsrate g ist irreduzibel
und aperiodisch. Ferner gelten:
a.) Ist o> 1, s0ist X transient.
b.) Ist ¢ = 1, so ist X null-rekurrent.
c.) Ist p < 1, s0ist X positiv rekurrent.

Fir ¢ > 1 existiert keine stationare Verteilung und es gilt:

P[X,>k]— 1, (n —00), YkeN.
Im Fall p < 1 existiert genau eine stationare Verteilung v und es ergibt sich:

P[Xn:k']—u/({k}:)zi, (n—o0), YkeN.

Mgk

Dabei ist »({0})=1—p und die v({k}), k € IN, lassen sich mit Hilfe von (7.17)
( bzw. (7.17") ) rekursiv berechnen.

Beweis: FEs gilt p;;—1 = bi_l_(i_1)+ =bg>0firi>0 = i~>j Vj<i gemiB (7.12).
Ferner existiert wegen bg + b1 < 1 ein £ € IN mit byp41 >0
= Piitk = Pok+1 =0p41 >0 Vi>0=0~>14+n-k VneN
—> X ist irreduzibel.

Poo = pg? =by>0 = dy=1 = X ist aperiodisch nach (7.13).
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Die Aussagen a.), b.) und c.) folgen direkt aus (5.22) in Verbindung mit (7.13).
Daher gilt mit (7.21): Es existiert eine stationére Verteilung v genau dann, wenn ¢ < 1 ist.
Diese ist dann eindeutig.

: n 1 : .
Wegen (7.29) ( sieche unten ) konvergiert pl(-k) gegen ——, (n — 00). Somit hat man mit
kk

majorisierter Konvergenz: P[X, = k] = Z P[ Xy =] ~p§2) nach (5.9)

€N
1
— — (=v{H{k}) imFall p<1), (n— o).
— (=u({k)) i Fall g< 1), (1= o)
Im Fall ¢ > 1 ist X transient bzw. null-rekurrent, d.h. mgr = o0 Vk €N
1
= P[X,2k]=1-) P[X,=j]—1-) —, (n—x)
i<k j<kmjj

(=1 imTFall p>1).

Es ist Lo 1— ¢ (vgl. (5.22) ), daher ist bei g < 1 v({0}) = . 1-p.
Moo

moo

Hat man v({i}) berechnet fiir i < j € IN, so erhalt man v({j+ 1}) durch Auflésen der

Gleichung v({j}) = Z v({i}) p;; mach (7.17)

1€EIN

=3 w{i]) by {1 b
i<j

= 5 v({i ) bymi+v({ 01 b+ v({i+11) b
0<i<j

oder direkt durch Anwendung von (7.17).
q.e.d.

(n

Zur Untersuchung der Konvergenz der pik) bendtigt man den Begriff der Kopplung zweier Markoff-Ketten.

Dabei werden zwei Markoff-Ketten X, X’ mit gleicher ﬁbergangsmatrix IP und gleichem Zustandsraum S

durch eine einzige Markoff-Kette ausgedriickt. Dazu das

Lemma 7.24: ( Kopplung von Markoff-Ketten )

Beweis:

Sei IP eine ﬁbergangsmatrix 7um Raum S. Dann ist IP = (P(i gy, (k1)) gk 1es definiert

durch p; j) (k1) := pir - pj1 eine Ubergangsmatrix zum Raum S x S mit der Eigenschaft
ﬁgﬁﬁ'»(m =pip) - p$)) fiir i j k1€ S, neN.

Fir ¢,5 € S gilt: Z Plig) kD) = Z Pik " Pji = ZPM ‘ ijl =L

k€S kles keS Ies

Ferner hat man ( induktiv ):

~n+l) ~n) =~ _ (n) (n) . )
Py, ey = Z P gy, qngny PGk = Z Py Pjjr - Pitk " Pjnl
(i’,j’)ESxS (i’,j’)ESxS
1 1
=500 pee - >0 PV pi = p Y pl Y
i'es j'es

q.e.d.

Nun wird zunachst im irreduziblen, aperiodischen Fall gezeigt, dafl die Abhangigkeit der ﬁbergangswahr—

scheinlichkeiten vom Startpunkt bei fortschreitender Zeit verschwindet. Dazu vergleicht man zwei gekoppelte

Markoff-Ketten, die in verschiedenen Punkten starten.
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Proposition 7.25: Ist IP irreduzibel und aperiodisch, so gilt:

Bewelis:

1)

pp =Bl — 0, (n—o0) VijkeS.
Zunichst erweitert man (7.11) zu
(7.26) VjkeS Fng=no(j k) mit p{}) >0 ¥n> no.

Denn nach (7.11) existiert zunachst ein ny = ny(k) mit p(") >0 VYn>ni.Daj~>k

existiert ein ny € IN mit p]k )> 0. Damit hat man p( natn) > p( na) p(r;c) >0 VYn>ng.

Sei X = (X, X') eine Markoff-Kette mit I"Jbergangsmatrix IP zum Raum S x S wie in

(7.24), welche nach Ionescu-Tulcea existiert. Dann ist X irreduzibel, denn fur ¢,j,k,l € S

hat man @‘EZ;LWU = pl(-k) pgrf) >0 VYn>ne(i,k)Vno(s,1).

Ist X transient, so hat man mit (7.5): ;’9((;3)7(,67,6) = (pgz))z — 0, (n — o)
= pgk) , (n — ), d.h. die Behauptung.

Tst X rekurrent, dann ist nach (7.15) f(*l.j) k)= 1 Vi, k€S.
T :=inf{neN: X, = (k, k) } werde Kopplungszeitpunkt von X, X’ genannt, d.h. der
Zeitpunkt, in dem X, X’ in k zum ersten Mal zusammentreffen. Da f(*z Pk = 1 (d.h.

der besagte Zeitpunkt ist nach einem Start in i bzw. in j fast sicher endlich ) hat man
(7.27) P(iyj)[T >n]— 0, (n— o).

AuBlerdem gelten die Gleichungen

(7.28) piy) =Pu ;[ Xa=k], pJy =Pyl X, =k,

Dennesist { X, =k} = U{)?,'l = (k,1)} und damit
les

P(Z-J-)[Xn =k] ZP(”) n=(k, )] Zp(m) ) = Zp(") pﬁ) nach (7.24)
les 1es Ies

(n)
= Pi -
Die zweite Gleichung beweist man analog.

Mit (4,7) := (k, k) erhalt man daher P oy[ Xon = k] = Py 1)[ X, = k]
und unter Herbeiziehung von (7.8) ( angewandt auf B := {k} x S ):

P(i,j)[Xn :k’,Tgn ZP(W) P(k k)[ () k]:P(i,j)[XrlL :]{:,TSTL].

(7.27)

Die Behauptung folgt wegen P(iyj)[XT(L/) =k]- P(i,j)[X,(Ll) =kT<n] — 0, (n— o00)
= Pyl X, =k]—PujH[Xn=k]— 0, (n — o0), nach obigem, d.h. mit (7.28):
P — Py — 0, (n—o0) .

q.e.d.

Dies war die Vorstufe zum Hauptgrenzwertsatz:

Satz 7.29:

Beweis:

n 1 .
Ist IP irreduzibel und aperiodisch, so gilt: pgk) — — (n— ), Vikes.
mprp

Da nach (7.25) die Abhangigkeit der pz(.z) vom Startpunkt bei wachsendem n verschwindet, reicht

es also 0.E. aus, den Fall i = k zu betrachten.
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(o)
Fall 1: Ist IP transient, so gilt nach (7.5) Zpkk < o0

— pgﬁc — 0= % , (n — 00). Man beachte, daf} bei Transienz my, = oo ist.

1
Fall 2: Tst IP positiv rekurrent, so ist nach (7.21) v({j}) := —— stationére Verteilung. Nach
my
(4+) im Beweis von (7.18) gilt ferner v({k}) = Z v({ji})- pg?
j€Es
—v({k — P 0 it (7.25) und
= ol —v{kD) =3 v({i D @ - py) — 0, (n — c0), mit (7.25) un
JES

majorisierter Konvergenz.

Fall 3: TP sei null-rekurrent ( = mppr =0 VEkES)
Annahme: Die Behauptung sei falsch, d.h. 3k € S mit ap = lim pggc) > 0.
Indem man zeigt, daf} eine stationdre Verteilung existiert, hat man mit (7.21) einen
Widerspruch. Mit einem Diagonalverfahren ausgehend von k erhalt man eine Teilfolge

(n')pen mit der Eigenschaft Vj €S Ja; mit n}gnoo ngl‘) = qj.

Wegen aj > 0 gilt 0 < Zaj und analog zu (7.19) a.) mit Fatou: Zaj <1.
jESs jes

Nach (7.25) gilt sogar hm p( D= a; Vi, j€eS und

hm p(n = hm Zp’“ p” ( Chapman-Kolmogoroff )

n!—oo0

ZES

= Zpk hm p »') ( majorisierte Konvergenz )
€S

= E p;“”aanj.

i€S

Analog zu (7.19) c.) folgt aus ( ) = ZP(nI)

1€S
= lim Y = Z ; Z
aj; = llm Dy; = llm p]“ ‘Pij = Q@ Pij -
n’'—oo n’'—oo
i€S i€S

Somit ist v({j}) := stationare Verteilung.

i€S
q.e.d.

Aus diesem allgemeinen Konvergenzsatz lassen sich einige Spezialfalle iber Konvergenz ableiten, so z.B.

P,[T < o]

Korollar 7.30: Ist h aperiodisch, so gilt P,[ X, = h] — -
hh

, (n— 0).

(n) (c0)

Insbesondere:  p;," — p;p, °, (n — 00).

Bewels: Die zweite Behauptung ist die erste mit P; statt P, die erste folgt so:

Nach (7.7) b.) gilt P,[X, = h] ZP =t]-p2 mit p{7 =0, m<o0.

(n) 1

Es ist also z.z.: p,, — ——, (n — ).
Mhh
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Fall 1: TIst h transient, so verwendet man analog zum Beweis von (7.29) die Aussage (7.5) zum
(n) 1

Beweis von p; ;) — ——.
Ly

Fall 2: Ist h rekurrent, so betrachte man S(k) ( vgl. (7.16) ). Denn nach (7.16) ist IPlS(h)

irreduzibel und damit liefert (7.29) die Behauptung.
q.e.d.

Bemerkung: Die Existenz von lim P,[X, = h] bedeutet, dal P,[ X,, = h] mit wachsendem n
n—oo

nahezu unabhangig von n ist. Das stochastische System ist dann nahezu im

stationaren Zustand, d.h. die Verteilungen andern sich nahezu nicht mehr.
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Kapitel 2: Zeitstetige stochastische Prozesse

Bisher wurden nur stochastische Prozesse mit diskreter Zeitparametermenge betrachtet ( z.B. IN, 7Z etc. ).
Diese Art von Modellen reicht jedoch nicht aus, zufallige Geschehen mit kontinuierlicher zeitlicher Entwick-
lung exakt beschreiben zu konnen. Diese Problematik fithrt zum Begriff des zeitstetigen stochastischen
Prozesses, welcher in den nachsten Abschnitten an einigen wichtigen, praxisnahen Beispielen erlautert wird.
Dabei wird aber auch immer auf die aus dem zeitdiskreten Fall her bekannten Ergebnisse zurickgegriffen
werden, indem man den zeitstetigen Prozefi durch zeitdiskrete annahert und auf diese die zeitdiskreten

Methoden anwendet.

Nach diesen Vorbemerkungen zu einem ersten Beispiel:

Abschnitt 8: Die Brown’sche Bewegung

Die Brown’sche Bewegung ist ein stochastisches Modell fiir die Bewegung eines Teilchens ( Staubkorn,
markiertes Molekiil etc. ) unter dem Einflufl chaotischer Stéfie ( z.B. Zusammenstofen mit anderen Mole-

kiilen eines Gases bzw. einer Fliissigkeit ).

Historisch wurde dieses Phinomen 1828 durch den Botaniker Brown beschrieben, spater von Bachelier (1900)
im Zusammenhang mit der Fluktuation von Aktienkursen weiter untersucht. Einstein beschrieb 1905 diese
Art von Bewegungen bei der Untersuchung der Bewegung eines Teilchens unter dem Einfluf von Kollisionen
mit einer groflen Zahl anderer Teilchen ( dies fiilhrte zur Anerkennung der Realitat der Atome ). Das exakte

mathematische Modell wurde 1923 von Wiener entwickelt.

Hier wird nun die Bewegung in einer Richtung ( Dimension ) untersucht, also eine eindimensionale Betrach-

tung durchgefihrt:

Ein Prozefl X = (X;);>0 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) beschreibe eine Komponente der
Bewegung eines Objekts bei fortschreitender Zeit, d.h. X; gebe eine Komponente des Orts des Objekts

im Zeitpunkt ¢ wieder. Man diskretisiert das Problem, indem man den Prozef} in aquidistanten Zeitpunkten
0, At, 2At, ... untersucht.

Bei einem Start Xo = 0 (0.E. Xo = 0 durch Skalenanderung ) hat man X(;1)a; = Xpas + Z,?_ﬁl . ke N,
WO ZkA_ﬁl den Zuwachs bzw. die Anderung im Zeitintervall (k'At, (k-l—l)At] darstellt. Der Ubergang At — 0

liefert eine Anndherung ( Approximation ) an einen zeitstetigen Prozefi.

Als Modellansatz seien die (Zf!)gen identisch verteilt und unabhangig ( was zeitliche und raumliche Ho-
mogenitat ausdriicken soll, d.h. die Bedingungen ( Temperatur, Druck, Konzentration etc. ) sind in jedem

Ort gleich und andern sich nicht mit der Zeit ) Des weiteren sei E[Z,f_lfl] =0 VkeNN,.
1

Es ist vorteilhaft, als aquidistante Unterteilung At = — zu wahlen, dies erleichtert den spateren Grenz-
n

ubergang At — 0. Mit dieser Wahl hat man z.B. im Zeitpunkt ¢ = 1:

E[X.]=E[Y 7] =0 sowie Var(X:) = n-Var(Z7) = Var (vVa - Z7")
k=1

1

vn

unabhangig ) und erhalt damit eine eindimensionale Irrfahrt (Xpas)n>0 ( ein schon aus Kapitel 1 her

bekannter Begriff ).

Man setzt an: Zj% = - Z; (oder := ZJ(":), WO Z](n) identisch verteilt Vj,n € IN und bei festem n
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Bei der bisherigen Modellierung der Bewegung wurden nur die Zeitpunkte (kAt)gzew, betrachtet und die

Zwischenraume vernachlassigt. Es wird in erster Naherung angenommen, dafl die Bewegung zwischen kAt

k
1 t—k k k+1
und (k + 1)At linear verlduft, d.h. X' := ﬁ E Z; + HW - g4 fur - <t< + )
j=1

n

Beachte: X" stimmt an den Stellen t = —, k& € Ny, mit dem urspringlichen Prozefi X tberein.
n

X" ist ein Kontrollpolygonzug zu X.

Im folgenden wird die Problematik auf den kanonischen Raum C' = C[0, c0) verlagert, mache dazu die
Definition 1: C := C[0, 00) sei die Menge der stetigen Funktionen von [0, c0) nach TR.
Die Abbildungen T; : C' — R, t > o, seien definiert durch T;(z) := z(¢), z € C.
( Mithin wertet II; eine Funktion an der Stelle ¢ aus. )

Der Ubergang zum Raum C' erfolgt dadurch, da man X" (w) als die Abbildung [ — X (w), t > 0] auffafit

( X"(w) heifit auch w-Pfad ), d.h. X™ . Q — C. Dabei sind jedoch folgende Probleme zu 16sen:

1.) Man muf} auf C' eine o-Algebra £ finden derart, dal X™ zu einer Zufallsvariable auf (Q, F, P) wird.

2.) Esist die Frage zu klaren, ob X™ in Verteilung gegen ein Maf p aus IP(C') konvergiert ( schwache
Konvergenz von IP(X")~1 =: u, € IP(C) gegen p € IP(C) ) um ein Modell fiir den Ursprungs-
prozef} zu gewinnen.

Im Bezug auf 2.) ist es wegen der Beziehung X} = II; o X™ mdglich, bei der Untersuchung von P(X™)~!

auf den Projektionsprozef (Il;);>o auszuweichen ( analog zum kanonischen Prozefl beim Markoff-Prozef ).
Es gilt namlich P(X7,.. ~1inm)_1 =P(X™")"1(Iy,,...,M;, )", t; >0, meN.

Nach diesen Voriiberlegungen nun die Einfiihrung einer topologischen Struktur auf dem Raum C:

Definition 2: Zu0<t<ocound z € Csei || 2 [loot = [nax |z(s)| die Maximumsnorm auf [0,%].
<s<t

o0

1
Mit deren Hilfe definiert man fiir z,y € C:  d(z,y) := Z 2—n/\ [| 2=y |loo,n -
n=1

Des weiteren werde fiir « € C' und ¢ > 0 die e-Umgebung von x bzgl. d gegeben
durch B(z,¢) := {ye C:d(z,y) <e}.

Bemerkung: Fiir eine Folge (z,)nen, C C gelten die Aquivalenzen
d(zp,20) — 0, (n — o)

(81) Lm0 feom—0, (n—0) YmEN

<(—i)> z, — zg gleichmafBig auf Kompakta

Beweis: (2) sowie (1) =" sind klar.

[ee]
Fir (1) ”<” verwende man ein %—Argument flir den Reihenrest von Z o

und || 2 = y floo.m-

d verhilft C zu folgenden Eigenschaften:

Lemma 8.2: d ist eine Metrik auf C' und C ist unter d ein polnischer Raum.
( Zur Definition eines polnischen Raumes vgl. (1.5) )
Beweis: DaB d eine Metrik auf C ist, beweist man elementar. Die Vollstandigkeit von C unter d
folgt aus der Tatsache, dal der gleichmaflige Limes stetiger Funktionen wieder stetig ist.
Die Separabilitat erhalt man dadurch, dafl stetige Funktionen durch Polynome mit
rationalen Koeffizienten ( z.B. Bernstein-Polynome ) auf jedem kompakten Intervall

approximiert werden konnen.

83



Nach der topologischen Struktur nun, wie oben schon angesprochen, die Einfithrung einer Mefibarkeits-
struktur auf C:
Definition 3: Setze £ := o(Il;,t > 0) = o( U Ht_l([)’l)). Mit B(C') werde die Borel-o-Algebra auf C
>0
bzgl. d bezeichnet. ( By ist die Borel-o-Algebra auf R bzgl. euklid’scher Metrik )

Zwischen der topologischen und der Mefibarkeitsstruktur bestehen die folgenden Zusammenhange:
Lemma 8.3: a.) T, ist stetig.

b.) Die Abbildung z +— d(z,y) ist £ — Bi-meBbar Vy e C.
Beweis: a.) Tolgt sofort aus (8.1).

b.) Die Abbildung z — d(z, y) ist eine Komposition von mebaren Abbildungen.

Mit Hilfe dieses Lemmas hat man
Proposition 8.4: Esgilt: £ =B(C)

Beweis: ”C”: Nach (8.3) a.) ist Tl; B(C) — Bi-mefibar V¢ > 0.
— L C B(C), da L die kleinste o-Algebra ist, bzgl. der die II; mefibar sind.

”D”: Nach (8.3) b.) ist B(z,e) € L Yz € C, e>0. Danach (8.2) C separabel ist, ist jede
offene Menge in C' als abzahlbare Vereinigung derartiger Kugeln darstellbar und daher

aus L.

Im Hinblick auf obige Einfithrung definiert man:

Definition 4: TFiir P € P(C) und t4,...,t,, € RF, m € N, wird P(I,,,..., M, )~ " als die

m-dimensionale Randverteilung von P bezeichnet.

Mit diesen Randverteilungen ist es moglich, Wahrscheinlichkeitsmafie auf C' zu vergleichen/charakterisieren:
Lemma 8.5: ( Eindeutigkeit ) Fiir Py, Py € IP(C) sind aquivalent:

(i) Py =Py

(i) Pi(Myy, ..., 0 )7 = Po(lyy, ..., I, )7 VO<t <ta<...<tym <oo, meN.
Beweis: (i) = (ii) ist klar.

Fir (ii) = (i) beachte man, daf U U((Hh, Ce Htm)) ein durchschnittstabiles

0< 1< <t <00
meN
Erzeugendensystem von L ist, auf dem P; und P5 ubereinstimmen. Die Gleichheit auf ganz £

folgt dann mit dem Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeitsmafe.

Nach diesen mafitheoretischen und topologischen Vorbereitungen ist es nun moglich, die oben motivierte

eindimensionale Irrfahrt zu untersuchen:

Die Polygonprozesse

Definition 5: Sei (7;);en eine Folge reeller, identisch verteilter, unabhéngiger Zufallsvariablen auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit Erwartungswert 0 und Varianz 1.
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Definiere fur k € IN S, Z Z; ,d.h. (Sk)gew stellt eine eindimensionale Irrfahrt auf

IR mit Start in Sy := 0 dar. Des welteren setze man
n 1 , . k k+1
X7 (w) = T [Sk(w) + (nt —k) - Zpy1(w)] fir — — St —— (<= k=[nt]).

Mit X" (w) wird der Pfad ¢ — X} (w) bezeichnet.

Die Mefibarkeit von X” zeigt
Lemma 8.6: a.) X:Q— Cist F — L-meBbar < II; 0 X ist F — Bi-mefibar Vt > 0.

b.) X":Q— Cist F— Lmefbar VneN (= P(X")"'eP(C) VneN).
Beweis: a.) 7= T ist £L— Bi-mefibar V¢ >0 = I, 0 X ist F — By-meBbar Vit > 0.

e XTUITYBY) CF V>0 = X' J17Y(By) C £
>0

b.) ;o X" = X}, somit ist X” nach a.) F — L-mefibar.
q.e.d.

Als Vorbereitung flir den Nachweis der oben in Punkt 2.) angesprochenen schwachen Konvergenz von
P(X™)~! nun zunachst

Konvergenz der endlich dimensionalen Verteilung

Nach (8.3) war II; stetig V¢ > 0, folglich (IT4,, ..., I, ) stetig V¢; >0, m € IN. Daher ist es nach
W-Theorie 17.8 fiir die schwache Konvergenz von P(X™)~! gegen ein y € IP(C) notwendig, daB gilt:

(+) P(X™)~NMy,..., M )" = P(X], .. X7 )™ S p(Myy, . T )7, (R — 00)

Es folgen nun zwei Lemmata, die fiir den Beweis des Grenzwertsatzes fur die endlich dimensionale Rand-

verteilung unentbehrlich sind:
Lemma 8.7: Seien (MS?))nEN, J=1,...,m &N, Folgen aus IP(R). Dann sind aquivalent:
(i) uf"=ul), (n—o0), ¥ie{l,...,m}

(i) X pd) = X pld), (n— ).
j=1 ji=1

Beweis: (i) = (ii): Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy-Crameér gelten fiir die charakteristischen
Funktionen ap(J) von ,u(” goglj)(t) — «p&?(t), (n—o0),Vt, 1<ji<m
( vergleiche W-Theorie 18.11 )

= [[et) —>Hs0(” o (n—00), VEj, 1<j<m
j=1

m .
d.h. die charakteristischen Funktionen von ¥ M;J) konvergieren gegen die von
j=1

)( ul) ( dabei gilt "< wegen ¢£3)( 0)=1).
j=1
Dies liefert nach Lévy-Cramer gerade die Behauptung.

Die Richtung (ii) = (i) ist klar.

Eine wichtige Eigenschaft der mehrdimensionalen Normalverteilung zeigt

Lemma 8.8: Seientp=0<t <...<ty <oo, m €N, und (W;)o<i<m reelle Zufallsvariablen.
Dann sind aquivalent:

(i) W;—W,_1 sind unabhangig, W; = W;_1 ~ N(0,¢; —t;—1), i€ {1,....m}, Wy := 0
(i) (W,...,Wp)~N(0,T) mit T' := (¢; Ati)i<ij<m
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Beweis: Der Beweis ist relativ einfach zu fithren, man verwendet dabei nur den die mehrdimensionale

Normalverteilung charakterisierenden Satz 16.6 der W-Theorie sowie deren Definition.

Nun die schon mehrfach angesprochene

Proposition 8.9: TFir 0=0<t <ty <...<tyn <oo, meN, gilt mit T := (t; Atj)i<ij<m:

P(X}, ..., X2 )"t =5N(0,T), (n— ).
Bemerkung: Im Fall m = 1 hat man insbesondere: X7 konvergiert in Verteilung gegen N(0,1),

Jn

Somit enthilt (8.9) den zentralen Grenzwertsatz und verallgemeinert diesen dadurch.

dh. firt=1. X7 = — N(0, 1) in Verteilung, (n — o).

Beweis: O.E. sei t; > 0. Ist namlich ¢; = 0, so ist X7 = X7 = 0. Andererseits ist in (8.8) mit ¢; = 0
auch W; = 0 und folgende Betrachtungen kénnen mit (¢a, ..., ¢m) getatigt werden.

Zur Vereinfachung zeigt man die Behauptung zunachst fur den stickweise konstanten Prozef§

! - S[n.1] anstelle von X7 ( X7, € “S[n1 )-

vn et = n

Um dabei die Form von (8.8) zu erreichen, ist es glinstiger, die Zuwéchse

[n~ti]+1
1 1
Y = — (Spnts] — Sntica]) = —= Z Z;, i€ {1l,...,m}, zu untersuchen.
\/ﬁ \/ﬁ j=[n-ti-1]

Fiir festes n sind diese aufgrund der Unabhangigkeit der (7 )ren ebenfalls unabhangig.
Im Hinblick auf (8.7) sei jetzt ¢ fest gewahlt. Da die Zj identisch verteilt sind, ist Y;* verteilungs-

Sk(n
gleich mit \k/(_), wo k(n) definiert durch k(n) := [n-t;]—[n-t;_1].
n

Wegen k(n) — oo fiir n — oo folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz

Sk(n)
Vk(n)

k

Verteilung . Mit k(n) —t; —ti—1, (n — o0), und W-Theorie 17.21/17.22 (Cramér) ergibt
n

Sk(n) _  [k(n)  Sk(n)

v SV )

Somit folgt aus (8.7) (¥7",...,Y;n) — X N(0,t; —t;—1) =: v in Verteilung, (n — 00),
i=1

— N(0,1) in

sich daher: — N(0,%; — t;—1) in Verteilung, (n — o).

da P(Y,...,Yy")~t = X P(Yj")_1 aufgrund der Unabhéngigkeit.
ji=1

Definiere nun h:IR™ — R™ durch A(y1,...,ym) = (W1, v1 +¥2,.. 91+ ...+ Ym).

1 .
Da h stetig und A(Y",...,Y) = T (Stn-t1]s - - > Sin-t,,])  gilt nach W-Theorie 17.8:
n
1
(Stta]s - Sntm]) — vh™! in Verteilung, (n — o0).

7
Da aber ferner unter Verwendung von (8.8) h(Y?",...,Y?) — N(0,T') in Verteilung, (n — o),
ergibt sich notwendigerweise ~vh~! = N(0,T). ( Wende dabei (8.8) auf eine Folge (Vi)o<i<m
unabhangiger Zufallsvariablen mit V; ~ N(0,¢;, —¢,_1) an )

Betrachte nun wieder den urspriinglichen Prozeff X}*:

und somit fur € > 0:

Z[m]+1|< | Zin 1141
v ' T /n
>e|l | P[|Z1|=]=0, (n— ), d.h.

. S
Esist | —= - X/|=|n-t—[n-t])-
vn k

Sln-1] 71| Sln-1]

vn vn vn
nach Wahrscheinlichkeit, (n — o0). ( und damit auch in Verteilung, vgl. W-Theorie 17.18 )

P[| — X7 >e] <P - X7 —0
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Stnt,]
vn

( dies folgt leicht mit einem ;--Argument )
= (X{,..., X ) — N(0,T) in Verteilung, (n — o), nach W-Theorie 17.20

= (

— X?,:)lsism — 0 nach Wahrscheinlichkeit, (n — o0).

q.e.d.

Nun wird fiir die Konvergenz von P(X™)~! ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz
eines schwachen Grenzwertes einer Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf C' erarbeitet:

Proposition 8.10: Sei (¢, )nen eine Folge von Elementen aus IP(C') und Kyt €EIP(R™) fur

0<t; <...<ty <oco, mé&N. Dann sind aquivalent:
(i) Es existiert ein pio, € IP(C) mit den beiden Eigenschaften
a.)  Hn = flco , (n — 00)
b)) peo(Meyy oo My )V =gy 4, VO<t < ... <ty <oo, meN
(i) a.) pp(My,,... M, )"0 l}ﬂh,...,tm Vo<t <...<tp <oo, meNN
b.)  { n }new ist relativ folgenkompakt, d.h. fiir alle Teilfolgen { pin’ }nen
existiert eine Teilfolge (n")peN C (n')new und ein p € IP(C) mit
der Eigenschaft i, —— u, (n" — o0).
Beweis: (i) = (ii): (ii) a.) folgt sofort aus der Bemerkung (+) vor (8.7). Aus (i) a.) folgt direkt
(ii) b.), da mit p, auch alle Teilfolgen pnn gegen poo in Verteilung konvergieren.
(ii) = (i): ( vgl. dazu auch den Beweis des Stetigkeitssatzes von Crameér )
Nach (ii) b.) existiert eine Teilfolge (n')pew und ein poo € IP(C') mit der Eigenschaft
Hn’i)ﬂoo; (n' — o00). Mit (+) gilt daher V0 <t < ... <ty <00, meIN:
pr (Mo T ) o (T, ., T, )Y, (0] — o0)
= 4,1, nach (ii) a.)
d.h. man erhalt (i) b.).
Fir (i) a.) ist nun noch die Unabhéngigkeit von pe, von der Wahl der Teilfolge n’
zu zeigen. Sei dazu (m')men C IN beliebig. Nach W-Theorie 18.10 ist nur die Exis-
tenz einer Teilfolge (m"')men C (M )men nachzuweisen derart, daB i, —— oo fiir
m' — oco. (ii) b.) liefert (m")men C (M )mew und ein g € IP(C) mit der
Eigenschaft pip,n —— p, (m" — oo).
Daraus folgt wieder mit (+) fiir alle 0 <¢; < ... <ty <00, me N:
o (g, s T, )7 o p(Tyy, . T, )T, (M — o0)
= p4,, .+, nhach (il) a.)
= pioo(Ty,, ..., M, )~" nach obiger Rechnung
Mit (8.5) folgt daher p = pis.
q.e.d.

Man nahert sich nun schnell der Losung der Konvergenzfrage der P(X™)~!, denn es zeigt sich, daf§
{P(X")~! : n € N} die Voraussetzung (ii) b.) aus (8.10) erfiillt:
Proposition 8.11: Die Menge { P(X")~! : n € IN } ist relativ folgenkompakt in IP(C).

Beweis: Die Folgenkompaktheit wird sich in Abschnitt 9 als Aquivalent zur Straffheit erweisen, der Beweis

wird dort gefuhrt.

Nun zu den beiden Hauptsatzen dieses Abschnitts, die die Konvergenzfrage endgultig klaren:

Satz 8.12: FEs existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsma$ g auf (C, £) mit gu(Tl,,,..., T, )~" = N(0,T),
Worz(ti/\tj)lsi,jSm: 0<t) < ... <ty, <o, meN.
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Beweis: Zum Existenznachweis setze man in (8.10) fir n € N g, = P(X")~! sowie

fir0<ti <...<tm<oo,meN, py 1. = N(0,T), wobei I' wie oben definiert sei.
Wegen P(X7,..., Xt”m)_l = P(X")~Y(I,, ..., M, )~! hat man, da nach (8.9)
P(X},..., X2 )"' =5N(0,T), die Eigenschaft pun(ILy,, ... Iy, ) ™" == gy, 1, (0 — 00).
Aufgrund von (8.11) ist { P(X™)~!:n € IN} folgenkompakt, d.h. die Voraussetzungen von (ii)
in (8.10) sind erfiillt. Daher existiert ein g € IP(C') mit der gewiinschten Eigenschaft, welches
gemaf (8.5) eindeutig ist.

q.e.d.

Dieses Mafl hat eine fundamentale Bedeutung;:

Definition 6: Das Ma8 aus (8.12) heifft Wiener-Ma8 auf C[0, c0). p ist neben dem Lebesgue-Maf
das wichtigste Maf.

Betrachtet man noch einmal den Beweis von (8.12), so stellt man fest, dafl man das Ziel ” Konvergenz der

X" in Verteilung” schon erreicht hat, es gilt namlich
Satz 8.13: ( Donsker ) X" konvergiert in Verteilung gegen das Wienermaf y, (n — o0).
Beweis: Tm Beweis von (8.12) wurde schon gezeigt, da die Menge { P(X")~' : n € N} die Voraus-

setzungen von (8.10) (ii) erfiillt, somit liefert (8.10) (i) die Behauptung zusammen mit dem
Eindeutigkeitssatz (8.5).
q.e.d.

Es wird nun eine exakte Definition des Begriffs ” Brown’sche Bewegung” angegeben, welche im nachhinein

die bisherige Vorgehensweise rechtfertigt. Zuvor jedoch noch
Definition 7: Ein stochastischer Prozef (X¢)¢>0 mit Zustandsraum R? hat

(i) unabhéingige Zuwéchse, falls die Zufallsvariablen X, Xy, — Xo,..., Xy
unabhangig sind fiir alle 0 <t < ... <t < oo, m € N.

_Xfm 1

m -

(ii) stationare Zuwachse, falls X; — X verteilungsgleich ist mit X;_; — Xg
fur alle 0 < s <t < 0.

Nun die angekiindigte

Definition 8: Ein stochastischer ProzeB (Wt)tzo mit Zustandsraum R? heiit d-dimensionale

standardisierte Brown’sche Bewegung ( im Fall d = 1 auch Wienerprozef ), falls gilt:
(0)  (Wi)i>o hat stetige Pfade
(i) Wo =0 fast sicher

(ii) (Wi)i>o0 hat stationdre unabhéngige Zuwachse
d
(iil) Wy—Wy~ X N(0,t—35), 0<s<t< o0
i=1
Bemerkung: Inshesondere gilt fiir W; = (Wt(l), ce Wt(d)) : Wt(lj), cy Wt(d) sind unabhangig
( W-Theorie 13.1 a’.) ) sowie Wt(i) ~ N(0,1).

Mit Hilfe des Projektionsprozesses und des Wienermafles hat man einen kanonischen Wienerprozefl gefunden:
Korollar 8.14: FEs sind aquivalent: (i) p ist Wienermaf auf (C, £)

(ii) (M;)¢>0 ist ein Wienerprozef auf (C, L, p)
Beweis: leicht mit (8.12) sowie (8.8).
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Bemerkung: X" war als Anniaherung an den urspriinglichen Bewegungsproze X konzipiert worden.
Nun zeigen (8.13) und (8.14), dafl die Verteilung des Pfades t — X*(w) von X" beliebig
gut an die Verteilung eines Wienerprozesses ( hier (II;)s>0 ) angenahert werden kann.

Man erhalt damit auch ein Modell fir den ursprunglichen Bewegungsprozesses X.

Mit (8.13) erhalt man eine funktionale Variante des zentralen Grenzwertsatzes:

S

\/—nﬁ = X7 — N(0, 1) in Verteilung, (n — o0), sondern auch

die Aussage: Ist h: C'— IR ( p-fast iiberall ) stetig, so gilt h(X"™) — ph~! in Verteilung, (n — o), wo p
das Wienerma$ ist ( W-Theorie 17.8 ).

Man hat nicht nur, wie in (8.9) angesprochen,

Dazu ein

Beispiel: Definiere h: C — R durch h(z) := Orgtaéclx(t). Dann ist h stetig.

Beweis: (#p)penw C C mit d(zy,2) — 0, (n — o0) fiir ein z € C
IjH%—xhr—w;@*%)

Ferner gilt A(X") = max ——, da X ein Polygonprozef} ist. Fiir A € B; hat man

O<k<n\/_
ph=A] = plz: Inagclx()EA]—u(maXHt )" A]. DaP(X"?)"' Ly, (n — o0),

. w . Sk
ny-1p—-1 -1
(und somit P(X™)~ h~! = ph=1 ) gilt 01’<nka<xn NG — Oréltaé( Wy in Verteilung, (n — o0),

wobeil W ein beliebiger Wienerprozef§ ist ( da unter p (Ht)t>0 Wienerprozefl )

Es wird nun mit Hilfe eines Spiegelungsprinzips gezeigt: Oréla<x W; ist verteilungsgleich mit [Ty,
#

wobei bekanntlich W3 ~ N(0, 1).

Das Spiegelungsprinzip kann schon auf der Ebene der Irrfahrten eingesetzt werden, indem man
das (8.13) innewohnende Invarianzprinzip ausnutzt. Man erinnere sich, dafi der schwache Limes
der P(X™)~! nicht von der Verteilung der 7, abhangt, sondern nur von den beiden Voraus-

setzungen E[Z,] = 0 sowie Var (Z,) = 1. Daher wiahle man der Einfachheit halber die 7, so,
1
daB P[Z, =+1] = ) ist, mithin (Sp)nen, eine symmetrische Irrfahrt auf ZZ darstellt.

Mit dem Spiegelungsprinzip kann man mit etwas Aufwand zeigen ( Ubung Py

P[ max Sp <b]=P[-b< S, <b] firbeN
0<k<n

:>P[01’<nkaé(5k§t~\/ﬁ] P[ max S < [t- \/_]—}—1] da Sy € Z

0<k<n
=P[ - [t V/n]-1<S, <[t-v/n]+1] nach obigem
=P[S, <t-\/n]—P[S, <—[t-y/n]—1]

<1]=P[S, < ~t v/~ 2]

= P'[|W] <t]
Da nach obigem ma(x — — Orélax Wy in Verteilung, (n — o0), hat man als Folgerung:
n t<

Oréla<x W ist verteilungsgleich mit [Wq].
'
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Soweit zunachst die Erorterung der Brown’schen Bewegung. Aus diesem Abschnitt steht noch die wichtige
Frage nach der Folgenkompaktheit der Familie { P(X")~! : n € N} im Raume. Zu deren Beantwortung
dient der nachste Abschnitt:

Abschnitt 9: Straffheit auf C[0,00)

Zur Erinnerung: Ist (S,d) ein metrischer Raum mit der Borel-o-Algebra B(S) versehen, so gilt:

Eine Menge T' C IP(S) heifit straff <= Ve > 0 existiert eine kompakte Menge
KCcSmitP[K]>1—¢ VPeTl

Fiir das Hauptziel dieses Abschnittes, namlich den Beweis von (8.11), wird nun der zentrale Satz hergeleitet:

Satz von Prohoroff

In der W-Theorie ( Satz 30.7 ) wurde schon der Spezialfall S = IR? bewiesen. Im Hinblick auf (8.11) und
den dort zugrundeliegenden metrischen Raum ist es jedoch notwendig, das schon bekannte Resultat fiir den

Fall eines polnischen Raumes herzuleiten. Zuvor noch zwei vorbereitende Lemmata und eine Voruberlegung:
Lemma 9.1: Seien S, S’ metrische Raume und h : S — S’ eine stetige Funktion ( bzgl. der durch die
Metriken erzeugten Topologien ). Dann gilt:
Ist [ C IP(S) straff, so auch Th™! := {Ph~1:PeTl}.
Beweis: Das stetige Bild einer kompakten Menge ist wieder kompakt. Somit ist mit K in S auch h(K)
in S wieder kompakt. Ferner gilt K C h=!(h(K)), d.h. Ph='[A(K)] > P[K]

q.e.d.
Voriiberlegung zu (9.2) und (9.3):
k
1 ) ) —
Der Raum R* werde mit der Metrik dy(z,vy) := Z o Azt — '], k € IN, welche die iibliche Topologie O,
i=1

auf R* induziert. Diese Topologie hat als Basis das System {B¥(z,¢): 2z € R e>o0}, wo BY(z, €) defi-
niert durch B*(z,¢) :== {y € R dr(z,y) < €}. Bezeichnet jeweils F; = By die o-Algebra der borelschen

Mengen von IR bzgl. dy, so gilt:® F; ist die o-Algebra der borelschen Mengen von IR™ bzgl. dq.

i=1
Dies besteht, da { A1 x ... x Ag xRx...: 4, €0,, 1<i<k, k€ N} eine Basis der von d., induzierten
Topologie ist. Nach (2.1) erzeugt { A1 x ... x Ay xR x...: A, € F, =0(0,), 1<i<k, ke N} die

o0

o-Algebra ® Fi. Daraus folgt die Gleichheit ® Fi =0(0s) ( vgl. auch Abschnitt 8 ).

i=1 i=1
Nun zu

Lemma 9.2: Seien fir k € N Ty = (71,...,7) : R® — R die Projektionen auf die ersten k
Komponenten. Dann gilt fiir eine Folge (Py), . C IP(IR™):

P, = Po < P, P I, (n— ), YEEN
k
Beweis: R" sei wieder mit der Metrik Z % Azt — | = dp(2,y) versehen, k € IN.
i=1
”=": Diese Richtung folgt mit W-Theorie 17.8, da IIj, stetig bzgl. der Produkttopologie ist.
»<”: Definiere fiir k € N, ¢ > 0 und z € R" die offenen Kugeln B*(z, ¢) gemaf
Bf(z,¢) :== {y= (", ...,v") e RF 1 dp(x,y) < ¢}. Mit dieser Definition gilt:
%0 ;g & pee s 3 dh. k> k
B>®(z,e) CTI;"B (Hk(:n),e) C B (z,2¢) falls Z o < e, dh. k> ko(e).
i=k+1
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Beweis von (1): y € B™(z,¢) :>Z A et -y < e
i=1

= Z A let =y <€, dh. T(y) € B* (g(2),€)
Beweis von (2): y € H;lBk (Hk(a:) )

= M(y) € B*(My(2),¢ :>Z—/\|x —y'<e

k
:>2€>Z%/\|:L‘ y|+222_2—/\|m
i=1

i=k+4+1
d.h. y € B®(x,2¢)
Nach Portemanteau ( W-Theorie 29.3 ) ist z.z.: lim P,[G]> P[G], G C R™ offen.

Sei G C R offen. Dann existiert zu z € G ein 6( ) > 0 mit B*® (.13 26(33)) C G.

Somit ist G = U BOO :L' ¢( U Boo .r 2¢(z)). Da IR™ ein Lindeléf-Raum ist
TEG z€G

( d.h. jede offene Uberdeckung enthélt eine abzahlbare Teiliiberdeckung, somit ist jeder

Raum mit abz&hlbarer Basis ein Lindeléf-Raum ), existiert eine Folge (;)ien C G mit

o0 (o)
G= U B> (z;, €;) ( = 291 B> (x;,2¢;) ), € = €(x;). Damit erhalt man die Kette

i=1

lim P,[G]= lim Pn[D B*(z;,2¢€;)]

n—00 n—00 .
i=1

> lim P,[| ] B®(2i,26)], meN

n—o0o ,
i=1

(> lim P, [UH_lBk(Hk( i) 2)] mit k := max ko(¢;)

n—o0 ZSm
i=1

= lim P,[ 1UB’“H;C (2:),6) ]

n—oo

> Pmﬂgl[ U B* (Hk(xi), ei) ] nach Portemanteau und Voraussetzung
i=1

=P[5 B (1 (), ) ]

i=1

)PM[UB%,QWPM[G], (n — o0)
- q.e.d.

Nun zum zentralen
Satz 9.3: ( Prohoroff ) Sei S polnisch und ' C IP(S). Dann sind aquivalent:
(i) T ist relativ folgenkompakt
(ii) T ist straff
Beweis: (i)=(ii): S ist ein Lindelsf-Raum, da S separabel. Somit existiert fiir alle n € IN eine Folge
(2i)ienw C S mit S = U B(z;, %) Sei nun € > 0 vorgegeben.

i=1
€

1
(¥) Beh. VYneN Ik, eNVPel: P[ig Blzs, )] >1- o
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(i) =():

” 1 :
Beweis: Die Behauptung ist fir |T| = 1 klar, da U B(z;, E) 1S, (m— ).
i=1

Fur den allgemeinen Fall fithrt man einen Widerspruchsbeweis:

€

1
Annahme: In €N Vi €N 3Py € T mit Py U B(z;,—)]<1- o
i<k "
Da T relativ folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge (k')ren von IN und

ein g € IP(S) mit Pr —= u, (k' — c0). Mit Portemanteau gilt fiir { € IN:

1 . 1
N[UB(M’%)]S lim Pk’[UB(xiaE)]
i<t k=00 i<t
1
< lim Py B(z;, —
Y k[iEJk’ (z n)]

<1- 2% nach Annahme.

1 . . . .
Wegen u[U B(z;, ;)] 11, (I = 0), ergibt sich somit ein Widerspruch.
i<l

1 . N . .
Setze nun K := m U B(z;,—). K ist total beschrankt ( hier gleichbedeutend
neN i<k, "
mit ”prakompakt”, da S metrisch ), denn es existiert fiir jedes ¢ > 0 eine endliche

Uberdeckung von K mit Mengen, deren Durchmesser < ¢ ist. S ist vollstandig,

daher ist K kompakt. Fiir K° gilt:

PIE )< P[K°]=P[|J (| B(xi’%))c]
neN i<k,
< Z P[( U B(xi,%))c] < Z 2% nach (x)
n€N  i<kn neN

€

Mit K hat man die gewiinschte kompakte Menge gefunden.

1.Fall: S = R*. Dieser Fall wurde in der W-Theorie ( Satz 18.8 ) bereits bewiesen.

2.Fall: S =1R". Sei { P, }pex CT. Nach (9.1) ist FH;l straff V& € IN, daher
(da TT;' € IP(RF) ) nach Fall 1 auch relativ folgenkompakt. Mit einem
Diagonalverfahren erhalt man eine Teilfolge (n')pen und fiir £ € IN ein
pr € IP(]Rk), so daf3 Pn/H;1 = e (n' —o00) VEkeN.
Fasst man Il auch als Abbildung von IR*** nach R* auf, d.h. I, Projektion
von R**' auf die ersten k Komponenten, so ist die Menge { p }ren kon-

sistent im Sinne von (2.7) ( Kolmogoroff ):  Fiir £ € IN hat man

-1

-1 _ .
perlly = Z",;hg}(Pn’H/cH

o) = \:]—_légpnzﬂlzl = pig.

Dabher existiert nach (2.7) ein P € IP(IR™) ( vgl. obige Voriberlegung ) mit
der Eigenschaft PTI; ! = yi. Somit gilt P,/ 1T = PIIE, (n/ — o),
d.h. mit (9.2): P, =P, (n/ — o).

3.Fall: Sei S nun ein beliebiger polnischer Raum und { P, },en C I'. Dann existiert

ein Homéomorphismus h : S — B, wo B eine Gs-Menge in [0, 1] ist.
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( Eine Gs-Menge ist ein abzdhlbarer Durchschnitt von offenen Mengen und
daher mefibar. ) Mit h: B — S werde die Inverse zu h bezeichnet,
J: B — IR sei die Injektion ( stetig in der Unterraumtopologie ). Da h
und j stetig sind, gelten Th=! C IP(B) und ['(j o h)~! C P(IR™) mit
Pni(j o h) - pu fiir n’ — oco.
Das Problem wird nun auf IP(B) verlagert. Aufgrund der Straffheit von
Th~! hat man fiir alle € > 0 ein kompaktes K in B ( und somit im R )
mit PA7[K]>1—¢ VPeT.
= u[B]>pulK]> }1_1’11 P./(joh) ' [K] nach Portemanteau

= Iim Pph7'[K]>1—¢
Folglich ist g auf B konzentriert, d.h. u[ B] = 1.

Damit kann man den allgemeinen Fall 10sen, d.h. es erfolgt nun eine Ver-

lagerung auf IP(S). Setze dazu Py, := pu(h)~! (€ IP(S) wegen pu € IP(B)).

Beh.: Esgilt P,y P, (n' — o0).

Beweis: U offen in S <= U = h™}(G’) fiir ein G’ in B, G’ offen in B
G' offen in B <= G' = BN G = j~'(G) fiir ein offenes G in R

Somit wieder mit Portemanteau:

lim PL{U]= lim Pu(joh) ' [G]> ulG]

n!—oo n!'—oo

= u[G'] da p auf B konzentriert

= u(h)[U]
q.e.d.

Bemerkung 9.4: Die Richtung (ii) = (i) in (9.3) gilt in beliebigen metrischen Raumen. Dieser Fall

kann auf den Fall ”S o-kompakt” ( S o-kompakt <= S kann durch eine Folge

kompakter Mengen tiberdeckt werden ) zurtickgefithrt werden.

Nun wird ein Kriterium dafiir gegeben, wann eine Teilmenge K C C relativ ( folgen- ) kompakt ist.
Mache dazu die

Definition 1: Firz e C, T > 0 und § > 0 bezeichne mT(a:, 8) den Stetigkeitsmodul von x auf [0,T],

T — 7(s) — 2
d.h. m' (z,6) = Ognsl,?)g(Th(S) z(t)]

|s—t]<5

Mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls hat man das bereits aus der Analysis her wohlbekannte Kriterium

Proposition 9.5: ( Arzéla-Ascoli )
Fine Menge K C C'ist genau dann relativ ( folgen- ) kompakt, wenn gilt:

(i) sup |z(0)| < oo
reK

(i) lim sup m¥(z,6)=0 VT €NN.
510 Z‘EK

Beweis: Zum Beweis vgl. z.B. Karatzas & Shreve p.62 oder Querenburg p.169 .
a

Bemerkung 9.6: Die Bedingung (ii) aus (9.5) besagt, dal K gleichgradig stetig auf [0, T] ist VT > 0.

Aus den Bedingungen (i) und (ii) in (9.5) folgt, dafi sup sup |z(t)| <o VT > 0.
veK 0<i<T

( vgl. dazu Karatzas & Shreve, Querenburg )
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Mit Hilfe von Arzéla-Ascoli ist es nun moglich, die Straftheit von Mengen von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf

(C, L) zu charakterisieren:

Satz 9.7: Eine Folge (P,)nen von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (C, £) ist genau dann straff, falls
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) lim Iim P,[{z€C:|z(0)|>a}]=0

a—00 N —00
(i)

Bewels: a.) Sei (Py)new straff. Dann existiert zu n > 0 ein kompaktes K C C' mit der Eigenschaft
P,[K¢]<n V¥n&NN. Nach (9.5) existiert zu diesem K ein a > 0 derart, dafi

sup |2(0)| < @, d.h. es besteht die Inklusion {z € C : |z(0)| > a} C K.
rzeK

%iﬂ)l lim P,[{z€C:m"(2,6)>c}]=0 VT EN, e>o0

Mithin hat man sogar lim sup P,[{z € C :]z(0)] > a}] <7, dh. mit n — 0:

=00 peN

(1)*  lim sup P,[{z € C:]z(0)]>a}]=0.
a—00 peN
(i)* impliziert (i). Analog dazu existiert nach (9.5) fiir alle 7> 0, € > 0 ein 6 > 0 mit
{zeC:mf(z,8)>¢} C K wo K wie oben gewahlt. Damit erhalt man ( p — 0 ):
(ii)* limsup P,[{z € C:mT(z,6)>e}]=0.
510 nelN
(ii)* impliziert (ii).
b.) Es gelten nun (i) und (ii).
Beh.: Es gelten sogar (i)* und (ii)*.
Beweis: ( nur fiir (ii)*, der Beweis fiir (i)* verlauft analog )
Mit Hilfe von Epsilontik zeigt man leicht:
i inf inf P,[{: :m”(x,6 =
() = ot joh g Pollr € Com (0> e} =0
S J\}l&lfN %ﬁl:;%Pn[{r eC :ml(z,8)>¢€}]=0

Damit kann man den Term aus (ii)* wie folgt abschatzen:

lim sup P,[{z € C:m”(2,6) > e}] <lim sup P,[{z € C:m” (2,8) > ¢}]
510 neN 610 neN '

+1im sup Pp[{z € C:m"(2,8) > ¢}]
610 p>N '

Dabei wird der zweite Term der rechten Seite nach obigen Aquivalenzen beliebig
klein durch die Wahl von N. Die Menge { P, : n < N } ist folgenkompakt
( leicht ), daher nach (9.3) straff. Deshalb gilt gemaf} Teil a.):

lgrgl sup P,[{z € C :m%(z,6) > ¢}] =0, womit man (ii)* bewiesen hat.
n<N

c.) Es gelten (i)* und (ii)*. Somit existiert nach (i)* zu n > 0 ein & < 0o mit der Eigenschaft

sup Pp[{z € C:|2z(0)]| > a}] < g Ferner existiert nach (ii)* zu gleichem n fir alle T > 0
nelN

. 1 U
und alle k € IN ein §] > 0 derart, daf§ :gEPn[{x eC m"(x,6) > E}] < THIFE

Setze A := {z € C:|2(0)] < a, m¥(z,6) < %, k, T € N}. Aufgrund von lélﬂ’)l wird

irgendwann 6 < 6{ sein fur alle k, T € IN. Deshalb folgt mit Arzéla-Ascoli, dal A relativ
kompakt ist, d.h. A ist kompakt. ( Hier ist sogar A = A. )
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Fur ZC erhalt man:

Pn[ZC] <P [AY) <P [{zeC:|x(0)>a}]+ Z P.[{zecC:m"(z,6F)> %}]
k,TEN

Mld

n,n_
+ Z 2T+1+k —§+§—77'
k,TEN

q.e.d.

Man ist damit am Ziel dieses Abschnitts angelangt, denn man ist jetzt in der Lage, die Straffheit der

Polygonprozesse aus Abschnitt 8 nachzuweisen, d.h. es wird nun (8.11) mit Hilfe von (9.7) bewiesen:

Die Bedingung (i) von (9.7) ist klar, da X2 = 0 und somit P(X")"1[{z € C : |z(0)|>a}]=0 Va >0.

Fiir die Untersuchung von Bedingung (ii) werden nun anstelle von m” (X", §) zuerst die Fluktuationen der

Irrfahrt untersucht, d.h.  max |Sk+i — Sk|, k € N,, m € N. Diese sind aufgrund der Verteilungsgleichheit
sStsm

der Z; verteilungsgleich mit max |S;|.
1<i<m

Als ein Resultat erhalt man

Lemma 9.8: Seien (7;);en und (S;);en wie in Abschnitt 8 definiert. Dann gilt:

1Si] |Sm| .
P[11<rlza<}571\/_> ]<2-P[\/ﬁ>a—\/§],a61[{.

Bemerkung 9.9: Die Kolmogoroff’sche Ungleichung P max S —E[S;]| > a] < Var(Sm)

5 , welche
o

zu einem Beweis des starken Gesetzes der grofien Zahlen verwendet werden kann

( vgl. z.B. Ash ), liefert hier ( da E[.S;] =0, Var(S,) = m ) als rechte Seite

2 bl
o
was flr die weiteren Betrachtungen jedoch nicht ausreicht.

Beweis von 9.8: Sei f< a, S! = Dann gilt fiir i < m:

Si
vm:
(+) Var(S,, — S = Z Var( i da die Z; unabhangig
j=i+1

<1, daVar(Z;) = 1.

E

Mit 7 := inf{/ € IN : |S]| > a } hat man ferner {1I<H%X IS/ >a}={r<m} (leicht).
Setzt man noch a := P[|S],| > 2], so ergibt sich:

P[r<m]=P[r<m, |S,|>B3]+P[r<m, |S;n|§ﬁ]§a+ZP[T:i, |SE ] < 8]

i=1
m
§a—|—ZP[T:i, |S!, —Si|>a—pB] da |S]| > a nach Defintion von 7
i=1
m i—1
—at Y Plr=i] PSSl >a-p] da {r=i}=({IS]>a |5 <a)
i=1 ji=1
= 1
<a-+ P[T:']-i2 nach Tschebyscheff und (+4)
i=1 (O{—ﬁ)
1
=a+Plr<m
1 -1
— Plr<m|<a-(1
remse (- 50

Mit 3 := a — /2 erhilt man die Behauptung.
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Mit diesem Lemma kann nun der letzte Schritt des Beweises von (8.11) vollzogen werden:
Es war noch die Bedingung (ii) von (9.7) fiir { P(X")~! },,en nachzuweisen, d.h. fiir alle T € IN
und € > 0: lim lim P[{mT(X",8§)>¢e}]=0

l() n—o0
k 1
Sei dazu € > 0. Zu 6 > 0 wihle man ein 6, € { —, k& € N } mit der Eigenschaft § <é, <é+ — und zu
n n
s,t mit 0<s<t<s+6einmeN, derart, daB m -6, <s < (m+1)-6,. Dannist t < (m + 2) - 6,.
Fall t <(m+1)-6,: Zerlege |XP — XP[<|XT — X)) o |+ [XP — X)L 5 |
Ball (mt1)-60 < 1 < (m+2) b, Terlege |XP— X7 < [X0— X0 5 [+IXP-XP o [+IXE L X7y |

(m+1)-6
In beiden Fallen gilt: |X7' — X7 | <3 max max | X7 — Xips | =t (%)
REN, t/€[k -6, (k+1)6n] "
k6, <t
Fiir festes k ist (| X7 — X{5 |)ie[k-5,,(k+1)-5,] ebenfalls ein Polygonprozeff mit Richtungsanderungen an
1

Vielfachen von — ( weil dort X7 die Richtung dndert ) und beim Erreichen von 0 ( aufgrund des Betrags ).
n

1
Daher geniigt es, die Vielfachen von — im Intervall [k - é,, (k + 1) - 6, ] zu untersuchen, d.h. es ergibt
n

sich (¥) =3-max max |X} . — X}, [ Damit erhalt man
kS Et i <6 Snt+ n n

keN, €N

€
(00 E U g X =3l > )
0<k<E N
Denn aus m? (X™(w),8) > ¢ folgt: Is,t mit 0 < s <t <7 und |s—t <8, sodaB |X]'(w) — X(w)| > e

€
—> max max |Xk<s +i (W) = Xis, ()] > 3

k<gh L<én
keEN, (€N
Aus (+4) folgt: P[m”(X",8)>¢]< Y P |Z ’“”"ﬂ g]
0<k< L 7
= P[max\/_ > §] da die Z; identisch verteilt
OSICS% ;Sén n
T A T T
<14+ —=)-P -] da — < —
s(+3) - Plmax 72> 5] da 55
<(1+ —) -P[max 5] > ] firn l da dann 6, < 26
) i<, /b, 326 5
1 |Sn s, | 1 1
<O(=)-P > nach (9.8), n > —
<o) PIIEEL > — U ok 08) 0> 5
1
— 0 Y| > ——], (n—00) mit Y ~N(0,1
() -PIVI> Sos ] (=) 0.1
1

A
S
|

6) . (O(\/g))k "E[|Y|*] fiir k> 2 nach Markoff

— 0, (6§ —=0).
q.e.d.

Mit diesem Beweis ist die Betrachtung der standardisierten Brown’schen Bewegung zunachst abgeschlossen,
sie wird spater noch verallgemeinert.

Nun werden als Vorbereitung fur die nachfolgenden Abschnitte allgemeine Eigenschaften von stochastischen

Prozessen untersucht sowie der schon aus dem zeitdiskreten Fall her bekannte Begriff der Stoppzeit erweitert.
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Nun werden als Vorbereitung fiir die nachfolgenden Abschnitte allgemeine Eigenschaften stochastischer Pro-

zesse untersucht sowie der schon aus dem zeitdiskreten Fall her bekannte Begriff der Stoppzeit erweitert.

Abschnitt 10: Stochastische Prozesse und Stoppzeiten

Fiir die folgenden Betrachtungen sei ein metrischer Raum (S, d) gegeben, S bezeichne die Borel-o-Algebra
bzgl. d. Falls nichts anderes gesagt wird, ist X = (X¢);>0 ein stochastischer Prozef auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, F, P) mit Werten in (S, S).

Eine zu untersuchende Eigenschaft stochastischer Prozesse ist z.B. die Gleichheit, d.h. die Beantwortung der
Frage: Wann sind zwei stochastische Prozesse X = (X;)i>0, Y = (¥}):>0 mit gleichem Zustandsraum S als

gleich anzusehen 7
Zur Losung dieser Frage definiert man
Definition 1: Seien X,Y stochastische Prozesse auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P).

Dann heifit Y Modifikation von X, wenn X; = Y; P-fast sicher V0 <t < 0.
X und Y heiflen nicht unterscheidbar, falls X; = Y; V0 <t < oo P-fast sicher.

Definition 2: Seien X,Y stochastische Prozesse. X sei auf (Q,F,P), Y auf (ﬁ,f, f’) definiert. Man
sagt, dafl X und Y die gleichen endlich-dimensionalen Randverteilungen besitzen, wenn
gilt: P(Xy,,..., X, ) ' =P(Yy,,....V;,)"" V0<t<...<t,<oo,neNN.

Zwischen diesen Begriffen bestehen die nachstehenden Relationen:
Lemma 10.1: FEs gelten die Implikationen (i) = (ii) = (iii) mit
(i) X und Y sind nicht unterscheidbar
(ii) Y ist Modifikation von X

(iii) X und Y haben die gleichen endlich-dimensionalen Randverteilungen.
Haben ferner X und Y rechtsstetige ( bzw. linksstetige ) Pfade, so gilt sogar (i) < (ii).

Beweis: (i)= (ii): Sind X,Y nicht unterscheidbar, so existiert eine Menge vom Maf} 1 derart, daf
X;=Y; V0 <t < ooauf dieser Menge. Ist X eine Modifikation von Y, so steht fur
jedes t > 0 eine Menge vom Mafl 1 zur Verfiigung, so dal X; = Y; auf dieser Menge.
Die erste Bedingung ist also starker als die zweite, man verwende im zweiten Fall als
jeweilige Menge vom Maf} 1 die globale Menge aus dem ersten Fall.

(ii) = (iii): Zu vorgegebenen t1,...,t, gilt nach Voraussetzung X; =7Y;
P-fast sicher. Daraus folgt die Gleichheit der Bildmafe.
(ii) = (i): Nach (ii) gilt X; =Y; Vt € @F P-fast sicher ( abzahlbarer Schnitt der jeweiligen
Mengen vom MaBl 1 ). Fiir r € R* \ @ sei (¢)iew C @F eine Folge mit der Eigen-
schaft ¢; | r, (i — o)

— Y, = limY;, = lim X;, = X, P-fast sicher.
tilr tilr

1<m<n

m )

q.e.d.

Es werden nun die schon aus Abschnitt 4 her bekannten Begriffe wie Filterung und Adaptiertheit ubertragen

und einige Eigenschaften stochastischer Prozesse zusammengestellt:

Definition 3: FEin stochastischer Prozef X auf (Q,F,P) mit Zustandsraum (S, S) heifit meBbar, falls
die Abbildung (¢,w) +— X;(w) [0,00)N B @ F — S-mefibar ist.
Eine Filterung ( in F ) ist eine Familie von o-Algebren IF = (F;);>0 mit der Eigenschaft
Fs CF,CF V0<s<t< oo. Dabei definiert man als Abschlufl nach rechts die

iubergeordnete o-Algebra Fo, := O'(U F) CF.
>0
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Eine Filterung IF wird als rechtsstetig bezeichnet, falls I = IF, wobei F = (}-t+)t20

gegeben wird durch Fiq = m Fs.
s>t
Analog zum zeitdiskreten Fall heifit X an I adaptiert, wenn X; F;—S-mefibarist V¢ > 0.

In diesem Zusammenhang wird mit FX wieder die kanonische Filterung notiert, d.h. mit

anderen Worten: FX = o(X,, s <t).

X heifit IF-progressiv <= Die Abbildung (s,w) — X (w) von [0,%] x Q nach S ist
[0,t]NB® F; — S-meBbar Vi > 0.

Bemerkung: ”Filterung” und ” Adaptiertheit” werden im zeitdiskreten Fall naher erlautert, vgl. dort.
Die Filterung IF4 ( in (10.2) wird gezeigt, daB IF 4 eine Filterung ist ) ist geringfiigig
feiner als die Ausgangsfilterung. Somit besagt die Rechtsstetigkeit einer Filterung, dafl
sich die Ereignismenge bei infinitesimaler Zeitverschiebung in Richtung Zukunft hin
nicht verandert.

Die Mefibarkeit eines Prozesses X ist z.B. fur die Anwendbarkeit des Satzes von Fubibni
wichtig, wahrend die Progressivitat von X, wie nachher gezeigt werden wird, eine starkere

Eigenschaft ist.

Eine Zusammenstellung von Eigenschaften der Begriffe aus Definition 3 beinhaltet

Lemma 10.2: a.) Ist IF eine Filterung, so ist IF; ebenfalls eine Filterung.

a.
b.) T, ist rechtsstetig.

¢.) Ist X TF-progressiv, so ist X mefibar und an IF adaptiert.
d.) X ist mefibar <= X ist F-progressiv mit F; := F Vt > 0.
Beweis: a.) klar, da ﬂ F; eine o-Algebra. Mit t; > t5 folgt ﬂ Fs C ﬂ Fs.
s>t s>tg s>t

b) Z.Z.. (]F+)+ = ]F_|_
AEFiy < A€ F. <= A€F, Vs>t Ac(|F Vs>t
s>1 r>s
<:>A€ﬂ ﬂfrz(ft+)+
s>t r>s
¢) X748 =x"1S)n([J10.n]x ) = | (X71S) N ([0,n] x Q)
neN neN

C U ([0,n]NB®F,) aufgrund der Progressivitat
neN
C[0,00)NB®F, dh. X ist mefibar.

d.) ”<” ist klar nach c.)
=7 XTUS8) C[0,00)NBRF = (X |[0,t] » Q)‘l(S) cl[0,t]NB® F.

q.e.d.
o . 1
Beispiel: Ist S = IR und besitzt X rechtsstetige Pfade, so gilt: { lim 7 (Xegn — X¢) >0} e FA
h—0

Beweis: Aufgrund von Rechtsstetigkeit ergibt sich:
1 ‘ 1
li_m E . (Xt+h — Xt) = sup inf - (Xt+s — Xt)

h—0 r>0 s€(0R) S
1
= su inf = (Xpas — Xy) e FX Vng €N
SR g s (Kree T X € F Vo
nE]N,nnzng
q.e.d.
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Eine weitere Kennzeichnung von Progressivitat zeigt

Proposition 10.3: X sei an F adaptiert. Sind zusitzlich alle Pfade von X rechtsstetig oder alle Pfade
linksstetig, so ist X IF-progressiv.

Beweis: Der Beweis wird hier nur fiir den rechtsstetigen Fall gefiihrt, der Beweis fiir den anderen Fall ist
durch eine analoge Konstruktion fiihrbar. Sei 0.E. ¢ > 0 (im Fall # = 0 ist nichts zu zeigen ).
Fiir n € IN definiert man sich eine Abbildung von [0,¢] x © nach S geméfl der Vorschrift
(s,w) — X7 (w) = Xz ,(w) fiirs e [% -, % -1). Die Abbildung (s,w) — X7 (w) ist
"Lk=1 k
[0,¢]NB @ F; — S-meBbar, da  (X™)7(S) = | JI 1~ ) X X;t(S) c[0,t]NB® F.

n

k
Da d(Xs(w),Xg(w)) < sup d(Xs(w),Xs+k(w)) — 0, (n — o0), gilt mithin
k<L

lim X7 (w) = X;(w) und somit die Behauptung.
n—oo
q.e.d.
Als Vorstufe zum Begriff der Stoppzeit definiert man
Definition 4: Eine Zufallszeit T ist eine [0, co ]-wertige F — BN [0, oo ]-mefbare Zufallsvariable. Mit 7

{X,.(w)(w) auf {7 < 00}
e¢ S auf {7 =00}

Beachte: 7ist F —BN[0,00]-meBbar &< {7 <t} €F V0<t< 0
( W-Theorie 17.2)

definiere als Vorbereitung auf gestoppte Prozesse X;(w) :=

Fir den Umgang mit X; nun zwei wichtige Eigenschaften:

Lemma 10.4: Sei X meBbar und 7 eine Zufallszeit. Dann gelten:

a.) X, ist eine Zufallsvariable
b.) o(X;)={{X,e€Br<o0}, {r=x}U{X;€B,r<x}, BES}
Beweis: a.) Die Abbildung g: {7 < o0} — S mit g(w) := Xrw)(w), ist F — S-mefibar, denn:
fi{r<oo}—=[0,00) x Q mit f(w) := (T(w),w) ist nach W-Theorie 8.10
F—Bn[0,00)® F-mefibar. Da X meBbar ist, ist die Abbildung A : [0,00) x Q@ — S mit
h(s,w) := Xs(w) [0,00)NB® F — S-meBbar, daher ist wegen g = ho f obiges klar.
Auf {7 =00} € F ist X, konstant, also ist X, eine Zufallsvariable.
b.) Man unterscheidet die folgenden zwei Falle (B € 8):
L.Fall: A:= B — X-'(A)={X,eBr<o0}.
2.Fall: A:=BU{e} = X7} (A)={X,eBr<xo}U{r=c0}.
q.e.d.

Nun eine Verscharfung des Begriffs ” Zufallszeit”, namlich

Definition 5: Sei T eine Filterung in F. Eine Abbildung 7 : Q — [0, o] heiBt eine IF-Stoppzeit
<= {r<tteF Vt>0. Beachte: Jede Stoppzeit ist eine Zufallszeit.

Einige niitzliche Eigenschaften einer IF-Stoppzeit beschreibt
Lemma 10.5: Es gelten die Implikationen (i) = (ii) = (iii) < (iv) mit

(i) 7 ist konstant

(ii) 7 ist eine Stoppzeit
(i) {r<t}eF ¥t>0
(iv) 7 ist IF.-Stoppzeit
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herF firt<a
Beweis: (i) = (ii); 7=a€[0,00] = {7<t}=
QE}-t fﬁrtZa

~ 1 1

(ii) = (iii): {T<t}:U{rgt—ﬁ},dabeiist{Tgt—g}ef(,_%)cft
n=1

. 1

(iil) = (iv): {r<t}= ﬂ{r<t+g}€f(l+#) VméeN

ny>m
neN

= {r<t}e ﬂ Fayry=Fuy
meIN

« 1 1
(iv) = (iii): {r<t}= U{rgt—g},dabeiist{rgt—g}ef@_%ﬂ_c}}

n=1
q.e.d.

In Abschnitt 4 wurde beim Ruinproblem und im Zusammenhang mit der Doob’schen Ungleichung schon der
Begriff ”Eintrittszeit” ohne nahere prazise Definition verwendet. Diese wird nun hier nachgeholt.
Definition 6: Fiir B € 8 sei 7, (w) := inf{t > 0: X;(w) € B} mit inf() := co. Dann wird 7, als
FEintrittszeit von X in B bezeichnet. Als weiteren Begriff hat man damit den der
Kontaktzeit von X zu B, welcher durch 75 := 75 Ainf{t > 0: X;_ € B} definiert wird
( setze Xo— := Xg ), falls X linksseitige Limites besitzt.
Beachte: Ist X linksseitig stetig, so folgt 7, = 7.

Zur Beziehung Eintrittszeit-Stoppzeit bzw. Kontaktzeit-Stoppzeit dient die
Proposition 10.6: Sei X an IF adaptiert. Dann gelten:

a.) Hat X rechtsstetige Pfade und ist B offen, so ist 75 eine IF-Stoppzeit.

b.) Hat X rechtsstetige Pfade mit linksseitigen Limites, so gilt:
Im Fall B abgeschlossen ist 7 eine IF-Stoppzeit.

c.) Hat X stetige Pfade und ist B abgeschlossen, so ist 75 eine IF-Stoppzeit.
Beweis: a.) Wegen (10.5) ist nur z.z.: {1, <t} €F, Vt>0.

{rp<t}® Jxent? (J {x.en}

s€[0,t) s€[0,6)NQ
Der Beweis von (+) ist klar. Beweis von (x):
”D” ist klar.
"C’: Seiwe | ) {X.€B} = we{X,€B} fiireins€[0,1).
s€[0,)

Der Fall s € @ist klar. Sei daher s € R\ @.
B offen = 3 Umgebung U von X;(w) mit U C B.
Xo(w) rechtsstetig = Fe¢ > 0 mit Xpu(w) U CB Vs €[s,s+¢), ste<t.
Unter diesen s’ befinden sich auch rationale Zahlen, damit folgt die Teilbehauptung.
Da X an FF adaptiert und B € § ist, folgt U {X; B} € F.
se[0,6)NQ
b.) 1.) Auss,|s, (n—o0), s>0,folgt X, - — X;(w), (n — ). Denn:
X rechtsstetig =— Ve > 036 >0, so daB d(Xt(w),Xs(w)) <e Vte(s,s+6]
= d(Xi—(w), Xs(w)) <€ Vie(s,s+6]
Mit ¢ := s,, wo n > ng(¢), folgt diese Teilbehauptung.
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1
2.) Sei B, := {z €S :d(z,B) < —}. B, ist offen. Dann gilt
n

(##) {75 <t}={X,€BYU [){ry, <t} Vt>0.
neN

Hat man (#*) bewiesen, so erhalt man die Behauptung mit Teil a.).
3.) Beweis von (*%):
"C" s = Th(w) <t = I(8p)nen mit s, | 5, (n — 00), und mindestens einer
der beiden Eigenschaften ( wegen der Rechtsstetigkeit )
i) X, (w)eB ii.) X,,-(w)€ B.
= X,(w) € B (im Fallii.) mit 1.) ), da B abgeschlossen.
Fall 1: s=1¢: Dannist Xy(w) € B.
Fall2: s<t: —= VneN3de, >0 mit s+¢, <t und Xgy,, (w) € By,
da die Pfade rechtsstetig sind.
(¥neN 36, mit d(X, (@), X)) < % Vi€ [s,5+ 6]

= d(X;(w), B) < d(X,(w), X:(w)) + d(X,(w), B)

=d(Xs(w), Xi(w)) < %, d.h. X;(w) € B, )
— VneN gilt: T, <S5+ <t
”D”: Fall 1. Fir Xy(w) € B ist diese Richtung klar.
Fall 2: Fiir allen € N gelte 75 (w) < t. Dann existiert eine Folge (s )nen
mit s, <t und X, (w) € B,. Mit s werde ein Haufungspunkt von
(8n)nen bezeichnet, s € [0,1].
Fall 2a: Es existiert eine Teilfolge (n)pen mit sp0 15, (0 — 00)
— X;_(w) € B (leicht)
Fall 2b: Es existiert eine Teilfolge (n')penw mit s,0 | s, (n/ — 00)
— X;(w) e B (leicht)
c.) Da X stetige Pfade hat, gilt 7, = 75 und mit b.) folgt die Behauptung.
q.e.d.

Das nachstehende Lemma ist wohlbekannt, vgl. z.B. Abschnitt 6:
Lemma 10.7: Sind o, 7 IF-Stoppzeiten, so sind auch 7 A o und 7V ¢ F-Stoppzeiten.
Beweis: {rAoc<t}={r<t}u{o<t}; {rve<t}={r<tin{o<t}.

Fiir IF ;-Stoppzeiten hat man noch
Lemma 10.8: a.) 7 ist eine F-Stoppzeit <> 7 At ist F; — B-mefbar V¢ > 0.

b.) TIst 7 eine IF-Stoppzeit und s > 0, so ist 7 + s eine IF-Stoppzeit.

. {r<s}teFy CF fallss<t
Bewels: a.) "=": {rAt<s}=
QeF falls s > ¢

"< g {r<tyeFR V>0 {r<t}={TAt<t}EF
b) {r+s<t}={r<t-s}e€Fu-+ CFH

In Abschnitt 12 werden starke Markoff-Prozesse vorgestellt, bei denen die Markoff-Eigenschaft mit
Stoppzeiten anstelle von festen Zeitpunkten als Gegenwart verwendet wird. Fur diese Betrachtungen

benotigt man
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Definition 7: Ist 7 eine IF-Stoppzeit, so definiere F, := {A EFu AN{r<t}eF Vt>0 }

F: heifit o-Algebra der T-Vergangenheit ( d.h. F; beinhaltet die Ereignisse bis zum
Zeitpunkt 1)

Die Namensgebung ” o-Algebra der 7-Vergangenheit” ist berechtigt. Dies und andere Eigenschaften zeigt

Lemma 10.9: Sei 7 eine IF-Stoppzeit. Dann gelten:

Beweis:

a.)

b.)

c.)

d)

a.) F; ist eine o-Algebra.

b.) 7 ist F, — B-mefibar.

c.) Ist 7 =1tg = const. = F, =F,

d.) Aus o < 7 folgt F, C F, falls o eine IF-Stoppzeit ist.
QeF,; AcF, = An{r<t}={r<t}-An{r<t}eF,dh A c F,.
(Adien C Fr = ((JA)n{r <t} = JAin{r<theF, dh [ JA eF,

i=1 i=1 i=1

zz.: {r<s}eF, Vs>0. {r<sin{r<t}={r<sAt}eF Vs>0.

A fallst >t
FirAe Foist An{r<t}= :frzﬂft:ftu

0 fallst <t t>1q
Fir Ae Fogilt: An{r<t}=An{o<t}n{r<t} da {r<t}c{o<t}
st AeF, = An{o<t}leF = An{r<t}=An{o<t}in{r<tleF

q.e.d.

Ebenfalls im Hinblick auf Abschnitt 12 die

Proposition 10.10: Ist X IF-progressiv und 7 eine F-Stoppzeit, so gelten:

Beweils:

a.)

a.) X;ist Fr — o(S U {e})-mefibar.
b.) Der ProzeB (X;as)i>0 ist F-progressiv.

X TF-progressiv = X ist nach (10.2) mefibar.
— X, ist nach (10.4) a.) eine Zufallsvariable,d.h. {X; e B} e F VB eo(SU{e}).
Falll: BeS = {X,eB}In{r<t}={X;as €B}IN{r <t} (leicht)
Nach b.) ist { X;5; € B} € F;, da aus der dortigen Produktmefbarkeit die
Mefibarkeit der ¢-Schnitte folgt.

Fall 2. Beo(SU{e}\S,dh. B=AU{e} firein A€ S.
= {X;eB}={X,ceAlUu{X;=¢e}={X,€d}U{r=}.
{r=}eF,da{r=cc}n{r<t}=0 Ve>0.
{X; € A} e F, gemaf Fall 1.
Nach (10.8) a.) ist 7 At F; — B-mefibar, da 7 aufgrund von (10.5) eine I, -Stoppzeit ist.
Setze (D, D) := ([0,t] x ,[0,£]N B ® F;). Die Abbildung ¢ : D — S definiert durch
9(s,w) = Xrw)as(w) ist die Komposition von f: D — Dund h: D — S,
wo f(s,w) := (T(w) /‘\S,w) sowie h(s,w) = X (w).
Dabei ist f D — D-meflbar, da II; : D — Q nach Definition von @ D — Fi-mefibar und
die Abbildung f* : D — [0,¢] mit f*(s,w) := 7(w)As D —[0,¢]N B-meBbar ist
({r(w)As<r}=[0,r]x QU0 t]x {7 <r}firrel0,t])
Wegen f = (f*,1I2) folgt die behauptete Mefibarkeit von f aus W-Theorie 8.10 .
h ist zudem D — S-mefibar, da X progressiv ist.
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Analog zur Einfithrung der o-Algebra F;4 zu F; nun
Definition 8: Ist 7 eine IF . -Stoppzeit, so wird die o-Algebra F,, der (7+)-Vergangenheit definiert als

o-Algebra der 7-Vergangenheit bzgl. IF;. Mit anderen Worten:
Fry = {A€F AN{r<t}eFp Vi>0}.

Bemerkung 10.11: Ist 7 eine IF-Stoppzeit, so gilt F,y = ﬂ Frie
e>0

Beweis: 7C”: Sei A € Fry. Annahme: J e > 0mit A & Fry,
= Jte>0mit An{r<to—e}¢&Fy
AcFry = An{r<to—e} € Fygmerp = ﬂ Fs C Fi, und somit Widerspruch.

s>to—¢
7D7: Sei A€ m Frie. Annahme: A ¢ Fry
>0
= 319> 0 mit AN{7<to} ¢ Frop = [ | Fo = 5o >to mit AN{r <t} ¢F,,
s>10
A€ (VFrpe = AEFrpe Ve>0 = An{r<t—c}EF Vt>0,e>0.
Mit 6t>?: sg und € := so —ty ergibt sich ein Widerspruch.
q.e.d
Als letztes noch eine Charakterisierung der Menge Fi4:
Lemma 10.12: Fiir eine IF.-Stoppzeit 7 hat man die Aussagen
a) Fry={AeFo An{r<t}eFH Vt>0}
b.) Tst 7 sogar eine IF-Stoppzeit, so folgt F, C Fry
Beweis: a.) Der Beweis verliuft analog zu dem von (10.5) (iii)<=(iv), man schneide dort
nur mit A € F.
b.) Dies ist klar, da F; C Fiq
q.e.d.

Soweit diese Einstimmung auf die Theorie der zeitstetigen Prozesse.

Es folgt nun, nachdem in Abschnitt 5 schon als Spezialfall eines Markoff-Prozesses die Markoff-Kette
behandelt wurde, eine Ausdehnung der Theorie dieser Art von Prozessen.

Da sich die Terminologien in beiden Fallen entsprechen, schlage man fur deren Interpretationen in

Abschnitt 5 nach.

Abschnitt 11: Markoff-Prozesse

Sei im folgenden ein metrischer Raum (S, d) gegeben, welcher mit der Borel-o-Algebra 8§ versehen ist.
Ein wesentliches Element der Betrachtungen in den Abschnitten 5 und 6 war die interne Markoff-Familie.

Nun soll der allgemeine Begriff der Markoff-Familie eingefithrt werden, dazu benotigt man:

Definition 1: Sei X ein stochastischer ProzeB auf (Q, F). Dann heifit {9, : s > 0} eine Familie von
Shift-Operatoren, falls die ¥, Abbildungen von Q in sich sind mit der Eigenschaft

(M) Kigs(w) = X, (ﬂt(w)) YweQ, s,t>0

Damit hat man

Definition 2: (X,{P, }.cs) ist eine Markoff-Familie, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
X ist ein stochastischer Prozef auf (2, F) mit Zustandsraum S, { P, }zecs eine Familie
von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (2, F), so dafl mit der kanonischen Filterung FX gilt:
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(i) P[Xo=z]=1 Yzes

(i) Die Abbildung z+— Py[X; € B] ist § — B-mefbar VB € S, s > 0.

(iii) Px,[X; € B] ist eine Version von P,[X;4s € B|FX] Yze S, t,s>0, BES.
(

iv) Es existiert eine Familie von Shift-Operatoren {9, : s > 0 }.

Bemerkungen: 1.) Eine Familie von Shift-Operatoren erlaubt eine Berechnung des Zustands eines

Systems im Zeitpunkt ¢ + s schon im Zeitpunkt s.
2.) Man beachte, daf die interne Markoff-Familie aus Abschnitt 5 dieser Definition

genligt ( nur mit diskreter Zeitparametermenge ): Punkt (i) ist dort mit
P,[XJ=i]=1, i€ S, formuliert. Punkt (ii) ist dort wegen der Abzahlbarkeit
des Zustandsraumes erfiillt, (iii) wurde damals in (5.7) gezeigt. Der Punkt (iv)

wird durch eine Indexverschiebung erhalten ( X° war ein Projektionsprozef§ ! ).

Die Untersuchung der Vergangenheitsbedingung in Definition 2 kann vereinfacht werden, man hat namlich

Lemma 11.2: In Definition 2 kann Punkt (iii) ersetzt werden durch

(iii)) Px,[Xs € B] ist eine Version von Py[X;4s € B| X¢y, -+, X1, Xt ]
V120, 0<to<...<tn <t, n€N,

Beweis: (iii) = (iii) ist klar, da o(Xz,, ..., Xs,, X¢) CFX VO<ty<...<t,<t, n€N,.

(iii)" =(iii) folgt dadurch, dal £ := U o(Xtgy -+, Xt,, X¢) ein durchschnittstabiles
0<t0<... <tn <t
Erzeugendensystem von F7 ist. D := { A€ F* : /1{X¢+SEB} dP, = /th[Xs € B]dP; }

A A
ist ein Dynkinsystem ( leicht ). Aus £ C D folgt dann die Behauptung.

q.e.d.

Als ein Beispiel fiir eine Markoff-Familie folgt nun die

Konstruktion einer d-dimensionalen Brown’schen Familie

Mache dazu die folgenden Schritte:

1)

d
C[0,00)% := ¥ C[0,00). C[0,0)? kann als die Menge {w : [0, 00) — IR? | w ist stetig } aufgefaBt
=1

J_
d

werden. C[0,00)? werde mit der o-Algebra £; := ®B(C[O, 00)) versehen.

ji=1
W C[0,00)¢ — C[0,00) bezeichne die i-te Projektion, W,(i:) die Auswertung derselben an der
Stelle ¢, d.h. Wt(i)(w(l), conw @) = W,
W= (WO, .. WD) ist die Identitit auf C[0,00)4, W; das Analogon zu Wt(ij):
W, = (wi, L wi)y,

d
p bezeichne das Wienermaf} auf C[0,00), Pg := X p.
ji=1

Nach der allgemeinen Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmodellen ( vgl. W-Theorie §13 bzw.
Abschnitt 2 oben ) folgt somit: W .. W@ sind unabhingig und W ~ p.

Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 8 ( speziell Definition 8 und (8.14) ) gilt daher: ww, L wd
sind unabhangige 1-dimensionale standardisierte Brown’sche Bewegungen. Aus Defintion 8 in
Abschnitt 8 und den Ergebnissen aus der W-Theorie iiber Unabhéngigkeit ( siche dort §13, vor allem

Satz 13.1), folgt relativ leicht: T ist eine d-dimensionale standardisierte Brown’sche Bewegung.
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6.) Zuze€ R? sei z + W der translatierte Prozef (2 + Wi)i>o und Pp := Po(z + W)=, also ist P, ein
Wahrscheinlichkeitsmafi auf (C[O, oo)d,ﬁd). Somit gilt P,W~! = Po(z + W)L,
7.) a4+ W hat offensichtlich die gleichen Zuwéachse wie W.
8.) Firze R gilt: P [Wo=2]=Po(z+W) [Wo=2]=Ps[Woo(z+W)=z]
=Polz+Wo=2]=Po[Wy=0]=1
9.) Als Familie von Shift-Operatoren { ¥ : s > 0} definiert man (J,w)(-) := w(t+-). ¥, ist eine Abbildung

von C[0,00)? in sich, denn mit w ist auch w(t + -) stetig. Fiir s,# > 0 hat man
W, (Yw) = W (w(t + )) =w(t+ s) = Wigs(w).

Damit ist eine Brown’sche Familie gemafl nachstehender Definition konstruiert:

d
Definition 3: a.) Ist g WienermaB auf C[0,00), so heifit X p Wienerma8 auf C[0.c0)%.
ji=1

b.) (W, {Ps},cre) heifit d-dimensionale Brown’sche Familie, falls W ein stochastischer

ProzeB mit Zustandsraum IR? und { P, }rere eine Familie von Wahrscheinlichkeits-

maflen auf (Q, F) ist mit den Eigenschaften
(0) W hat stetige Pfade.
(i) P.[Wo==z]=1 VYzeR"%
(ii) W hat stationire und unabhingige Zuwichse unter P, Yz € RY.
d
(i) W;—W,~ X N(0,t—s) V0<s<t unter P, VaeR"
ji=1
(iv) Es existiert eine Familie von Shift-Operatoren {d5 :s > 0}.

Bemerkung: In obiger Konstruktion ist Punkt (0) evident, Punkt (i) wurde in 8.) gezeigt.
Die Bedingung (ii) folgt fir W aus 5.) und 6.) wegen 7.), (iii) ebenso. (iv) wird von 9.)
abgedeckt.

Es wird nun, wie oben kurz angedeutet, gezeigt, daf eine Brown’sche Familie eine Markoff-Familie ist. Dazu
dient als Hilfsmittel

Definition 4: Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F; und F> Unter-o-Algebren. Dann sind
F1 und F> unabhangig :<—=> A; und As sind unabhangigV A; € F;, i =1,2.

Ist YV eine Zufallsvariable auf (2, F,P), so ist Y _unabhénigig von F; <= o(Y) und F;

sind unabhangig.

Als weitere Vorbereitung

Lemma 11.3: Sei X ein d-dimensionaler stochastischer Prozel auf (Q, F, P) mit unabhangigen und
stationaren Zuwichsen. Mit Q(s,z,B) := Ple+ X; — Xo € B]firs >0, z € R? und
B € B; gelten:
a.) Die Abbildung z — Q(s, z, B) ist Bg — B-mefibar Vs >0, B € By.

b.) Xiys — X; ist unabhangig von FX Vst > 0.
¢.) Q(s, Xy, B) ist eine Version von P[Xys € B|FX] Vs> 0, B € Ba.

Beweis: a.) Die Behauptung gilt fiir jede IR*-wertige Zufallsvariable Y, d.h. z +— P[z4+Y € B] ist
mefibar. Die Abbildung (z,w)— 1p (r + Y(w)) ist namlich By @ F — F-mefibar. Daher
folgt die Aussage sofort mit (1.2).
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b.) Sei 0<t; <...<t, <t, n€N. Dann sind nach Voraussetzung die Zufallsvariablen
Xo, X4, — Xo,..., Xt — Xt,, X¢t4s — X unabhéngig. Nun gilt fir allem e {1,...,n}

Xi, = Xo+ Y (Xy; — Xy;_,) und weiter Xy = Xo + (X, — Xo) + ...+ (X; — Xy,,).
ji=1
Mithin ist auch X;4; — X, unabhangig von Xo, Xy, ..., Xy, , X.
Der Rest folgt mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von (11.2).
C.) P[Xt-l-s €B | J_‘t)(] = P[Xt + (Xt+s - Xt) €eB | ]_‘t)(] = Q(S,Xﬁ,B) nach (110) h)
Denn es ist Q(s,z, B) = P[z 4+ X¢4s — Xt € B] wegen der stationdren Zuwéchse
=Pz + Xiys — X; € B| FX] nach dem Spezialfall aus (1.7).

Setze in (1.10) h.) fiir festes s, B: h(z,w) :=Q(s,z,B), X = Xz, YV = Xops — Xt

0 =Q, =R, G = FX | T(x,y) = 1p(x+y).

O
Damit gelingt nun der Nachweis der obigen Behauptung:
Propositon 11.4: Eine d-dimensionale Brown’sche Familie ist eine Markoff-Familie.
Beweis: Verifikation der vier Punkte aus Definition 2:
(i) Pyx[Wo=2]=1 nach Punkt (i) aus Definition 3 Vz € R?
(i) z+— Py[Ws; € B]=P,[z+ W, — Wy € B] nach Punkt (i)
=Polz+ W, — Wy € B] nach (iii) in Definition 3
=: Q(s,z,B)
(11.3) a.) liefert die MeBbarkeit.
(iii) erh&lt man aus obiger Gleichungskette in (ii) in Verbindung mit (11.3) c.).
(iv) ist klar
q.e.d.

Mit Hilfe von Markoff-Familien wird nun der allgemeine Fall eines Markoff-Prozesses definiert.

Dazu erinnere man sich, daf im zeitdiskreten Fall ( Abschnitt 5 ) die Markoff-Eigenschaft mit Hilfe der
Ubergangswahrscheinlichkeiten p;j formuliert wurde, es existierte eine Markoff-Familie ( die kanonische bzw.
interne ) nach dem Satz von Ionescu-Tulcea. Im zeitstetigen Fall treten an die Stelle der p;; zeitlich abhangige
Ubergangswahrscheinlichkeiten pij(t) oder noch allgemeiner p(t, z, B), wo B € §.

Das Problem der Existenz einer zugehorigen Markoff-Familie wird durch die zeitstetige Version des Satzes
von Kolmogoroff ( vgl. z.B. Ash, zeitdiskrete Version siehe (2.7) ) gelost. Wie in Abschnitt 2 schon bemerkt,
wird dieser Satz hier nicht behandelt. Man umgeht ihn, indem man die Existenz einer Markoff-Familie
voraussetzt. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten konnen nur in den seltensten Fallen explizit angegeben

werden.

Nun zur

Definition 5: (X, T) heiBt ( homogener ) Markoff-Prozef§ auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)
mit Zustandsraum (S, 8), falls

1.) X ist ein stochastischer Prozef} auf (Q, F,P).

2.) T ist eine Filterung in F.

3.) X ist an IF adaptiert.

4.) Es existiert eine Markoff-Familie (X°, {P,};¢s) mit der Eigenschaft:
Px,[X? € B] ist eine Version von P[X;4s € B|F;] Vs, t >0, B€S.

(X° {P.}zes) heifit interne Markoff-Familie, PXO_1 Startverteilung.
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Ein Spezialfall zeigt das nachste Lemma auf:

Lemma 11.5: Ist (X, {P,}zcs) eine Markoff-Familie, so ist fiir 2o € S (X, F~) unter P,, ein Markoff-
Prozefl mit Startverteilung é,, und interner Markoff-Familie (X, {Ps}scs).
Hier ist mithin (X, {P;}secs) interne Markoff-Familie zu sich selbst.

Bewels: X ist ein stochastischer ProzeB, IFX eine Filterung in F und X ist an F* adaptiert.
Ferner ist nach Definition 2 P, [Xo = 2¢] =1 und Px,[ X, € B] eine Version von
Pyo[Xiys EB|FX] VBES, s,t >0 gemaiR (iii) aus Definition 2.
q.e.d.

Nach der Definition einer standardisierten d-dimensionalen Brown’schen Bewegung in Abschnitt 8 nun

Definition 6: Sei d € N und W ein an IF adaptierter stochastischer Proze auf (Q, F,P) mit Zustands-
raum IR?. Dann heifit (W, F) d-dimesionale Brown’sche Bewegung, falls gilt:

(0) W hat stetige Pfade.
(i) Firt¢ > 0,s > 0sind die Zuwéchse Wiy, — W, unabhangig von F; unter P.

d
(i) Furt>0,s> 0 gilt Wiys — Wi ~ X N(0, s) unter P
i=1
( d.h. insbesondere: Die Zuwichse sind stationar. )
Mit b € R? und o € R*? nicht singulir ( d.h. invertierbar ) definiert man fiir ¢ > 0 die
GroBe X; := tb+ oW;. Dann heifit (X, IF) d-dimensionale Brown’sche Bewegung mit
Drift b und Dispersionskoeffizient o. ( Drift: Treibfaktor; Dispersion: Verbreitung,

Zerstreuung )

Beispiel 11.6: TIst W = (W®) ... W(4) eine d-dimensionale Brown’sche Familie bzgl. {P;},cg+ und
F := FY, so ist fiir 25 € R? (W(i), IF) eine 1-dimensionale Brown’sche Bewegung
unter P, i€ {1,...,d}.

Beweis: FEsist W) — Wt(i) = m;(Wiys — Wi). Die Stetigkeit von m; impliziert die Stetigkeit von Wt(i).

t+s
Die Unabhangigkeit von Wt(i)s - Wt(i) von F; folgt aus W-Theorie 13.6 . Wt(i)s — Wt(i) ~ N(0,s)
ist klar.

ad

Eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung erweist sich als ein Beispiel fur einen Markoff-Prozefl. Dies
formuliert genauer

Proposition 11.7: FEine d-dimensionale Brown’sche Bewegung (X, ) auf (Q, F, P) mit Drift b und
Dispersionskoeffizient o ist ein Markoff-Prozefl mit interner Markoff-Familie
X% = (bt +0oW)i»0 und {Py-1y bpeme, wo (WO { Py },cpre) eine
d-dimensionale Brown’sche Familie ist.
Beweis: 1.) FEine d-dimensionale Brown’sche Bewegung (W, TF) auf (Q, F, P) ist ein Markoff-Prozef.
Fir B € By und s, > 0 gilt ndmlich P[Wy45 € B | F ] =P[W; + (Wips — W) | F]
— Q(s.Ws, B)

wie in (11.3) mit Q(s,z, B) := Pz + Wiys — Wi € B] = _;1 N(zi,s)[B] = P.[W? € B]
wo (WO {P; },cRa) eine ( z.B. wie oben konstruierte ) B;own’sche Familie ist.
2) P[Xi4s EB|F])=P[bt+5)+0oWips € B| F]
=P[Wits € B| F] wo B := o™ (B —b(t+5s))
= Pw,[W? € B] nach Schritt 1.)
= Qx,[ X! € B]
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Ein solches @), und X? sind noch zu finden.
Po[b(t+5)+ oWl e B]=P,[W2 e Bl =P, [Wl— W€ B—z]
Po[W? — Wy € B — z] nach (iii) aus Definition 3

Po[Wo 42 € Bl =Po[b(t+5) +o(x+ W)€ B] (+)
Polbs+o(o™ (bt +ox) + W) € B]

=P,-1(p1—0x) b5+ ocW? € B] analog zu vorhin

= Qpryo:[ X° € B]
wo Qp = Po-1,, X2 = bs+oW?2.

Es bleibt noch z.z.: (X%, {Q, },cgra) ist eine Markoff-Familie.
Firz e RY, Be By und s > 0 gelten:

Q:[X0=2]=Qu[oWl =2]=P,1,[W) =0"12] =1 sowie
Q[ X2 € Bl =Py[bs+ x4+ oW € B] nach (+)

=Pz +ocWPeB], B:=B—bs
Damit ist die Abbildung z — Q,[X? € B] nach (11.3) a.) meBbar. Obige Uberlegungen
in Schritt 2.) gelten auch fiir Q,, X7, , und }'{XG anstelle von P, X4, und IF, da eine
d-dimensionale Brown’sche Familie auch eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung bzgl.
kanonischer Filterung ist ( verwende dazu (11.3) b.) ). Mithin ist QX;J[XE € B] eine
Version von Q[ X{,, € B | F{*]. Die Existenz einer Shift-Operatorenfamilie ist durch die
Existenz einer dergleichen fiir WO gesichert.

q.e.d.

Am Schlufl dieses Abschnitts werden allgemeine Ereignisse der Zukunft ( d.h. nicht nur die Zusténde in

einem bestimmten Zeitpunkt ¢ 4+ s ) betrachtet. Dazu nun einige niitzliche Abkiirzungen/Konventionen:

Definition 7:

Mit S[9°°) wird die Menge aller Abbildungen von [0, o) nach S bezeichnet, d.h.

Sloee) .= fe: [0, OO)LS} Wie schon von frither her bekannt, stehe 7, ¢ > 0
fiir die Projektion auf die ¢-te Stelle ( d.h. die Auswertung an der Stelle ¢ ).
Mithin: 7, : SI%%®) — S 7,(¢) = £(t). Mit ® S werde die Produkt-o-Algebra

0<t< 00

der m; bezeichnet, d.h. ® S = o(m,t > 0). Ist X ein stochastischer Prozefi,
0<t< 0
so stehe Xy, fiir den von ¢ ausgehenden zukiinftigen Proze (X4 )s>0 ( d.h. man

startet mit den Betrachtungen/Beobachtungen im Zeitpunkt ¢ ).

Der Zusammenhang zwischen den allgemeinen Ereignissen der Zukunft und den punktuellen zeigt

Lemma 11.8:

Sei (2, F) ein Mefiraum. Dann sind fiir X := (X;);>0 mit X; : Q@ — S &quivalent:

(i) Xy ist F — S-meBbar V¢ >0 ( mithin X ein stochastischer Prozef} )

(i) X:Q—80) ist F— (X) S-mefbar.
0<t< 0

(i) X:Q—Dist F—Dn K) S-mefbar VD mit X(Q) C D cC S0
0<t< 0

108



Beweis:

(i) =(ii): X = (X¢)s>0. Damit folgt (ii) aus der Tatsache, daf§ ® S = U ® S,
mit W-Theorie 17.6. 0<i<oo T'C[0,00) s€T!
T abzahlbar
(i)=(ii): Ae K S= X' (DNA)=X""(X(QNA)=X""(4)eF.
0<t< 0
(iii) =(i): Setze D = S10.%) — Beh.
q.e.d.

Nun zur angekiindigten Betrachtung von allgemeinen zukiinftigen Ereignissen:

Satz 11.9: Sei (X,IF) ein Markoff-Prozef auf (2, F, P) mit interner Markoff-Familie (X°, { P, },¢5).

Beweis:

Dann gelten fiir alle T' € ® S:
0<t< 0

(i) Die Abbildung z — P,[X° € I'] ist mefibar, d.h. (z, A) — P,[A] ist eine Ubergangs-
wahrscheinlichkeit von S nach To)go.

(ii) Px,[X° eT]ist eine Version von P[X;y, € T | ;] Vit > 0.

(iii) P[X €T] :/y(d;p)Px[Xo €T],wo v := PX;h
5
PX~! ist daher durch die Startverteilung und die interne Markoff-Familie gegeben.

Die Menge {T € ® S : (i) und (ii) gelten } ist ein Dynkin-System ( leicht ).
0<t< 0
Mithin gentigt es, (i) und (ii) fiir endlich-dimensionale Zylindermengen der Form

(x) T={¢e Sl0,00) :€(51) € B1,...,&(sn) € Bn } = (ms,, ..., ms, ) H(B1 X ... x By)
zu zeigen. (B; € S, s; >0, j=1,...,n, n € N,). Zeige noch allgemeiner:
(11.10) VneEN, 0<s1<...< 8, <00, fn: S —[0,00) meBbar, 1 < m < n, gelten:

(i) z+— Ez[ H fm(X? )] ist meBbar.

m=1

n n
(i) Ex,[ H fm(X? )] ist eine Version von E[ H fn(Xigs, ) | 2], t > 0.
m=1 m=1
Auf die Form (*) kommt man durch die Verwendung der speziellen Funktionen f, := lp, .

Der Beweis von (11.10) wird nun induktiv gefiihrt:

n=1: Der Beweis verlauft sehr leicht mit dem Beweisprinzip fur Integrale. Fur f = 1z mit

B € 8 verwende man Definition 2 um (i)’ zu zeigen sowie Definition 5 fiir (ii)’.
(i)’ gilt dabei auch fiir Ex, X° und X" anstelle von E, X und F ( mit (11.5) )

n—n+1: Seidazu A€ F; C Fiys,,, m<n.
n+1

J T i@ = [EUTT Xt ) for (Xipe) | Fevs, 1P

A m=1 ‘A m=1

(1'1§)g')/ I fn(Xetsn) - ELfas1(Xegsnps) | Frgs, 1dP
‘A m=1

Fall n=1 [ T
W=t [T nXire) - B Ut (X2, 0)] 0P
m=1

A
= g(Xit4s,)

- /Ext[ T fm(X0.) 9(X° )] dP

A m=1
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Der letzte Schritt gilt nach Induktionsvoraussetzung mit fn = fn g statt f,
¢ ist namlich nach Induktionsanfang mefibar, somit auch fn Dabei ist nach

obiger Bemerkung im Fall n = 1 und (1.10) g.) ( analog zu oben ):

Eol TT £in(X2) - 9(X° )1 = Bo | T] fin(X2,) - Eul fasra (X2 41) | FX'1]

m=1
n+1

= B[ [T fm(X7)]
m=1

n+1
Die Meflbarkeit der Abbildung z — E,[ H fm(X?2 )] folgt aus der von
n m=1
z — Egz[ H fm(XJ ) -g(X? )], welche nach Induktionsvoraussetzung mefbar ist
m=1

( wieder mit ﬁz = fn g statt f, ).

(iii): Nach (i) ist 2 — P,[ X° € '] meBbar, somit das Integral wohldefiniert.
P[X eT]|=E[P[X €T | F]] =E[Px,[X® € T]] nach (ii)

Als direkte Folgerung:

Korollar 11.11:

mefibar und nach unten beschrankt, so gilt:

Ex,[fo X ] ist eine Version von Eg[fo X o, | ;] Vi>0,z€S.

= / v(dz)P,[ X° € T'] nach BildmaBformel
5
q.e.d.

Sei (X, {Ps}ees) eine Markoff-Familie auf (Q, F). Ist f: SI%®) - R ® S—B-

0<s< 0

( d.h. die Abhangigkeit vom Startpunkt z verschwindet vollstandig, nur die Gegenwart
X, ist entscheident )

Beweis: X o9, = (Xs)s»000; = (X5 004)550 = (Xigs)s>0 = Xiqo - Nun wieder das Beweisprinzip fiir

Integrale: f =1 mit ' € ® § = foXod;=1{x,,er}

0<t< o0

Auf diese Funktion ist aber (11.9) (ii)’ anwendbar, da (ii)" auch, wie dort bemerkt, fur P, statt
P gilt. Der Rest ist einfach.

Abschliefiend noch ein Beispiel:

Beispiel: Seir=75 = inf{s>0:X,e€B}, BES.
— 1o, =inf{s>0:X;00; € B} =inf{s>0: X;4s € B}.
Somit ist ¢ + 70 ¥; =inf{s >t: X; € B} =: ;. Damit erhdlt man X,, = X, o ¥;, denn
Xrod, = Xroﬂt(ﬂt) = Xiyron, = Xqy-
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