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0.1 Ein Fnanzmarktmodell
Es werden einperiodige Modelle zugrundegelegt (also mit einem Zeithorizont T=1). Der Markt
wird durch die folgende Situation beschrieben:
Es bestehen 2 Anlagemdglichkeiten jeweils zum Zeitpunkt t = O:
Eine der Anlagemdglichkeiten ist das Sparbuch/Bankkonto (bond), das durch den Zinssatz r
beschrieben wird. Dabel wird angenommen, dal3 der gleiche Zinssatz r gilt, wenn man Geld anlegt
und wenn man Geld leiht. Dies ist natiirlich eine Modelleinschrdnkung. Eine Anlage von n Euro
z.Zt.0 hat z.Zt. 1 den Wert n EBl mit
(0.1 B1 = 1+4r, B0 =1
Die andere Anlagemdglichkeit ist ein risikobehaftete Wertpapier (stock) [z.B. Aktien oder
Devisen]; sein Preis oder Kurs wird durch den Preisprozess {S;, t=0,1} = {S,S; } beschrieben.
Eine Anlage von & [ R Anteilen in das kursabhangige Wertpapier kostet z.Zt. t=0 & [SO Euro und
hat z.Zt. 1 den Wert E[Sl. Die Anlage (n,§) kostet aso z.Zt. t=0 n [BO +& [SO Euro und hat
z.Ztt=1den Wert n %1 +¢& [Sl .
Negative Anteile & entsprechen sogenannten Wertpapier|eerverkaufen. D.h. etwa, dal3 man Aktien
verkauft, die man noch nicht besitzt, die man also einem anderen Investor schuldet. Die Grof3en St
werden stets als positiv angenommen.
Der Unsicherheit ber die Marktentwicklung soll dadurch Rechnung getragen werden, dai3
mehrere Moglichkeiten (Szenarios) zugelassen werden. In dem hier gewéhlten Modell sollen
genau zwel Moglichkeiten betrachten werden. Wir machen folgende Annahme:
Essel SO>O gegeben; es existieren zwei Zahlen d <1 < umit
S { Sl(d) =d{1+r) 5y Sl(u) = ul{1+r) [SO} :

ul{1+r) [SO = Sl(u)

° d{1+r) [SO = Sl(d)'
Die beiden mdglichen Ergebnisse werden durch die Symbole u (up) und d (down) reprasentiert
und in einem zwei el ementigen sogenannten Ergebnisraum Q zusammengefalt

Q ={u,d}.
Dabel gibt es also die Mdglichkeit geben, dal3 der Kurs steigt oder féllt. Funktionen auf Q
bezeichnen wir als Zufallsvariablen (Zva). Dabei ist Sl(oo) eine Zvamit

Sl(u) > SO [(1+r) > Sl(d).



Investitionen kdnnen gemal eines Portfolioplanes vorgenommen werden:

0.2 Definition. Ein Portfolioplan & ist (hier) gegeben durch einen Wert & OR.
Dabel bezeichnet ¢CR die Anteile, die der Investor in der Periode halt.
Gibt man die Anfangsinvestition x vor, so ist der Stand auf dem Sparbuch z.Z. 1 bestimmt durch n
und n wiederum durch die Budgetgleichungen:

(0.3) n+z[50:x{:n[BO+z[so.
Dann beschreibt n (B 1t 13 [Sl(oo) den Endwert des Portfolios.

0.4 Definition. {V5(x,w) , t=0,1} ist der WertprozeR zum Plan € mit
(05) Va(x.) =1 B, +E[5(w) , =01, dso V5(x) =x,
wobel n jeweils durch (0.5) festgelegt wird (So(oo) = SO).

Also ergibt sich
(0.6) VE(x.) = x[1+) + EC]S(0) - (1+1) [y -

Es beschreibe (x,&) U R? stets einen Portfolioplan & mit einer Anfangsinvestition x.

Im Mittelpunkt wird die Bewertung von Derivaten stehen. Dies sind Vertrage, die eine Zahlung
X(w) zusichern, der sich aus der Kursentwicklung { St} herleiten laf3t in der Weise, dal3 etwa

X(w) = Y(S;(w)) gilt.

Fur diesen Vertrag muf3 z. Zt. O eine Pramie (ein Preis) bezahlt werden, die gerade die Bewertung
des Finanztitels darstellt.

0.7 Definition. Ein Zahlungsanspruch (contingent claim) ist eine Funktion (Zva) X (w) auf Q.

Bei Optionen z.B. wird dieser Zahlungsanspruch X in jedem Fall nichtnegativ sein, sodald der
Vertragsunterzeichner (Kaufer) also ohne die Pramie in jedem Fall einen Gewinn erzielen wiirde.

Im klassischen Fall wiirde

Elxe] =pEi s (1 p) D

alsfaire Pramie angesehen werden, wenn u mit der relativen Haufigkeit p und d mit der relativen
Héufigkeit 1—p eintritt. Die Diskontierung ist notig, weil die Zahlung X erst in t=1 erfolgt.



Hier kann aber eine andere Antwort gegeben werden. Eine faire Prdmie hat zwar die obige
Gestalt, aber mit einem kunstlichen p*, das unabhdngig von der auf dem Markt beobachteten
Haufigkeit p ist, die nicht bekannt zu sein braucht. Dazu betrachten wir die folgende Situation:
Wenn der Verkaufer durch einen Vertrag eine Zahlung X = a[S1 zusichert, so ist a[SO einefaire
Pramie; denn offenbar kann der Verkdufer die Pramie von a[SO sofort in das Wertpapier
investieren und hat dann z. Zt. t=1 den auszuzahlenden Betrag X = a[Sl zur Verflgung.

Der Verkdufer geht dann also kein Risiko ein. Ebenso kann der Kaufer anstelle des Vertrages
selbst a[SO z.Zt. t=0 in das kursabhangige Wertpapier investieren. In dem Sinn sind also die
Pramie und der Vertrag gleichwertig. Dies gilt noch in allgemeineren Situationen.

0.8 Definition. Ein Zahlungsanspruch X heil3t erreichbar (attainable) oder duplizierbar

[durch (x,§)], wenn gilt: Vi(x,w) = X(w) U wfur einen Plan & und eine Anfangsinvestition xCIR.

0.9 Definition. In der Stuation Vi(x,w) = X(w) 0 w igt x eine faire Pramie fir den
Zahlungsanspruch X.

In der Situation von 0.9 kann sich der Verkaufer namlich gegen den Zahlungsanspruch X
absichern (hedging), indem er die Pramie x benutzt, um gemaR (x,&) zu investieren. Dann hat er

z. Zt. t=1 den Betrag V:EL(X) = X zur Verfligung. Das gleiche kann jeder andere Marktteilnehmer
tun. Im vorliegenden speziellen Modell wir noch gezeigt, dal3 jeder Zahlungsanspruch erreichbar
ist und somit vollstdndig abgesichert werden kann.

0.10 Beispiel. Bewertung von Optionen. Eine européische (Kauf-) Option [call option| ist ein
Vertrag, der dem Kéufer das Recht einrdumt, zum Félligkeitstermin t=1 (maturity time, exercise
time) fir einen festen Wahrnehmungs- / Basispreis K (exercise/striking price), unabhdngig von
dem vorliegenden Kurs Sl’ a Anteile des Wertpapiers zu kaufen, z.B. K = al{1+r) [SO. Dann ist
der Gewinn des Kdufers und damit der Verlust des Verkaufers

X(@) = (S (@) = [alBy(w) —K] ™ = max (0, alS;(w) — K).

Esigt also glnstig fr den Ké&ufer, wenn der Kurs steigt; esist glinstig fir die Bank, wenn der Kurs
fallt. Um den Verlust bei steigendem Kurs abzusichern (hedging), kann die Bank selbst
Wertpapiere kaufen . Dadurch kann es auch gunstig fir den Verkdufer werden, wenn der Kurs
steigt. ||

0.11 Definition. Ein Markt heif3t vollstandig, wenn jeder Zahlungsanspruch erreichbar ist.



Es soll wieder ein Modell betrachtet werden, in dem sich der Kurs nur um einen Faktor (1+r) [dl
nach unten oder um einen Faktor (1+r) [l noch oben bewegen kann.
Essel SO>O gegeben, Sl(oo) = (1+r) Lo (B, Q.

X sei der Zahlungsanspruch zu einem Derivat, setze:

xw::l—irX(w) fir w=d,u.
Es soll gezeigt werden, dal? im vorliegenden Fall X stets erreichbar ist. Gesucht sind also geméani
(0.6) x,& mit

A+ X+ & E[Sl(oo) — (1+r) [SO] =X(w) fir w=d,u

& x+iw-1]Ey=x fir w=d u.

0.12 Lemma. Das Gleichungssystem x + & [] w—1] (Bp =Xy firw=d,u, in (x,E)D[R2 hat
eine eindeutige Losung; dabei ist:
X=Pg*g T Py & [SO = (xu—xd)/(u—d) , mit

~u—-1 _1-4d -
P —=d P u—=a: und O<pw< 1, pd+pu—1.

[Dabei heifdt § auch Hedge-Ratio und wird bei Optionen als Delta bezeichnet. |

Wirde S1 mehr als zwel Werte annehmen, so héatte man fir die beiden Unbekannten x und & mehr
als zwel Bestimmungsgleichungen. Dann ware der Markt nicht mehr vollstandig.

Der Beweisvon 0.12 ist einfach.

X ist aso erreichbar durch (x,§). Ferner ist P, eine W—Funktion (Z&hldichte) gemaf3

0.13 Definition.  Eine Funktion P(w) auf Q mit P(w) = 0 und Y
Wahrscheinlichkeitsfunktion (W—Funktion)/Zahldichte.

1o P@ =1 heift

Beschreibt Q die Menge aler moglichen Ergebnisse bel einem (wiederholbaren)
zufallsabhdngigen Experiment [und ist Q hochstens abzéhlbar|, so soll P(w) ein Mal fur die
relative Haufigkeit des Eintretens von w sein. Besteht das Experiment in dem Werfen einer
Miinze und beschreibt u Zahl, d Wappen, so wird man P(w) = 4 wahlen.

0.14 Bemerkung. Wéhlt man eine kinstliche W—Funktion P* auf Q mit P*(w) = Pes wiein 0.12,
so gilt:

X 1. gf(w ggud
(0.15) x=E*[137] =Py By +PyCrar

s Sl .— u d) _
(0.16) E [1—+H = puDSiJ(rr)"LpstiJ(rr)_SO wegen

(0.17) pdm + pum =1




1+r
Dies bedeutet, dal3 unter P* das Verhaltnis einer Anlage von SO auf dem Bankkonto und einer
Anlage von SO in das Wertpapier im Mittel gleich bleibt. P* heil3t deswegen risiko-neutral. Die
Eigenschaft (0.17) besagt gerade, daf3 { Sy 81/(1+r)} ein sogenanntes Martingal ist.

e o : : S, _ S _
P* ist die einzige Wahrscheinlichkeitsfunktion mit E*[7l] = S, ¢ E* [%—Hm] = 1

0.18 Beispidl. Im Falle einer europaischen Kaufoption mit a=1, also fir X(w) = [Sl(oo) - K]+
mit
Sl(d) <K< Sl(u) ,d.h. (1+r)d (BpsK< (a+n) (s,

gilt: & [So>x, ason=x-— EO [SO < 0; zur Absicherung von X mul3 also zusatzlich Geld geliehen
werden, um in das kursabhangige Wertpapier gemal & zu investieren.
Wegen X(d) = 0 hat man

1
1+r

1 1
E[SO:mE{U[SO—mK-I>X H

X=p, X(w/(d+r) = HE{U (B —

K]

Oft wird auch die Modellannahme mit einer Wahrscheinlichkeitsfunktion P formuliert, das wie P*
aussieht mit einem anderen Parameter p anstelle von P*. Dann beschreibt P(w) die relative
Héufigkeit des Eintretens von w.

Der Wechsel von P zu P* bedeutet gerade einen Wechsel vom Parameter p zu p*. Offenbar wird
diese Wahrscheinlichkeitsfunktion P aber nicht ben6tigt.

Gemal3 0.8 und 0.12/0.15 ist jeder Zahlungsanspruch X erreichbar mit einer Anfangsinvestition
_ X
X =E* [m] .



