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1. (Folgenraum-Hilbertraum?)

a) Sei X ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -) und || -|| die dadurch induzierte
Norm. Beweisen Sie, dass fiir alle x,y € X

Iz +yll* + llz = l* = 2 (ll=l* + llyl*) -

b) Fiir p € N sei

¢? = {Folgen x mit Folgengliedern z,, € R| Z |z, |P < oo}

n=0

wie in Aufgabe 1, Blatt 3. Beweisen Sie, dass die p-Norm auf /? genau dann ein
Skalarprodukt induziert, wenn p = 2 ist.

2. (Abgeschlossene Teilriume)

Sei X ein normierter Vektorraum und Y C X ein abgeschlossener Unterraum mit Y # X.
Dann existiert fiir jedes 0 < o < 1 ein € X mit ||z|| = 1 und

d(e,Y) = inf llo — | > o

3. (Einheitskugeln)

Sei X ein Banachraum. Beweisen Sie, dass die Einheitskugel genau dann kompakt ist,
wenn X endlich-dimensional ist.
Hinweis: Verwenden Sie die vorherige Aufgabe.

4. (Aquivalente Normen)
Seien || - ||y und || - |2 zwei beliebige Normen auf R™.
a) Beweisen, Sie dass es dann ¢, ¢ > 0 gibt, so dass
allzlly < [lzflz < coflzfly Vo e R™

b) Beweisen Sie, dass die Menge der konvergenten Folgen beziiglich beider Normen
iibereinstimmt.



