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1. (Produkttopologie)

Wir betrachten die Menge der 0 — 1—Folgen {0, 1}I. Wir definieren als Umgebungstopolo-
gie die kleinste Umgebungstopologie, so dass fiir jedes Element z = (1, zo,...) € {0, 1}V
N(z) alle Mengen der Form

U={x1} x- x{xp} x{0,1} x {0,1} x ...
mit k € N enthélt. Nun definiert ({0, 1}, N) einen topologischen Raum.

a) Wir definieren die Abbildung d : {0, 1} x {0, 1} — R, durch
d(x,y) = 27 |k — yl.
k=1

Zeigen Sie, dass d eine Metrik ist.

b) Beweisen Sie, dass die obige Topologie gleich der durch die Metrik d definierten
metrischen Topologie ist.

¢) Eine Funktion f: {0, 1}N — {0, 1} heifit quasilokal, falls

lim  sup d(f(z), f(y)) = 0.

n—oo
z,ye{0,1}N
Vi<n,r;=y;

Beweisen Sie, dass eine Funktion f : {0, 1} — {0, 1} genau dann stetig ist, wenn

sie quasilokal ist.

2. (Kettenregel)
Beweisen Sie die folgende Aussage. Seien X,Y,Z Banachrdume und f : X — Y sowie
g Y — Z differenzierbar. Dann ist go f : X — Z differenzierbar und es gilt

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x).



3. (Cantormenge)

Fiir ein kompaktes Intervall [a, b] bezeichne [a;b] = (2a + b, 2a + 2b) das offene mittlere

Drittel und fiir disjunkte Vereinigungen U = U¥_, [a;, b;] sei U = UX_, [a;, b;]. Wir definieren
rekursiv:

Co=10,1], C,= n_l\a:_/l fiir n > 0,

und die Cantormenge C' = N2, C,.
a) Skizzieren Sie Cy, ..., Cy. Ist C dicht in [0, 1]?
b) Beweisen Sie, dass C' abgeschlossen (als Teilmenge von R) ist. Ist C' vollstandig?

c) Beweisen Sie, fiir alle n € N, dass die Menge C,, eine disjunkte Vereinigung von 2"
kompakten Intervallen der Lange 37" ist.

d) Bestimmen Sie das Innere, den Rand und alle Haufungspunkte von C' (als Teilmenge

von R).

4. (Graphen einer Funktion)
Es seien (X, d;), 7 = 1,2 metrische Radume und f : X; — X stetig. Man beweise, dass

graph(f) = {(z1, f(x1))]|z1 € X1} C X5 X X5

abgeschlossen bzgl. der Metrik d((x1, z2), (y1, y2)) = max;—; o d;(x;, y;). Gilt auch die Um-
kehrung, d.h. folgt aus der Abgeschlossenheit von graph(f) die Stetigkeit von f7



