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1. (Gleichmäßige Konvergenz)

a) Beweisen Sie die folgende Aussage. Seien X, Y Banachräume und sei U ⊂ X. Sei
fn : U → Y , n ∈ N eine Folge von stetigen Funktionen. Sei f : U → Y , und es gelte,
dass die Folge (fn)n∈N gleichmäßig gegen f konvergiert. Dann ist f stetig.

b) Seien X, Y Banachräume und sei U ⊂ X. Sei fn : U → Y , n ∈ N eine Folge von
Funktionen. Sei f : U → Y . Dann sagen wir, dass die Folge (fn)n∈N punktweise
gegen f konvergiert, wenn

∀x∈U∀ε>0∃n0∈N∀n≥n0‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε.

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen auf punktweise und gleichmäßige
Konvergenz, bestimmen Sie gegebenenfalls die Grenzfunktion und unteruschen Sie
diese auf Stetigkeit.

(i) fn : R→ R, fn(x) = 1
1+nx2

, n ∈ N.

(ii) gn : R→ R, gn(x) = x2+x+n
1+nx2

, n ∈ N.

2. (Residuen und Integrale)

Beweisen Sie, dass für jedes n ∈ N gilt∫ ∞
−∞

1

(1 + t2)n
dt =

π(2n− 2)!

22n−2((n− 1)!)2
.

3. (Uneigentliche Integrale)

a) Es seien α > 0 und G ein Gebiet mit {z ∈ C | Im z ≥ 0} ⊆ G zudem gelte

(i) x ∈ R ein ganzzahliges Vielfache von π
α

und z1, . . . , zr ∈ G seien paarweise ver-
schieden mit Im zk > 0,

(ii) f : G \ {z1, . . . , zr, x} → C analytisch,

(iii) f hat in x einen einfachen Pol,
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(iv) lim
z→∞, Im z≥0

|zf(z)| ≤ C .

(v) Für alle t ∈ R ist f(t) ∈ R.

Dann gilt∫ ∞
−∞

f(t) sin(αt)dt = Im

(
2πi

r∑
k=1

eiαzkRes(f, zk) + πieiαxRes(f, x)

)
.

Wie sollte die Formel aussehen, wenn es endlich viele einfache Pole x1, . . . , xm von
f gibt, welche Vielfache von π

α
sind?

b) Berechne ∫ ∞
−∞

sin(πx)

x3 + 3x2 + x− 5
dx.

Hinweis: x3 + 3x2 + x− 5 = (x− 1)(x+ 2− i)(z − 2 + i).

4. (Residuen und Fouriertransformation)

Berechnen Sie die Fouriertransformation der folgenden Funktionen.

a) f : R→ R mit f(t) = 1
t4+a4

b) f : R→ C mit f(t) = 1
t2+i

(d.h. berechnen Sie jeweils für u ∈ R das uneigentliche Integral
∫∞
−∞ f(t)eiutdt).
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