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1. (Satz vom Cauchyprodukt)

Seien S =
∑∞

n=1 an und T =
∑∞

n=1 bn absolut konvergente Reihen. Zeigen Sie, dass die
Funktion d : N× N→ R mit dnm = anbm summierbar ist und

limS limT =
∑

(n,m)∈N×N

dnm

gilt.
∑

(n,m)∈N×N dnm nennt man Cauchyprodukt.

2. (Berechnung des Konvergenzradiuses)

Sei a eine reelle Folge und sei P (x) =
∑∞

n=0 anx
n die dazugehörige Potenzreihe mit Kon-

vergenzradius r.

a) (Eulersche Formel) Zeigen Sie, dass dann

R =
1

q
mit q = lim

n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ,
falls dieser Grenzwert existiert.

b) (Cauchy-Hadamard) Zeigen Sie, dass dann

R =
1

L
mit L = lim sup

n→∞
(an)

1/n.

Anmerkung: In Aufgabenteil a) und b) setzt man in diesem Zusammenhang 1
0
≡ ∞ und

1
∞ ≡ 0.

3. (Cauchyprodukte und Potenzreihen)

a) (i) Bestimmen Sie das Cauchyprodukt von
∑∞

n=0 2
−n und

∑∞
n=0 5

−n (siehe Aufga-
be 1).

(ii) Zeigen Sie damit, dass ∑
n∈M

1

n
=

5

2
,

wobei M ≡ {1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, . . .} die Menge aller natürlicher Zahlen
ist, welche durch keine Primzahl 6= 2, 5 teilbar sind.
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b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen

(i) Pα(z) =
∑∞

n=0 α
nzn für α > 0.

(ii) Q(x) =
∑∞

n=0

(
3n
n

)
xn

4. (Natürlicher Logarithmus)

Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften des natürlichen Logarithmus:

a) Der Bildbereich von ln ist R.

b) ln ist bijektiv.

c) ln ist monoton wachsend.

d) ln(1) = 0.

e) Für alle x, y ∈ R+ \ {0} gilt ln(x) + ln(y) = ln(xy).

Präsenzaufgaben
5. (Konvergenzradius)

Sei a eine reelle Folge und sei P (x) =
∑∞

n=0 anx
n die dazugehörige Potenzreihe mit Kon-

vergenzradius r. Beweisen Sie, dass

r = sup{R ∈ R+|P (R)
∞∑
n=0

|an|Rnkonvergiert}.

6. (Binomialsatz)

Zeigen Sie den Binomialsatz!
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