Institut fiir angewandte Mathematik '
Sommersemester 2015 ) L
Prof. Dr. Anton Bovier, Lisa Hartung universitatbonn

4. Ubungsblatt
,,Algorithmische Mathematik II,
Stochastik fiir Lehramt”

Abgabe bis Mittwoch 13.05.15 in der Vorlesungspause

1. (Random Walk: Reflektionsprinzip 4+ Ballot Theorem)

Diese Aufgabe zdhlt doppelt!
Seien {X;};>1 unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen auf Q = {—1,1} mit
P(X; =1) =P(X; = —1) = i. Definiere

So =0 und 5, = X5 +...+X,,
als zufillige Irrfahrt (Random Walk) eines Teilchens auf Z mit Start in 0. Fiir K € N sei
Tk = min{n>0| S, =K}

der Zeitpunkt des ersten Besuchs in K. Insbesondere ist Ty die erste Riickkehrzeit zum
Startpunkt. Zeigen Sie, dass

a) die Verteilung von S,, gegeben ist durch

0, falls n + k ungerade oder |k| > n,

PlS. =k = ¢, ((n +”k)/2) sonst.

b) das Reflexionsprinzip gilt, d.h. fiir jedes ¢ > 0 erhélt man:
P[S, =K —¢, Tk <n| = P[S, = K +].

c¢) fiir Verteilung von Ty gilt:
P[Tx <n| = P[S, > K|+ P[S, > K].

d) fiir K > 0:

K
P[Ty >nund S, = K] = P[Txk =n|] = —P[S, = K].
n
e) Bei einer Wahl erhélt Kandidat A o Stimmen und Kandidat B 5 Stimmen, § < .
Angenommen, die Stimmen werden in ,,vollig zufilliger” Reihenfolge ausgezéhlt.
Zeigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit, dass A wihrend der Stimmenauszihlung stets
in Fiihrung liegt, betragt z—;g



2. (Unabhéngigkeit und Zahlentheorie)
Sei s > 1. Die Riemannsche Zeta—Funktion ist definiert durch

C(s) = Z n=*.

Sei X auf (€2, A, P) eine Zufallsvariable mit Werten in N und Verteilung

n—S

¢(s)
Sei F,, das Ereignis ,,X ist teilbar durch m”. Zeigen Sie:

PX =n| =

a) Fiir alle m € Nist P[E,,| = m™".
b) Die Ereignisse E,, wobei p eine Primzahl ist, sind unabhéngig.

¢) Berechnen Sie P[ E¢], und folgern Sie die Eulersche Formel

p Primzahl —p

- 0D

p Primzahl

d) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, dass X durch keine Quadratzahl aufler 1
teilbar ist, gleich 1/{(2s) ist.

e) SeiY unabhéngig von X mit derselben Verteilung, und sei H der grofite gemeinsame
Teiler von X und Y. Sei B, das Ereignis, dass X und Y beide durch p teilbar sind.
Was hat das Ereignis ) B, mit H zu tun? Zeigen Sie:

3. (Zufillige Polynome)

Seien U, V' Zufallsvariablen mit Werten in {—1, 1}, deren gemeinsame Verteilung bestimmt
ist durch

1
PU=1 = PlU=-1] = 3 und
1
PV =1U=1] = PlV=-1U =-1] = 3
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat das Polynom 2 + Uz + V mindestens eine reelle

Nullstelle?

b) Berechnen Sie den bedingten Erwartungswert der groBeren Nullstelle von 224+-Uz+V
gegeben es gibt mindestens eine reelle Nullstelle.

c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat das Polynom 2%+ (U 4+ V)z + U + V mindestens
eine reelle Nullstelle?



