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Teil 1

Martingale in diskreter Zeit



Kapitel 1

Bedingte Erwartungen

Gegeben (Q, A, P) und o-Algebra Ay C A, ZV X € L'(Q, A, P) [oder X : Q —
R, A-meBbar].

Gesucht “Bestmdgliche Schétzung® von X, falls nur die Information aus Ay zur
Verfiigung steht. Also eine Ag-mefibare ZV X, : Q@ — IR, die X “approximiert®.

Beispiele 1.1.
e Ay = A (alle Informationen verfiighar): Xy = X

o Ay ={0,9} (keine Information verfiighar): X, = F(X)

e Ay={0,B,B O} mit Be A4;0< P(B) < 1:
Fallsw € B

Xo(w) = E(X|B) = /XdP(.\B) _ %/Bxczp.

Falls w ¢ B

1

XdP
P(B) Jpe

Xo(w) = E(X|B%) = /XdP(.\BC) =
und damit
Xo(w) = E(X|B) - Ig(w) + E(X|B°) - Igc(w)

= X, ist Ap-meBbare ZV Q — IR.
Xo heifit “elementare bedingte Erwartung® von X.
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e Ay=0(B;:i€IN)mit Q=) B; disjunkte Zerlegung mit P(B;) > 0.
icN
= Xo(w) =) B(X[By)-1p(w)
icIN

Wie bekommt man X, bei allgemeinem A, ?
Sei (0.B. dA) X > 0. Dann ist Q@ = X - P ein Maf} auf (92, .4)
(denn: Q(Q) = [, XdP < o).

Die Mafle P und @ kann man natiirlich auch auf (€2, .4y) betrachten.
Genauer: Sei Py und @)y die Einschrankung von P bzw. ) auf Ay.
o Es gilt: Qy < Py,

denn VB € Ay mit Py(B) = 0 folgt P(B) = 0 und damit

Qo(B) / XdpP =0.
e Nach Radon-Nikodym (beachte: P, ist endlich):
JA¢-meBbare ZV Xy > 0: Qo = Xy - .

Satz 1.2. X sei A-mefibar und € L oder > 0.
Dann ezistiert ein Ag-mefibares Xy mit

(*) /B XodP = /B XdP (VB € Ay).

Die ZV X, ist dadurch P-f.s. eindeutig bestimmt.

Schreibweise: Xy = E(X|Ag) oder E40(X)
Xo heifit (Version der) bedingte(n) Erwartung von X bezgl. A,.

Beweis: O.B.d.A. X > 0.
Wihle X, = dQO Radon-Nikodym-Dichte auf dem Mefiraum (€2, A4,).
Dann gilt VB E Ao

/BXOsz/BXOdPoz/BdQO=/BdQ=/BXdP.
Also ().

Nach Konstruktion als Dichte ist Xo P-f.s. definiert.
Ist X, weitere Ag-mebare ZV mit (x), so folgt {Xo > Xo} € Ay und damit nach



Bedingte Erwartungen verhalten sich in vielerlei Hinsicht wie Erwartungen.

Satz 1.3. Seien X und Y ZV auf (, A, P); beide € L'(P) oder > 0.
(i) E4(aX + BY) = aE4(X) + BEA(Y) f.s. (Linear).

(i) X <Y fs = EY(X) < BA(Y) f.s. (Monoton),
insbesondere X =Y fs. = EA(X) = E4(Y) fs.
und X >0 fs. = EA(X) >0 fs..
|E4(X)| < E4(|X)) f.s. (Kontraktiv),
insbesondere E4(|E(X)|) < E(|X]) f.s..

(iii) Sei (X,), N isotone Folge von nicht-negativen ZV. Dann gilt

sup B4 (X,,) = E4(sup X,,) (monotone Konvergenz).

Beweis: nur von (iii):

Wegen Monotonie von E49 ist auch (E4(X,)), |\ isotone Folge nicht-negativer
ZV. (bei beliebiger aber fester Wahl von Versionen und anschliefender Abénde-
rung auf P-Nullmengen).

Daher kann man in (%) den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden und
zum Limes iibergehen. ]

Korollar 1.4. Falls ¢ : R — IR konvez und ¢(X) € L*(P), so gilt

o BA(X) < E%(p(X)) (Jensensche Ungleichung).

Beweis:
Jedes solche ¢ ist darstellbar als ¢ = sup ¢, mit ¢, (t) = a,t + b, (affin linear).

Ferner
i (ii)
en(B2X) L Y (0, (X)) < E%(p(X)) ts.

N H(ES(X) S BAp(X)) fs.0]

Proposition 1.5.



() Falls Ay C Ay C A, so gilt:
EA(EA(X)) = B4 (BAM(X)) = EA(X) fs.  (Idempotent),

insbesondere
E(E4 (X)) = E(X)
und B4 (X) = «, falls X = a (= Konstante)

(v) E4 = E(X), falls X unabhéingig von A
und B4 (X) = X, falls X mepbar bzgl. Ay.

(vi) EA(X -Y)=X-E(Y), falls X Ay-meflbar und X,Y > 0.
Beweis:
(iv) Aus [, X,dP = [, XdP = [, E(X)dP (VA € A,)
folgt EA1(X) = EA(E4 (X)) fs..
Da E4(X) bereits Ag-meBbar ist, folgt B4 (B4 (X)) = B4 (X) fs..

(v) EA(X) = X Klar (falls A-mefibar)!
Sei X unabhiingig von Ag und 0.B.d.A. > 0. Dann gilt VA € Aj:

/XdP: E(1y-X) = E(1y) - E(X) = / E(X)dP.
A A
(vi) Sei zunéichst X = Ip mit B € Ay. Dann gilt V A € Ay:

/ XYdP = / YdP = / E4(Y)dP
A ANB ANB

= /A XEA(Y)dP

= BA(XY) = XEA(Y) fs., falls X Ap-meBbare Indikatorfunktion, Elemen-

tar(=Stufen)funktion

= (mittels Linearitit): EA(XY) = XE4(Y) f.s., falls X Treppenfunktion
= (mittels monotoner Konvergenz): E4(XY) = XE#(Y) f.s., falls X > 0,

Aop-mefibar.

Satz 1.6. (viii) Fir X € L?(Q, A, P) ist EA(X) die orthogonale Projektion
von X auf den abgeschlossenen Untervektorraum L*(Q, Ay, P), d.h. EA(X) ist
diejenige eindeutig ( mod P) bestimmte ZV X, € L*(Q, Ay, P), fiir die der Er-

wartungswert (=reelle Zahl!)
E((X — Xo)*)

kleinst moglich wird.



Beweis: Anwendung der Jensenschen Ungleichung mit ¢(t) = ¢? liefert fiir X €
L%(, A, P)

(E2X)? < EY(X?) fs.

= E*X ¢ L*, A, P), denn E((E*(X))?) < E(E*(X?)) = E(X?) < o fs. .

Zu zeigen: X — E4(X) orthogonal zu L%(Q, Ay, P).
Aus (x) folgt VA € Ay:

<X —EY(X), 14 >0= /(X — E4(X))dP =0
A

D.h. X 148t sich (eindeutig) zerlegen in X = X+ X; mit Xy € L?(, Ao, P) und
X orthogonal zu L?(£2, A, P). Und zwar mit

Xy = B (X).
Sei X = X[ + X eine weitere solche Zerlegung.
)

= B(XP? = B((X — Xp)) = B((X, + (Xo - X3))%)
)+ E((Xo — Xp)%)

= Eindeutigkeit, kleinstmoglicher Wert E((X — Xj)?). ]

Ebenso wie bedingte Erwartungen, kann man nun auch bedingte Wahrschein-
lichkeiten und bedingte Verteilungen definieren.
(denn: P(B) = E(Ig) und X(P)(B) = P(X € B) = E(15(X))).

Definition 1.7. Sei (Q, A, P) W-Raum und Ay C A o-Algebra.
Dann heifit

bedingte Wahrscheinlichkeit von A € A unter der Hypothese Ay.
Man verwendet hierfiir auch die Schreibweise P*°(B).

Es gilt:
(i) Fiir jedes B € A ist P(B|A) eine Ayp-mefibare ZV (keine Zahl!)
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(ii) 0 < P(B|A4g) <1 fs.
P(0|A4g) =0, P(QAg) =1 fs.

(111) Bl C BQZ P(Bl‘A()) S P(BQ|.A()) f.s.

(iv) (By)n disjunkt:

P | BuAo | =D P(Bi|Ay) fs.
nelN nelN

Achtung: Falls (ii)-(iv) fiir alle w € Q gelten wiirden, wire B — P(B|.Aj)(w) ein
W-Maf auf (2, .4). (ii)-(iv) gelten jedoch nur fiir fast alle w € 2, genauer fiir alle
w e Ql == Ql(B) bzw. = Ql(Bl,BQ) bzw. = Ql((Bn)n) mit P(Ql) =1.

Das 2 héngt dabei von den (B,), ab! La. also kein Ma#f!

Hinweis: Unter bestimmten Voraussetzungen existieren ausgezeichnete Versionen
P(BJ|Ap)(w), so daBl B — P(B|Ap)(w) fiir alle w € Q ein W-Ma$ ist (“regulére
bedingte Wahrscheinlichkeit*), siehe Kapitel 16.

Bemerkung: Zu gegebenen (9, A, P) und Ay, C A existiert stets eine Version
der bedingten Wahrscheinlichkeit (w, B) — P(B|Ap)(w) als Abbildung Q@ x A —
[0, 1]. Unter gewissen Voraussetzungen ist eine dieser Versionen sogar eine regulire
bedingte Wahrscheinlichkeit. Oft wird fiir diese reguldre bedingte Wahrschein-
lichkeit (w, B) — P(B|.Ap)(w) geschrieben. Gelegentlich wird sie undifferenziert
wieder als bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Bedingte Erwartungen, Wahrscheinlichkeiten und Verteilungen treten oft auf un-
ter der Hypothese Ay = o(Y') mit einer ZV

Y:(Q,4) — (S,Y).

(d.h. A, ist die grobste o-Algebra (= kleinste o-Algebra), so dal (€2, 4y) —
(S, ) noch meBbar ist). Statt E(X|o(Y)) bzw. P(B|o(Y)) schreibt man einfach
E(X|Y) bzw. P(B|Y). Hierbei ist X : (2, 4) — (IR, B(IR)) eine A-meBbare
reelle nummerische ZV auf 2 und B € A.

Betrachten wir E(X|Y) : (Q,0(Y)) — (IR, B(R)) ZV. Nach Faktorisierungssatz

(s. Ubungen zur W-Theorie I) existiert

mit E(X|Y) =goY, dhw— g(Y(w)) ist eine Version der bedingten Erwartung
von X unter der Hypothese Y.
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Definition 1.8. Jede derartige Funktion g : S — IR heifit Version der fakto-
risierten bedingten Erwartung von X unter der Hypothese Y .

In Zeichen: g=FEX|Y =)
bzw. ¢(V) = E(X|Y = y),
woraus folgt: E(X|Y)(w) =¢(Y(w)) = E(X|Y =Y (w))

Bemerkung:
(1) g = E(X|Y =.) ist eine ZV! Diese Funktion g ist Py-f.ii. eindeutig bestimmt
auf (S, 7).

(2) Fiir jedes y € S ist g(y) = E(X|Y = y) eine Zahl!
Genannt: bedingter Erwartungswert von X unter der Hypothese, da} YV
gleich y ist.
(3) Diese Zahl E(X|Y = y) ist nur fiir solche y € S eindeutig bestimmt, fiir die
P(Y =y) >0.

In diesem Fall gilt

Denn:

/ XdpP = / B(X|Y)dP = / g(V)dP

(v=y} {v=y} =y}
- /g(g)Py(dg) =9(y) - Pr(y).
{y}

(4) Aus der faktorisierten bedingten Erwartung ¢ = E(X|Y = .) bekommt man
die bedingte Erwartung zuriick als

g(Y)=EX|Y) P-fs.,

d.h. man setzt in die Funktion g einfach die ZV Y ein.

(5) Entsprechende Definitionen gibt es fiir faktorisierte bedingte Wahrscheinlich-
keiten und faktorisierten bedingten Verteilungen.
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Beispiel 1.9. Seien X,Y : (Q, A, P) — (IR, B(IR)) ZV mit Pxgy = f - A\? mit
mefbarem f: R* — IR, d.h.

P((X,Y)EB)://Bf(ac,y)dacdy (VB € B(R?))

Sei ferner E(|X|) = [ [ge [2] - f(z,y)dzdy < oo
(und fo(y) := [ f(z,y)dz >0 (Vy € IR)). Dann gilt:

EX|)Y =y) = ﬁ . /IR:E - f(z,y)dz fiir Py-fast alley € R

und damit insbesondere

E(X]Y) :ﬁy)-/mx-f(m,}/)dx P-fs.

Also anschaulich:
e man kennt die Verteilung von (X,Y)

e man wartet den Ausgang des Experiments Y ab

e man mochte den Ausgang des Experiments X schétzen:
eine grobe Schitzung (unabhingig vom Ausgang von Y') wire

B(X)= [ [ o f(g)dedy,

wenn man bereits weif}, dal Y = y ist, ist die beste Schitzung

EX|)Y =y) = /:U - fy(x)dz

mit der normierten Dichte

f(z,y)

fy(x) = ff(a;’,y)dx"

Beweis:
a) Zunichst gilt: fo > 0 Py-f.ii., denn VA € B(IR) ist
Pr(A) = PV € 4) = [ fuw)dy = (- N(A)

= Behauptung (mit A = {fy = 0})

13



b) Ferner: fy < oo Mfs., denn 1 = Py(IR) = [ fo(y)dy. Insbesondere also auch
fo < o0 Py-fs.
(denn Py(N) = Pxgy(R x N) = [ [Run f(@,y)dzdy = 0 fiir alle N mit
A(N) =0)

¢) Definiere

B [zf(z,y)dx B [zf(z,y)dx
o) = (ff(x,y)dfc _) fo(v)

fiir y mit 0 < fo(y) < oo und [ zf(z,y)dy < co und beliebig sonst.
Zu zeigen ist:

EX|Y)=goY (%) P-fast sicher,

dh. [,g(Y)dP = [, XdP VB € o(Y).
Nun gilt fiir B € o(Y), also etwa B =Y }(A4) mit A € B(IR),

/Bg(Y)dP - /IA(Y
g

g
= | [ s s i

_ /A [g(y) /]R f(ac,y)dac] dy

_ /A/]Rxf(x,y)dxdyz/]IA(Y)-XdP:/BXdP =

)g(Y)dP

Falls X, Y unabhéngig, so ist f(z,y) = fi(z) - f2(y)
= foly) = f2(y), fy(z) = fi(z)

14



Kapitel 2

Martingale

a) Stochastische Prozesse

Gegeben sei ein Mefiraum (E, B) und eine Menge I. (2,4, P) sei ein W-Raum.

Definition 2.1. Ein stochastischer Prozefl mit Zustandsraum (E, B), Pa-
rametermenge [ und zugrundeliegendem W-Raum (2, A, P) ist eine Fa-
milie (X¢)ier von A/B-mefbaren ZV X, : Q — E.

Genau genommen: (Q, A, P, (Xy)er, E, B).

Also
e Fiir jedes t € I ist X; : w+— Xy(w) eine A/B-mefbare Abbildung Q — E.

e Fiir jedes w € Q ist X (w) : t = X;(w) eine Abbildung I — E, genannt
Trajektorie oder Pfad.

Meist I = IRy = [0,00[ oder I =R oder I = N,
E= topologischer Raum, B = B(F) seine Borel-o-Algebra.

Beispiel 2.2. I =R, E = R% Q =C(R,,RY)
Xi(w) = w(?)

Im folgenden besitze I eine Ordnungsrelation < (konkret: IR, IR, Ny, Z).
Eine Familie (F;);c; heifit Filtration, falls fiir alle s, € I mit s < ¢ gilt:
F, und F; sind o-Algebren auf Q2 mit F, C F; C A.

Das Tupel (92, A, P, F;)er wird auch filtrierter W-Raum genannt.
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e (X}); heifit adaptiert an (bzw. meBBbar bzgl.) (F;);, falls X; F;/B-mefibar
ist fiir alle ¢t € I.

Wichtigster Fall: gegeben (X;);, definiere fiir ¢ € I

FX: = o X,:5<t)=F
= o-Algebra der durch X = (X)) definierten Ereignisse

(FX)ier = (F)ier heiBt kanonische Filtration.

Offenbar gilt: (X;); adaptiert an (F,); & FX C F,  (fiir alle t € I).
Hinweis: F wird erzeugt von den Mengen

{Xs, € Ay, X, € An} mitn €N, s; <...<s,<ts €I, A €B.

Im folgenden sei nun stets E = IR und B = B(IR) (bzw. E = R und B = B(RR)).

Definition 2.3. (Xn)ne]NO heifit vorhersagbar, falls X,, mefbar bzgl. F,, 1 ist
(Vn>1).

Definition 2.4. Zwei Prozesse X = (X)), und Y = (Y,,), auf demselben W-
Raum heiffen ununterscheidbar bzw. Modifikationen voneinander

& P-fast sicher: (Yn e IN: X, =Y,)

< Vn € IN: (P-fast sicher X, =Y,).

Definition 2.5. (2, A, F,,, P) heifit vollstindig, wenn F; alle (2, A, P)-Nullmengen
enthdlt.

Bemerkungen:
(1) Ist (22, A, F,, P) vollstindig, dann ist (2, F,, P) vollstandig fiir alle n.
Die Umkehrung gilt i.a. nicht. Es gibt mehr A-Nullmengen als F;-Nullmengen.

(2) Augmentieren:
Ersetze A und F, durch A = o(AUN) bzw. F, = o(F, UN) mit N =
Mengen der A-Nullmengen
= (Q, A, F,, P) vollstiindig.

(3) Gelegentlich ersetzt man hierbei die A-Nullmengen durch F,,-Nullmengen mit
Feo=0 (U Fn> .
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b) Martingale

Sei (2, A, P, F;)ic; ein filtrierter W-Raum und (X;);c; ein adaptierter, integrier-
barer (d.h. E(|X;|) < oo Vt € I) stochastischer Proze mit Werten in (IR, B(IR)).

Definition 2.6. (X;);c; heifst Martingal, genauer (F;);c;-Martingal, falls
X, = E(X{|F) (fast sicher) Vs,t €l mits<t.
FEs heifit Supermartingal (bzw. Submartingal), falls statt dessen gilt:

X, > E(Xy|Fy) (fast sicher) (bzw. < (fast sicher)) Vs <t.

Merkregel: Bei einem Supermartingal liegt der jetzige (d.h. zum Zeitpunkt s) Be-
sitz X, {iber dem spéter (d.h. zum Zeitpunkt ¢) zu erwartenden Besitz E(X;|F;).

Bemerkungen:
(i) Aus (x) folgt E(X,) > E(X;) Vs <t, d.h. t — E(X;) ist monoton fallend.
Martingale beschreiben faire Spiele, Supermartingale beschreiben reale Spiele.

(ii) (*) ist dquivalent zu: Vs < ¢

/ X,dP > / X, dP (VA€ F,).
A A

(iii) (Super/Sub-) Martingaleigenschaft bleibt erhalten, wenn man F; verkleinert.
(klar wegen (s)).
Sie geht i.a. verloren, wenn man F; vergroflert.
Martingale bzgl. (A;)ser sind fast sicher konstant (in ¢)!
Denn: Xy = X, = E(X3|A) = Xy Vit > s.

Beispiel 2.7. fiir Martingale:
(Q, A, P, Fy)ier beliebiger filtrierter W-Raum, X : QO — IR integrierbare ZV

X, = E(X|F) definiert ein Martingal.
(Denn: E(Xy|F;) = E(E(X|F)|Fs) = E(X|Fs) = X, fiir s < t.)
Stabilititsaussagen:

(i) Mit X = (Xy)ter und Y = (Yy)4er sind auch a- X (fiir « > 0), X +Y und XAY
Supermartingale (die beiden ersten sogar Martingale, falls X, Y Martingale).
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(ii) Ist X : @ — J C IR Submartingal und ¢ : J — IR konvex und isoton (oder
X Martingal und ¢ konvex), so ist

o(X) = (p(Xi))ter ein Submartingal.

Insbesondere: X;” = sup(Xy, 0) und |X;|? (fiir p > 1) definieren Submartingale,
falls (X;) Martingal ist.
Beweis durch Jensensche Ungleichung.

Beispiel 2.8.
Q={-1, 11N A4 =8(Q), P = (P)N mit R{-1} = R{1} =
Xn(w) = w(n) Ausgang des n-ten Spieles,

1
2

_fo0 , falls S, 1(w)>0 I RPN =
n () = 2-an_1(w) , sonst o (w) = 1} =2 1131 Lixi=-1y,
Sn(w) = Sp1(w) + ay(w) - X (w) Gewinn nach n-ten Spiel
So(w) =0

= P-fast sicher gewinnt man 1, -irgendwann

(Sn),cIN ist Martingal!

Denn E(Su|Fn1) = E(Sp1+2a, 1 - Xp|Fn1)
= Sn—l + 2a,-1 - E(Xn|fn—1)
Sn—l + 2a,-1 - E(Xn) = Sn—l
= E(Sn|Fk) =5 Vk < n.

Lemma 2.9. (X,,, F,) ist ein Supermartingal genau dann, wenn

Xn > E(Xpi1|Fn) fast sicher  Vn. (xx)

Beweis: Offenbar (x) = (xx) (k = 1!).
Umgekehrt folgt (x) durch Induktion nahe k: klar fiir £ = 1.
Annahme, daf richtig fiir £ =

E(Xnik11lFn) = E(E(Xminsk Far)|Fn)
< E(Xpu|Fa) <X, fast sicher ]

18



Direkt:

E(Xnik|Fn) = E(E(... E(E(Xntk| Foib—1)|Frtk—2| - | Fng1|F1)
< E(E(...E(Xpir-1|Fnir—ol - | Fas1|F1)
< E(Xpi1]F1)
< X, fast sicher

Beispiel 2.10. X,, = >_ &, & unabhiingig, L'
i=1
X, (Super-)Martingal < E(&) =0(<0)
Denn: E(Xn+1|-7:n) - Xn = E(€n+1‘}—n) = E(§n+1)

Beispiel 2.11.

e Martingale bzgl. der konstanten Filtration (F,), sind konstant,
Supermartingale bzgl. der konstanten Filtration (F,), sind fallend: X, ; <
X, fast sicher.

e Umgekehrt:
Jeder fallende (bzw. konstante) Proze (X,), ist ein Supermartingal (bzw.
Martingal) bzgl. (F,)n.

Lemma 2.12. (X,,F,) Martingal und wachsend, E(X;) = 0 = X, = 0 fast
sicher.

Beweis: Wegen wachsend ist X,, > 0.
Martingal = 0 = F(X;) = E(X,) = X,, = 0 fast sicher. ]

Beispiele 2.13.
(i) (Xn,Fn) (Super-) Martingal, 7, vorhersagbar, beschrinkt (> 0) (Vn).

Y, =(ZeX),:= Xn:Zk (X — Xk1),

k=2

= (Y., F») (Super-) Martingal.
“ diskretes Ito-Integral“ oder “ Martingal-Transformation von X mittels Z*.

Beweis: E(Yui1—Yo|Fn) = E|Zy- (Xps1—X0) | Fu] = Zn-E[Xpi1—Xu| Fa] =0
[]

(ii) (Xn, F,) Martingal,

n
[(X]n = Z | X — Xp_1|? “diskrete quadratische Variation“
k=2
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= X? — [X] Martingal, nimlich = 2Y e X mit ¥, := X,,_;.

Bewes: Xﬁ = X12 + Z |Xk — Xk_1|2 +2 Z Xip_1- (Xk — Xk—l) []
k=2 k=2

Ebenso X?— < X > Martingal mit

<X >pi= Y E[|Xg — Xp [P Fi]

k=2

=Y E[X? — X}? ||Fx_1] vorhersagbar.

(i) (Z e X]u =) Zi- | Xk — Xpa

k=1
Insbesondere

n 2 n
E((> Z-1- (Xi— Xk_l)] =F (Z Z2 | Xy — Xk_1|2) L?-Isometrie
k=1 k=1

Satz 2.14 (Doob-Meyer). Sei (X,,F,) Supermartingal. Dann ezistieren ein
Martingal (Yy,, F,) und vorhersagbarer Prozef$ (Z,,, F,) mit

X,=Y,~Z, , Z,=0.

Die Prozesse Y und Z sind dabei eindeutig (bis auf Ununterscheidbarkeit).

Beweis:

e Eindeutigkeit:
X=Y-Z=Y-7'"=V=Y-Y'"=7-7"ist Martingal und vorhersag-
barer Prozef mit Vo = (Z — Z')y =
=V =0.

e Existenz:
Setze A, := E(X,, — Xn11|Fn) > 0, F-mefibar
n—1
und Z, := > Ay vorhersagbar, d.h. F,,_;-mefibar.

k=1
=Y, =X, + Z, ist Martingal,
denn E(Y, 1| Fn) — Yy = E(Xpy1 — Xl Fn) + A, = 0. ]

Beispiel 2.15.
(&) unabhéngig, {£1}-wertig, E&, = 0, Ausgang des n-ten Spieles F,, = o{¢; :
i<n}
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Z, = Einsatz beim n-ten Spiel, F,,_;-mefibar,
Y,, = Besitz nach n-ten Spiel = > Z; - &;.
i=0

Hinweis: Sei X,, = ) & = X ist Martingal.

=1
= Y = 7 ¢ X ist Martingal egal, welche Einsdtze man vorgibt!
= EY, =0.

n—1
Sei nun Zn =2 Zn—l . I{ﬁn—1:*1} =2".z- H ][{Ez‘:*l}’
1=0

Z() =z
=P(Z,=2)=1-2"1—>1,
= P-fast sicher dng : Vn > ng : Z, = 2,
d.h. mit 100% Wahrscheinlichkeit gewinnt man schlief§lich!

Lemma 2.16. (X,,),, Martingal und vorhersagbar = fast sicher konstant.

Beweis: X, = E(X,41|Fn) = Xny1 fast sicher, da X, Martingal und vorhersag-
bar. O
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Kapitel 3

Stoppzeiten

Sei (0, F, (Fn)peN,: P) ein filtrierter W-Raum.

Definition 3.1. Fine Abbildung T : Q@ — INg U {co} heifit Stoppzeit, falls

Vn € H\Io.'
{T <n} e F,. (%)

Bemerkungen:
(i) Aquivalent zu (x) sind:
(%x) Vn € Ny : {T =n} € F,,
(% * %) Vn € Ny : {T >n} € F,_1.
Beweis: (x) = (xx) : {T=n}={T <n}\{T<n-1} € F,

(**):>(*):{Tgn}:kL:JO{TSk}Efn
(x) & (xx%): {T>n}={T <n-1}° ]

(ii) Insbesondere ist dann 7" mefbar.
(iii) Jede konstante Zeit T' = ny ist Stoppzeit.

(iv) Sind T, Stoppzeiten und k& € INy, so sind auch
T+ k, T1 A TQ, T1 \% TQ, T1 + TQ, sup Tn, 1nfn Tn

{supT,, <k} =N {Tn <k} € F
{infT, <k} =, {T. <k} eF

Stoppzeiten
Keine Stoppzeiten sind i.a. T — k, T} — T.
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(v) Bei kanonischer Filtrierung F,, = 0{ Xy, X1, ..., X,,} gilt:
T Stoppzeit < Vn :3A, € B(R"™): {T <n} ={(Xo, X1,...,X,) € 4,}.

Beispiel 3.2. (Erste Trefferzeit=FEintrittszeit): Sei A C B(IR) und
T(w) :=inf{n € Ny : X,,(w) € A} (mit inf ¢= 400).

Dann ist T Stoppzeit.

Beweis: {T <n} = U{XkEA}E}" ]

Keine Stoppzeit ist i. a dle letzte Trefferzeit = Austrittszeit

L =sup{n € Ny : X,, € A}.

Lemma 3.3. Fir eine Stoppzeit T und einen adaptierten Prozef§ (Xn), setze
Qr := {T < OO} C Q, Xr:Qr — ]R,, w XT(w)(w)

und Fr={Ae F: An{T <n} e F, Vn}.

Dann gilt:
(i) Fr ist o-Algebra,

(i) T und Xt sind Fr-mefsbar.

Beweis:
(l) AZEJ:T (ZEN):>UAZ€.7:T
Ae Fr= A°€ Fp,denn A°N{T <n}={T <n}\(AN{T < n}).

(ii) T ist Fr-meBbar, denn {7 =k} N{T < n} € F, Vn, k.

Xr= Y Xp Ig-y auf Qp ist mefbar.
ne]No

Satz 3.4 (Optional Stopping - Zufilliges Stoppen).
Sei T eine Stoppzeit und X™ := (X )n = (Xnar),,cN,-
Mit X ist auch XT ein (Super-) Martingal (sogar bzgl. (Fanr),cN,)-

Beweis: X7 =7 ¢ X mit Z, = I <ry Frn_i-mefibar, > 0
= X7 = (Super-) Martingal-Transformation. ]

Zusatz: Ist T beschrinkt, so ist Xp € L' und E(X7) = E(X).

Beweis: T beschrinkt, d.h. < k = Xr = Xra, Vn > £k und
(<

E(Xr) = E(Xran) 2 E(X1m0) = E(Xo) 0
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Lemma 3.5 (Doob’sches Lemma).
Seien S, T beschrinkte Stoppzeiten mit S < T und (X,), Supermartingal. Dann

E(Xr|Fs) < Xs fast sicher,

insbesondere E(X7) < E(Xg).

Beweis: Nach Optional Stopping: Xg, X7 € L' (da S, T beschriinkt < k).
Sei Zn = Lnery — Tjncsy, Fn—1-meBbar, beschrinkt

= Y := Z ¢ X ist Supermartingal, L.
Nun ist

Vo=(ZeX)n = > Tgery(Xp—Xip1) = Y Tpesy (X — Xp1)
k=1 k=1
= XT/\n - XO - (XS/\n - XO) = XT/\n - XS/\n

und fiir n > k
Y, =Xy - X5

= B(Xy) - B(Xs) = E(Y,) < E(Yp) =0.

Fiir A € Fg ist zu zeigen
/ XgdP > / XrdP.
A A

Setze A=JA; mit A;,=AN{S=i}e€F,i=0,...,k.

k
Es gl]t XS = Z ][{S:i}Xiv XT =...

1=0

= / X¢dP = / X,dP = / Xj\rdP
A

> /Xz+1)/\TdP> /Xk/\TdP /XTdP
= /XSdP > /XTdP
A

L]

Satz 3.6 (Optional Sampling - Zufillige Auswahl/Stichprobe).
Seien T, ..., Ty beschrinkte Stoppzeiten, (Xn)ne]NO ein (Super-) Martingal bzgl.

(f")ne]N
Dann ist (X1, )o<n<k ein (Super-) Martingal bzgl. (Fr, )o<n<k-
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Bewers:
o 1 <Thy1 = Fr, T Frppss

e X7, meBbar bzgl. Fr , L'
* E X1, |Fa] < X7, - L]

Bemerkung: Beim Optional Sampling ist entscheidend, dafl die 7; alle durch
eine konstante Zeit ¢y, beschrinkt sind!

Im Beispiel 2.15 sei T =inf{n € IN: S;, = 1} = T < oo fast sicher.

Aber (51, St) ist kein Martingal!

E(S)=0, BE(Sr)=1.

Betrachte Maximum

X :Q—-1Ry, X, (w) = sup Xg(w).

k<n
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Kapitel 4

Martingal-Ungleichungen

Satz 4.1 (Maximal-Ungleichungen). Sei (X,), N, Submartingal, X; = sup X,.

0<n<k
Dann gilt
(i) VYe>0: c-P(X;>¢c) <EXEVO0) >
(1) Vp>1: 1 X5l < " {1 Xkl lp,

mit p' = 2= d.h. 14+ L =1, falls X > 0 oder X Martingal.

1
p—1’ p P
Wichtiger Spezialfall p = 2:

E (sup Xﬁ) <4-E(X}).

n<k

Beweis: O.B.d.A. sei X > 0 ein Submartingal.
(Ansonsten Ubergang von X zu X V0 in (i) bzw. zu |X| in (ii).)

(i) Sei ¢> 0 und

[ min{neIN: X, (w) >¢c} , falls X*(w)>c
Tlw) = { k , sonst

= T ist Soppzeit (= Eintrittszeit in [c, 00|).
Ferner gilt {X* > ¢} = {Xr > ¢} € Fr und mit Doobschen Lemma folgt:

¢ P(X*>0) < / XrdP < / X,dP < sup E(X,).
{X*>c} {X*>c} nelN
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(ii) Nach bisherigem gilt:

c-P(X*>¢) < / XydP.

{X*>c}
Wir zeigen:

Lemma 4.2. Fiir alle f,g: Q2 — IR, ZV gilt:

Ve >0: c-P(f>c) < / gdP
{r=¢}
U
P
wo1i o [pap < (ﬁ) [ ap. dug veiwe 151, < ol

Beweis:

/ frap = / / Tjic ppyp - 177" dt
0

= [ Teetpe< pa

0
< / pth-/ gdP dt
0 {r>1}
B / / Licswyg(w) - p- 77 dt P(dw)
0
= 2 [ r g@P)
< I%HQHP' /Py  mitp = I% Hélder-Ungleichung

= =l (11"

Sei Iy CIN, f:Ip - 1R, a<hb.

Definition 4.3. Die Anzahl der absteigenden Uberquerungen von [a, b] durch
f st definiert durch

Yap(f) = sup{n € Ng: 3t <to < ... <t in Iy mit
f(tl) >ba f(tZ) <a, ...,
f(tgn—l) > b, f(th) < CL}.
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Lemma 4.4. Fir f: Iy = IR gelte v,4(f) < oo (Va < b).
Dann existieren Yty € Iy:

fim f(), . limo f(),  lim f(2).
t > tg t < tg

Beweis: fiir die Existenz von tlim f(t).

— 00
Annahme: lim f(t) existiert nicht.
t—00

= o= litn_l)ci:)lff(t) < B = limsup f(t)

t—o0

Va<a<b<f: Yab(f) = 00
(denn f(t) < a immer wieder fiir t — oo und ebenso f(¢) > b fiir t —» o0). [

Fiir einen stochastischen Proze (X)), [\ sei Lqp : Q — IN, definiert durch

Lop(w) = Yap(X (W)
Va < b: L, ist meB3bar!

Lemma 4.5. Sei (X;,), N Submartingal. Va <b gilt:

(b—a)E(Lay) < sup E[(Xp —b)4].
nelN

Bemerkung: Man sieht leicht:

sup E[(X, —b)s] < sup E[(X,)s]+0b_
nelN nelN
< sup || Xnl||1 + b-.

ne
Beweis: Es geniigt zu zeigen: VJ = {t1,...,tx} C Ip C IN mit t; < ... <t gilt:
(b= a)E(ap(X()ly)) < sup B[(X; — b)).

Wihle beliebiges tg1 € Iy mit ;1 > 5 (rein technische Bedeutung) und defi-
niere

T, = inf{teJ:X,>b}

T, = inf{teJ:t>T, X, <a}

T3 = 1nf{t€ JZt>T2,Xt >b}
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(jeweils mit inf () := 5, 1)!

= Alle T}, sind Stoppzeiten (einfache Ubung) mit

TlSTQS---STk+1:Tk+2:---:tk+1-

D.h. fiir Q, := {Tn < tk+1} gllt 2 D...D Qk—|—1 =0

und Xp, > b auf Q,, falls

n ungerade

bzw. X1, < a auf €2, falls n gerade.

= 0< / (XTZI—I
Qo1

daB} heifit
(b — G)P(Qm)

= (b - a) ) E(’Ya,bu

—b)ydP < / (X7, — b)dP wegen Doob-Lemma
Q911

- / (X, — b)dP + / (X, — b)dP
Qo Qo1—1\Qx

< (a—b)-P()+ / (X, — b)dP,

Q21 1\Qa

< / (th+1 - b)dP < / (th+1 - b)+dP
Qo1 1\ Q21-1\Q

(b_a)'zp(’)’a,buzl): (b_a)'ZP(QZl)
1elN !

< / (Xop,, — b)1dP
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Kapitel 5

Martingal-Konvergenzsitze

Sei I CIN, f:I, = 1R, a<b.
Lemma 5.1. Fir jedes Submartingal (Xn)ne]N gilt bet den folgenden Aussagen:

(i) & (ii) = (iii):
(1)  sup E(X,) < oo,
neIN
(17) sup || Xy|[1 < oo,

(s12) I € A mit P() =0:Vw e Q\ Qy,Va <b:vy,(w) < oo.

Beweis: Offenbar (ii) = (i). Ferner
| Xnlli = E(|X,]) = 2E(X,;))-E(X,) < 2E(X,f)—E(X,), wegen Submartingal.
Also (i) = (ii).
(i) = E(Vp) <00 Va<b
= Va,b:3Q5: P(Qup) =0, YweQp: Yaplw) < o0.

Wegen v, < Yoy, falls a < a' <V’ < b folgt:
Vw e Q\Qp:Va<b: up(w) < oo,
falls man wahlt Qo =  |J Qgp. ]

a,b €Q
a<b

Satz 5.2 (Doob’scher Satz). Sei (X,), N Submartingal mit
sup E(X,5) < oo (d.h. L*-beschrinkt).

ne

Dann ezistiert

Xy = lim X, P-fast tiberall auf )

n—oo

und definiert eine ZV X, € L'(P).
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(22, F, P) W-Raum mit Filtrierung (%), N>
(Xn),,cIN Folge adaptierter integrierbarer ZV,
(Xn),cIN Submartingal & X, < B/ X,, Vn <m

Lemma 5.3 (Doob‘s Downcrossing Lemma).

Ly p :=sup{k € Ny : dl <y < ... <o mit
Xl1 Z b, Xlz S a,... ,Xl%_l Z b, Xlzk S CL}

E(X, —b)*
Dann  FEL,, < sup g

b
1 b—a Ya <

Satz 5.4 (Doob‘scher Konvergenzsatz).

(Xn)peIN Submartingal mit sup EX;" < oo (¢ sup E|X,| < oo L'-Beschrinkt-
nelN n

heit).

Dann X, — X P-fast sicher mit Xoo Foo-mefbar und X, € L.

Korollar 5.5. (X,), N Supermartingal, X, > 0 fast sicher.
Dann X,, = X fast sicher und EX, < EXj.

Denn: (—X,), N Submartingal ,(—X,)" = 0 fast sicher
Fatou: EX <liminf FX, < FEX,

n—o0
< EX,

Beispiel 5.6.
Sei S, = X; + ...+ X, mit X; unabhingig identisch verteilt, wobei P(X; =
1) = P(X; = —1) = % gilt. Sei F, = 0{S4,..., 5.} = o{Xy,..., Xn}. Dann ist
(Sn, Fn) ein Martingal.
Fixiere £ € z, dann folgt T := inf{n € IN : S, = k},(= T Stopzeit, d.h.
{T <n} e FyVn). ST = Spar = (S)),,cIN Martingal.
Konvergenzsatz: S} — ST fast sicher (offensichtlich ST = S; = k, insbesondere
T < oo fast sicher). Also ES! = EST = EX, = 0Vn, aber ESL = k. Insbeson-
dere SI' £ ST in L' fiir k # 0 und (Sg;)nEN':]l\IU{oo} kein Martingal fiir k& # 0;
auch kein Sub-[Super-]Martingal fiir £ < —1 [k > 1].
Etwa & > 1, dann folgt (k — S;), .y Martingal, > 0

0=FE(k—SL) < E(k —ST) = k

Erinnerung (X,), N Folge von ZV.
(Xn),cIN gleichgradig integrierbar < sup E(| X, |1y x,|>a3) — 0 fiir M — oo.

Beachte: | X,,| < X € £! (L'-Majoriertheit) = (X,,) gleichgradig integrierbar.
sup F| X, [P < oo fiir ein p > 1

(gleichméiBig LP-beschrinkt) = (X,,) gleichgradig integrierbar.

31



Lemma 5.7. (X,,) Folge in LP (1 < p < 00) und X,, = X P-stochastisch.
Dann sind dquivalent: i) (| Xn|P), N gleichgradig integrierbar,

i) X, — X in L?,

iii) E|X,|P — E|X P < co.

Beweis: letztes Semester.

Satz 5.8. Fir ein Submartingal (X,), N sind dquivalent:
i) (Xn),cIN gleichgradig integrierbar,
i) (Xn), N konvergiert in L',

iii) Xn — Xoo fast sicher mit X, integrierbar und es gilt: E|X,| — E|X|.

Insbesondere ist dann auch (Xn)nEN:NU{oo} ein Submartingal ((X,) “abschliefbar

bei 00 “).

Beweis:
i) und i) = (X,) L'-beschrinkt = X,, — X, fast sicher, wegen dem Konver-

genzsatz von Doob. Lemma fiir p =1 : 1) < i) < ii7).
Zusatz: n <mund A€ F, : [ X,dP < [ X,,dP — [ X dP, wegen ii). ]
A A A

Korollar 5.9. Fir ein Martingal (X,), N sind dquivalent:
i) (Xn),cIN gleichgradig integrierbar,

it) (Xn),eN L'-konvergent,

iii) X, = E7"(Xy) fiir eine integrierbare ZV.

Denn nur zu zeigen iii) = i),

| Xn| € B Xy| und A = {|X,| > M und |Xo| > M} U {|X,| > M und

A={|X,|> M} e F,= [|X,|dP < [|Xo|dP ]
A A

Satz 5.10 (LP-Konvergenzsatz).
Sei (Xn), N Martingal mit sup E|X,|P < oo fiir ein p > 1.
n

d.h. LP I;gschrdnkt
Dann X,, — X, fast sicher und in LP.
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Beweis: X,, = X fast sicher geméfl Konvergenzsatz.

LP-Maximalungleichung:

B[ (s xl) ] < (-25) s B <

= sup|X,Pel
n

= (wegen der majorisierten Konvergenz) F|X,, — X[ — 0 ]

Bemerkung: falsch fiir p = 1.

Anwendung 5.11. Riickliufige Martingale

(engl. Backwards martingales)

Betrachte Submartingale der Form (X, F,),,._IN»

dh. X, < E"(X,,) Vn < m;m,n € —IN “absteigende/riickliufige* Submartin-
gale.

Beachte: F,, \\F oo :i= [\ Fu-
ne—IN

Bemerkung: n € IN,a < b,

Loy, = Anzahl der absteigende Uberquerungen von [a, b] durch (X&) —n<k<os
La,b ‘= Ssup La,b,n-
Dann E(I%b) =sup E(Lgp,) <00, dh. Ly <oofs. Va<b
N N —

E(X_1-b)*
S b—la
=  liminf X, = limsup X,, =: X_, fast sicher und X, — X__ fast sicher

n——00 n——00

(X;),c_IN Submartingal: E(X*,) <liminf E(X;}) < EX¥, < oo.

n n——oo
T

Fatou
Damit ist (X, Fy), . [N ein Submartingal.
Dann X,, — X_ fast sicher mit —oo < X_,, < oo fast sicher.

——
F_oo-meBbar ZV
Satz 5.12. (X, Fp),._IN Martingal.

Dann ezistiert X o, := lim X, fast sicher und in L'. Zudem ist auch (X,,) N
n——0oo nec—

ein Martingal.

Beweis: X,, - X , fast sicher, klar.
X, = E7"(X_1) = (X,) gleichgradig integrierbar = (Lemma) X,, =+ X_o in L'.[]
Bemerkung: X ; € [P = X,, - X_ in LP.
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Satz 5.13. Sei X € LY F, N Foo i= U{U]:n}.

Dann sind X, := E7"(X) gleichgradig integrierbare Martingale und X,, — E7>=(X)
fast sicher und L*.

Beweis: X, — X, fast sicher und L}, zu zeigen: X, = E7>=(X) fast sicher.
AeF,=> / XdP = / X,dP — / XoodP, da X, 14 — XooIs in L'.
A A A
Also [ XdP = [ XdP VA€ UF, (= VA e Fy). ]
A A n

Bemerkung: Analoges gilt im Fall: F ,, \( F .

Beispiel 5.14 (Kolmogorov‘s 0/1-Gesetz).
(Xn),cIN unabhéngige Folge von ZV, dann folgt Frerm = () 0{Xpn11, Xnt2,---}-

nelN
Dann P(A) € {0,1} VA € From-
Denn: F, :=o{X1,..., X0}, A € Frem
X, = E¥r(14) — E¥>=(1,) fs., da A unabhingig von F,. ]
—— —

= P(A) =14
Anwendung 5.15. Starkes Gesetz der groflen Zahlen
Spi=X1+ ...+ X, mit (X;) ii.d., F|X;| < oo,
Y—n = %: f—n = O-{Sna Sn+17 .- } = U{Sna Xn—f—la Xn+27 .- }

Behauptung: (Y., Frn),,c [N Martingal.

Denn: EF X, = E7 "X, =...= E7 X, fast sicher (aus Symmetriegriinden).
Beachte E7-»X; = F°9} X, i=1,... n.

n

1 n n
Insbesondere E¥—(X;) = - ZEI‘"(Xi) = E" (S—) _Sn _ Y.,.
i=1

Konvergenzsatz (fiir Backwards-Martingale)

Sy .
= B (X;) — EF(X,) fast sicher.
n N——
= E(Xy)
Denn lim 2= fast sicher konstant (Frerm-mefbar !). [

n—oo

Anwendung 5.16. Produkt-Martingale
(Xn),cIN unabhéngige Folge von ZV, X, > 0 fast sicher und EX,, = 1,

fn:U{Xl,...,Xn}, Mn:XanZO
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= (My, Fr), N Martingal (Ubungsaufgabe) und M, := lim M, existiert fast
n—oQ
sicher.

Behauptung: Entweder E(My,) = 1 oder My, = 0 fast sicher, und zwar F(My,) =
1 genau dann wenn

Han >0 mit 0<a,:=FE(X2)<1 (wegen Jensen).

n=1

Bewezis:
i) Es gelte [[a, >0 (& D (1 —an) < 00)

n

1 1
_Xf‘...‘Xfr%

ay-...-0ay

Ny : = (Nn),, N L*-beschriinkt, Martingal
n N——

EN? = (2 )2<%<oo
a1-...-Qp, — (Hk ak)

E(sup M,,) < E(sup N?) < 4sup EN? < oo

T
M, < N?  [? — Maximalungleichung
= (M, gleichgradig integrierbar (L'-majorisiert durch sup M,, € L),

= E(Ms,) = E(M;) = 1.

ii) Es gelte [[a, =0
(Nn),eIN Martingal, > 0 = N, — N, fast sicher.

1 n
Aber M = (X;-...- X,)2 = N, -]]ai— 0 fast sicher. u
— N, &
— 0

Anwendung 5.17. auf simple random walks

S, = Xi+...+X,; (X;) unabhingig identisch verteilt
PX;=1) = 1-P(X;=-1)

S() = 0
Fo = ofXy,..., X}

n

M, = S,—nE(X;)= Z(Xz — E(X;));n > 0 Martingal bzgl. (F,).

=1
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(1) a,b € IN, dann folgt T := inf{n € Ny : S,, = a oder S,, = —b} Stopzeit
T < oo fast sicher.
(Denn: (Spar),cIN beschrénktes Sub- bzw. Supermartingal = Sy a7 fast sicher
Cauchy = S,,r fast sicher schlielich konstant = T < oo fast sicher.)

Annahme: 0 < g < p.

Sn
Behauptung: ((%) ,.7-'n> Martingal.

. Sn Xn S’n—l Sn—l e q Xn
Beweis: E7n-1 <1> — EFn-1 (2) . <2) — (g) . EFn [ 2
=== p P P P P

Sn

((g) AT) ist ein beschrinktes Martingal (insbesondere gleichgradig in-
n>0

tegrierbar).

wrer(G) () < () -0 (G) s

a = a(p;a,b) ;== P(Sy = a) = P{w : #» S, (w) frither in a als in —b}.

(
e (1) (3)-
Also 1 = (q 5) oa—i—(%) (1—a):>oz=w-
Ny b
Insbesond 1a,b —.
nsbesondere a(p;a,b) — o

. o _ - n—1 n—2 . _q
(Denn: 2" —1=(z—1)(z" +a""+...+1) mitz=1)

-

o fiir g — 1
(2) Sei a € IN, dann folgt 7' = inf{n € Ny : S, = a}.

Annahme: Ab jetzt p =¢q = %
Es gilt T' < oo fast sicher, aber ET = oo.

(Denn: Stan — St fast sicher,
ThAn

i=1
Annahme T € L' = Sppp — Spin L' = ESp = —ES; =0
a
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Widerspruch)

(a) Sei 6 € IR, dann folgt Ee®X" = L(e? + e7?) = cosh(f).

[ eﬂXn

cosh ()
05n
n > 0 (Produkt-) Martingal.

M=
= " (cosh@)"’

]:1 Vn,

(b) Der Einfachheit halber a =1 : 7T =inf{n € Ny : S, = 1}.

Ab jetzt sei 0 > 0
9s 0 0 ] 0 0 e’
nAT —_ —v __
e <e' =M r<e =EM; =EM;” = Ei(cosh i
=1

= E(") =e = ,
N—— (67
=Y a"P{T =n}
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Teil 11

Allgemeine stochastische
Prozesse

38



Kapitel 6

Stochastische Prozefle und
kanonische Versionen

Einfiihrung

Stochastische Prozesse sind mathematische Modelle zur Beschreibung zeitun-
abhéngiger zufilliger Vorgénge.

X : (t,w) = Xi(w)

Fiir festes w ist ¢ — X;(w) ein moglicher Verlauf. Fiir festes ¢ beschreibt die ZV
w +— X¢(w) den Zustand zum Zeitpunkt ¢.

Typische Beispiele:

e Ort eines diffundierenden Molekiils “Brownsche Molekularbewegung*
1828 R. Brown (Botaniker)
1905 A. Einstein
1906 M. von Smoluchowski

e Wechselkurse an der Borse
1900 L. Bachelier
fiihrt zur Brownschen Bewegung,
erstes mathematisches Modell dazu entstand
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Gegeben: D cCcR"
fecC(oD)

Gesucht: u € C*(D)NnC(D) mit
Au=01in D
u = f auf 0D

Losung: u(z) = E, [f(XTaD)]

Gegeben sei ein Mefiraum (E, B) und eine Menge I. (2,4, P) sei ein W-Raum.

Definition 6.1. X und X seien stochastische Prozesse, definiert auf
W-Riumen (2, A, P) bzw. (Q, A, P) mit demselben Zustandsraum (E,B) und
derselben Parametermenge I.
a) X und X heifien dquivalent oder Versionen voneinander, falls sie diesel-
ben endlichdimensionalen Verteilungen besitzen, d.h. falls fiir alle endlichen
J C I gilt:
PJ = PJ.

Wiederholung: Fiir ¢t € I erhélt man die Verteilung P, von X; als W-Maf} auf
(E, B) durch

P,(B) = P(X:€ B)
= PH{weN: Xi(w) € B}).

Fiir endliches J C I erhiilt man die gemeinsame Verteilung P; von (X;)se s
bzw. die Verteilung X; = @ X; als W-MaB auf (E”, B”) durch

teJ
P;(B) = P(X; € B) fiir alle B € B’.

Konkret: Fiir J = {t;,...,t,} und B= B; x ... x B, ist
PJ(B) == P(th € Bla---,th € B’n)
b) X und X heilen Modifikationen voneinander, falls (2, A, P) = (Q, A, P)
und P(X; = X;) =1 fir allet € 1.

c) X ugd:f( heifien ununterscheidbar (indistinguishable), falls (€2, A, P) =
(Q, A, P) und P(X; = X, fiir allet € I) = 1.
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Bemerkungen:

(i) Offenbar gilt ¢ = b = a, aber die Umkehrung gilt i.a. nicht.

(ii) Bei der Modellierung realer Vorginge (aus Physik, Okonomie, ...) kennt man
i.a. nur die endlich-dimensionalen Verteilungen. D.h. der zugrundeliegende W-
Raum ist beliebig, und der stochastische Prozef ist nur bis auf Aquivalenz (im
Sinne von a)) eindeutig bestimmt.

(iii) Verschiedene Modifikationen (insbesondere verschiedene Versionen) X eines
gegebenen Prozesses X konnen jedoch vollig verschiedene Pfadverhalten auf-
weisen, etwa

o Stetigkeit, Differenzierbarkeit der Trajektorien ¢ — X;(w) (fiir P-fast alle
w e ),

e oder die Wahrscheinlichkeit, eine Menge B C FE jemals zu treffen,
P(X,; € B fiir mindestens ein t € I).

Beispiel 6.2. (Zeigt b) % ¢):)
Sei Q =R, A=B(R),P=uvy1,] =R, und (E,B) = (R, B(R))
0 ¢ 5
x@-{7 128 Rw-o

E=IR

‘ [ 1=IR.
Dann gilt:
Fiir alle t € R, : P(X, = X;) = 1.
Aber: P(X, = X, fiir allet € R;) = 0.
Denn: {w: X,(w) = X;(w) fa. t € R} = 0.

Bemerkungen: _
a) Seien X und X stochastische Prozesse auf gemeinsamem W-Raum (2, A, P)

mit gemeinsamer Indexmenge I.
Fir J C I sei

Q; = {weQ: esex. t € J: Xy(w) # Xi(w)}

= U

teJ

b) X und X sind Modifikationen genau dann, wenn P(Qyy) = 0 fiir alle ¢ € 1,
also wenn P(Q2;) = 0 fiir alle abzidhlbaren Teilmengen J C I.
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¢) X und X sind ununterscheidbar < P(Q;) = 0 & P(Q,) = 0 fiir alle J C 1.

d) Falls X und X rechtsseitig stetig oder linksseitig stetig mit = IR, dann ist
QI = QIOQ' N
Falls X und X P-fast sicher rechtsseitig stetig, dann ist P(Q; \ Q7nq) = 0.

Lemma 6.3. Sei E topologischer Raum, I C IR ein Intervall, und seien X,X'
stochastische Prozesse mit P-fast sicher rechtsseitig stetigen Pfaden (d.h. fiir P-
fast alle w € Q ist t — Xy (w) rechisseitig stetig).
Dann gilt: X und X sind ununterscheidbar

& X und X sind Modifikationen voneinander-.

Beweis: Mit Bemerkung, Teil d).

Lemma 6.4. Sei (X;)ic; ein stochastischer Prozefl auf (E,B) mit W-Raum
(Q, A, P). Dann definieren die Koordinaten-Abbildungen I, : w +— w(t) einen
dquivalenten Prozef auf (E,B) mit W-Raum (E!, B!, Px), genannt kanonische
Version.

Hierbei ist

E' = [[E={w:1— E Abb. },

tel
B = ® B = Kkleinste o-Algebra auf E!, bzgl. der
tel
alle Koordinatenabbildungen I1; B! /B-mefbar sind.
= kleinste o-Algebra auf E’, in der alle Zylindermengen enthalten sind:
A =[] A; mit A; = F fiir alle bis auf endlich viele t € I,
tel
Py = Bildma8 von P unter X : Q — E'.

Hinweis: X : I x Q — E, d.h. X € EI*2,
X:Q— E dh. X € (BN

Beweis: Fiir alle t{,...,t, € I und By,...,B, € B:

Px(v € E': T, (v) € By,...,II;,(v) € By)
=Pwe Q: 11, (X)(w) € By,...,II, (X)(w) € By)
=PlweN: Xy, (w) € By,...., X, (w) € By)
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Kapitel 7

Projektive Limiten und der
Konsistenzsatz von Kolmogorov

Gegeben I, (E,B), (22, A, P), X.
Fir J C I,J # () sei

B =1[E, B'=QB, X;=QX,

teJ teJ teJ
PJ:XJ(P):PXJ,
X,:0Q0—E., X :Q-E"

Fir JC HC I,J # () sei

nf. g - g’ Projektionsabbildung
(Restriktion von v : H - E zu v : J — E).
Dann gilt X; = [1# o I}, 0 X = [1¥ o Xy und daher

Py =117 (Pg). (%

Denn:  P;(A) (A))

= P(X;!
= P(Xj o ()7 (4)) = Py((IT}) ' (4))
(15 (Pr)) (A).

Die Menge (Pj)g£Jenanenc 1 definiert durch Py = X ;(P) heifit Familie der endlich-
dimensionalen Verteilungen des Prozesses X.

Bemerkung:
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Kennt man die Verteilung P, = Px von X, so erhilt man daraus die endlich-
dimensionalen Verteilungen einfach durch Projektion Py = I1%(Py).
Das Problem ist die Umkehrung!

Definition 7.1. Eine Familie (Py) junaien c1,720 von W-Mafen auf (E7, B7) heift
projektive Familie, falls sie der Bedingung (x) geniigt.

Beispiele 7.2.

1. Familie der endlich-dimensionalen Verteilungen (X ;(P)) scr,/£0enanen €in€S sto-
chastischen Prozesses X auf (2, .4, P) mit Werten im (FE, B).

2. (P,)ier beliebige Familie von W-Mafen auf (E, B), Py = Q,., P
— entspricht Proze X mit unabhéngigen X, ¢ € I.

Satz 7.3 (Kolmogorov). Sei E polnischer Raum, B = B(E) und I beliebig.
Zu jeder projektiven Familie (Py)joancr von W-Mafen auf (E7,B’) ezistiert
genau ein W-Maf3 Py auf (BT, BY) mit

(%) Py =T%(P;) fir alle endlichen
Teilmengen J von I.

P; heifit projektiver Limes der Familie (Py) s c1

P[ = lim PJ.

Jendl. C T

Bemerkungen:
1. E polnisch: < FE vollstindig metrisierbar und separabel.

2. Ist E polnisch, so auch E” fiir jedes abzihlbare J und B(E)’ = B(E”).
3. Ist E polnisch, so ist jedes endliche Maf} 1 auf (£, B(£)) regular:
pu(B) = sup{u(K) : K kompakt C B} fiir alle B € B(F).
4. Obige Bemerkung 3 und damit auch Satz 7.3 gelten allgemeiner fiir topologi-

sche Lusin-Réume F, vgl. Kapitel 16. Ersetzt man B(FE) durch B*(E), so gilt
der obige Satz sogar fiir alle topologische Radon-Ridume FE.

Beispiel 7.2.2 von eben
Projektiver Limes existiert stets (ohne Bedingung an E), ndmlich P; = ), P;.

Beweis des Satzes 7.3 von Kolmogorov:
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a) Fiir J endlich C I sei
B’ = B(E)” = B(E’) o-Algebra in E’
und 5
B’ = (11})~Y(B’) o-Algebra in E”.

Aus J C H folgt B’ c BY.
Alsoist |J B’ eine Algebra in E (“Algebra der Zylindermengen®).

Jendlich CI
Etwas anschaulicher:

BeB& es existiert n € IN, t1,...,t, € 1,
Be E"B={ve E :ut),...,v(t,) € B}.

Fir B=B; x...x B,
/\AAMIC

b) Eindeutigkeit von P;:
Angenommen es existiert ein P; auf (E',B") mit (++). Dann gilt fiir alle
BeB:

B € B’ fiir ein endliches J C 1.
D.h. B = (II})~'(B) mit B € B’.
P

Also 1(B) = P((TT)~"(B)) = Ps(B).
Daher ist P; auf ~(EI , l’;’) eindeutig festgelegt durch die Familie (Py) jenaiien c1-
Nun ist Bf = o(B) (per Definition). Also ist P; auf (E!, B!) eindeutig.

c¢) Existenz von Py

Definiere P; zuniichst auf (B!, B) wie eben (méglich wegen (x)). Dann ist P;

ein Inhalt, d.h. additiv statt o-additiv, mit P;(ET) = 1.

Es bleibt zu zeigen: P; ist (-stetig, d.h. fiir alle (Bn)nE]N’ B, € B,B, \,

= Pi(B,) = 0.

Annahme P;(B,) > € > 0 fiir alle n, B, \, 0.
Jedes B, € B ist ein (II} )~!(B,) mit geeignetem .J, endlich C I
und B,, € B/».
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0.B.d.A. J, C Ju1, sogar J, = {t1,...,tn}
= (da E polnisch) es existiert K, kompakt C B,:

P; (B, \ K,) <e-27"
Sei K,, = (It} )~'(K,) und Ly | K, also L, C K, C B, C E' und es gilt

m<n

m=1 m=1

= PI(in) > 0= es existiert w, € L,.

FﬁrallemZn:meimCian(n.
Firallel <n:

Wi (t) = 1] (w,) € 1T} K, = TI]" K, kompakt C E

!

! Ym VO (W), so daBl (w],(t1))m in E kon-

= es existiert eine Teilfolge (w
vergiert

= es existiert eine Teilfoge (w,)m von (w!,)m, so daB (w” (t2))m in E konver-
giert

= es existiert eine Teilfolge (“Diagonalfolge”) (0,)m von (wpy)m, so dafl

(0m(t1))m in E konvergiert fiir alle .

Sei w(t;) = lm @y, (t;) fir l € IN
m—00

und w(t) = wy (beliebig € E) fiir t ¢ |J {t;}-

1IN
Dann ist w € Ef und w(t)) € H#Kn fiir alle | = w € K,,.
Das gilt fiir alle n € IN, also

we K, C B, =0.

L]

Korollar 7.4. F polnisch, I beliebig, (Py) i c1 projektiv. Dann existiert ein
stochastischer Prozefd mit (Py) als endlich-dimensionale Verteilungen.
Ndamlich: (Ht)tel (I,Uf (EI,B(E)I, lim PJ)

Jendl. C T
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Kapitel 8

Stetige Versionen

Satz 8.1 (Kolmogorov-Chentsov). Sei I abgeschlossenes Intervall in R, (X;)ser
stochastischer Prozef auf W-Raum (9, A, P) mit Werten in IR® mit

(x)  B(X: - X,|*) < CJt — s

fiir alle s,t € I und geeignete Konstanten C,«a, 3 > 0.
Dann existiert eine stetige Modifikation (Y3)i>0 von (Xi)i>o, d.h.
o 3 Yy(w) stetig auf I fir alle w € Q

e P(Xy=Y,) =1 firalletel.

Diese stetige Modifikation ist sogar Holder-stetig fiir jedes v €]0, g —[ im folgendem
Sinne:
FEs existiert 6 > 0 und eine ZV h: Q —]0,00[, so daf8 fir w € Q und s,t € I mit
|t — s| < h(w)
() [Yi(w) = Ys(w)| < 6Jt s

Beweis: Zunéchst I = [0, 1].
a)e Aus Chebyshev-Ungleichung folgt fiir alle € > 0:

P(|X; — X, > ¢) e YE(|X; — X,|%)

<
< C-e @t — st

Also Xy — X; in Wahrscheinlichkeit (stochastische Konvergenz) fiir s — ¢
e Ferner: fiirt =%-27",s=(k—1)27" und e = 27" (mit 0 < y < g)
P(| Xgo-n — X(g_12-»| 2 277") < C- g n(1+h—a7)
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= P(sup [Xpp-n — Xpempp—n| > 277) < Y P(|Xpgn — X(poryp—n| > 277

1<k<2n

-~

Ay

= ZP(An) < 00

n>1
=  P(A, fiir unendlich viele n) = 0 (nach Borel-Cantelli).

M.a.W.: es existiert Q2* € A mit P(Q*) = 1 und fiir alle w € Q* existiert ein
n*(w) € IN, so daB fiir alle n > n*(w)

max |Xk2—n(w) - X(k_l)gn (U))| <277, (81)

1<k<2n
b) Fiirn € Nsei D, = {k-2""|k=0,1,...,2"}
D= U D,, = { dyadische Zahlen in [0, 1]}.
nelN
Sei w € Q* und n > n*(w).

Behauptung: Fiir alle m > n, allet,s € D, mit 0 <t —s < 27" gilt

Xy(w) = Xs(w)[ <2 ) 277, (8.2)

j=n+1

Beweis durch Induktion nach m:
em=n+1:t=k-2"™ s=(k—1)2"™ und damit (8.1) = (8.2)

e angenommen, (8.2) gilt firm=n+1,...,M — 1:
Fiir s,t € Dy, s < t, wihle

t7, = max{r € Dy ;:r <t}
s1 = min{r € Dy_; : 7> s}
= s<s1 <t <t
51—s§2’M, t—t, <27M,

Aus (8.1) folgt:
Xy (w) = X (w)] < 277
[Xe(w) = Xy (w)] < 277,

und aus (8.2) mit m = M — 1 folgt:

M-1
Xuw) = Xy @) <2 3 27

j=n+1

Das zusammen ergibt (8.2) fiir m = M.
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c)

d) Y = (Y3)teo,] wird wie folgt definiert:
Fir w € Q\ Q* : Yy(w) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1],
fir w e O : Vi(w) = lim X,(w) fiir alle ¢ € [0, 1].
s =t
s €D
e Wegen (15.11) ist t — Yy (w) stetig fiir jedes w € Q. Genauer: Y erfiillt
auch (15.11), und zwar fiir alle s,¢ € [0,1] mit 0 <t — s < h(w).
e Ferner ist w — Y;(w) = lim X, (w) meBbar als Limes einer Folge von
n—0oQ
mefibaren Abbildungen mit s, € D, s, — t.
e SchlieBlich ist Y; = X; P-fast sicher fiir jedes ¢ € [0, 1]; denn fiir ¢ € D ist
es per Definition gleich, fiir t € [0,1]\ D sei s, € D, s, — ¢
N X;, = X; P-stochastisch
X;, = Y, P-fast sicher
=  X; =Y, P-fast sicher.
e) Sei nun I ein abgeschlossenes IntervallC R = I =1, I, = IN[-n,n]|.
Also gegeben: X; : Q — E A/B-mefbar, ¢t € I.
Konstruiere X; : Q@ — E A/B-mefbar, t € I.
Betrachte kanonische Versionen
X=X;:Q— E! A/B-mefibar
— BildmaB Px auf (E', BY).
Ebenso:
Y=Y;:Q— E! A/B'-mefibar
— BildmaB Py auf (E!, B). ]
Bemerkungen:

Sei h(w) =2"""“) und § = 2. Fiir beliebige s,t € D mit 0 < t — s < h(w)
withle n > n*(w) mit 2=+ < ¢ — s < 27",

Aus (8.2) folgt

Xy (w) — Xy(w)| <2 ) 277 < 4ft —s[? (8.3)

j>n+1

und damit die gleichmé&fBige Stetigkeit und die lokale Hélder-Stetigkeit von
(Xt)tED (fur w e Q*)
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. Px = Py, denn fiir ) # J C I, J endlich:

I} (Px) = Px, = Py, = II}(Py).

. Esgilt sogar: Y : Q —» C(I[,E) =:C

Ziel: Betrachte Py nicht auf E, sondern nur auf C.
Naheliegende Behauptung: Py (E’\ C) = 0.
Problem: C ist nicht mefibar i.a.!

Bemerkungen zu B! fiir B = B(E) mit F polnisch, #(E) > 2.

1.

2.

Wiederholung: B! = 0({1’[@} :tel})

Lemma 8.2. Jede Menge A € B! ist abzihlbar determiniert im folgenden
Sinne: zu A existieren eine abzdhlbare Teilmenge J C I und B € B’, so daf

A= I1;) " (B) ={v e E": (v(t))wes € B}.

Beweis: in den Ubungen.

. Fiir alle abz#hlbaren I ist E' polnisch und B(E') = B(E)".

. C ¢ BB+,

sogar: C ¢ B! fiir alle iiberabzihlbaren 1.

. C =C(IR4, E) ist polnisch und

BC) = cnBE)R:
———
Spur-o-Algebra
= {cnA:AeBE)RY.

. Ist (S, P, ) ein W-Raum, so ist das duere MaBl u* auf (S,P(S)) definiert

durch

pr(R) =inf{u(@Q): Q@ D R,Q € F}.
p* ist o-subadditiv auf P(S), i.a. aber kein Maf.
Ist u*(R) = 1, so ist u* eingeschriinkt auf (R, RN %) ein W-MaB. Hierbei ist
RNY ={RNQ:Q e P} “Spur-o-Algebra® und p*(RN Q) = u(Q) fiir alle
Qe
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Satz 8.3 (Doob). Sei (X;)i>o stochastischer Prozef auf (2, A, P) mit Werten

im polnischen Raum (E,B(E)).

Dann sind fiir eine Menge Q C ET dquivalent:

(i) Es ezistiert ein zu (X;); dquivalenter Prozef, dessen Pfadabbildungen simtlich
in Q liegen.

(ii) Der “kanonische Prozefi mit Pfaden in Q“ (I;)>o auf (Q, QN B, PE) ist zu
X, dquivalent.

(iii) Die Menge Q hat ein duperes Maf P%(Q) = 1.

Beweis: (i)=-(iii):

0.B.d.A. (X,); selbst hat in Q liegende Pfadabbildungen.

Es gilt:

Q > X7(Q) mit X;: Q — E' und P; = X;(P).

Behauptung: P;(Q) = 1,

m.a.W.: P3(Q*) = 1 fiir alle Q* € B mit * > Q. Nun gilt: Q = X;7'(Q) C
X719 € Q, also X;'(€2*) = Q und damit

Pi(Q) = P(X7'(2") = P(Q) =11
fiir alle solchen Q2*.
(iii)=>(ii): &hnlich.
(ii)=(i): trivial.
Korollar 8.4. Sei (X;); ein stochastischer Prozef, der der Bedingung (*) aus
dem Satz von Kolmogorov-Chentsov geniigt. Dann existiert ein W-Maf Py auf

(C,B(C)), so dafy der kanonische Prozefs (I1;); auf (C,B(C),Py) 2u (Xy); auf
(Q, A, P) dquivalent ist.
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Kapitel 9

Gauf3-Prozesse

Definition 9.1.

1. Ein W-Maf8 1 auf R" heifft GauB-Ma8B, falls es o € R und 0® € Ry gibt
mit:

pldr) = vp (dz — o) = N(o*, o) (dz),

(d.h. Normalverteilung mit Erwartungswert o, Varianz o® > 0 bzw. Punkt-
masse in «, falls 0? =0).

2. Ein W-Maf p auf R heifit GauB-MaB, falls fiir jede lineare Abbildung
h:R* =R gilt: h(y) ist Gauf-Mafp.

3. EinIR*-wertiger Prozef$ (X,)c; heifit GauB-ProzeB, falls jede seiner endlich-
dimensionalen Verteilungen Pth,__,,Xt ein Gauf-Majf$ ist auf R** fiir alle k
und t;. I beliebig!

FEin Gauf-Prozef$ heifsit zentriert, falls E(X;) = 0 fiir allet € 1.

k

Satz 9.2.

a) Aquivalent sind die folgenden Aussagen:
(i) p ist d-dimensionales Gaufs-Map.

. : 1
(ii) (&) =exp(i < &, m > —3 <&,C¢E>)
fiir alle ¢ € R, mit m € R* (“Brwartungsvektor®) und C € IR
(“Kovarianzmatriz®).

C' ist symmetrisch und positiv semidefinit.

b) w ist durch C und m eindeutig festgelegt, und umgekehrt ezistiert zu jedem
solchem C und m ein entsprechendes .
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Ist p die Verteilung einer R%-wertigen ZV X = (X', ..., X%, so ist m = E(X),
genaver m = (mq,...,mq) mit m; = E(XY), und C = (Cyj)i; mit Cij =
cov( X', X7) = BE((X" — m;) - (X7 — m;)).

u = N(m,C) heifit auch multivariante Normalverteilung mit Erwartungs-
wert m und Kovarianz C.

c) Ist C sogar positiv definit, so ist u = pA* mit

d
2

p(x) = (2m) 2(det C’)*% exp (—% <z —m,C Yz —m) >> :

Hinweis: C positiv semidefinit: < z, Cz >> 0, z € R,
C positiv definit: < z,Cz >> 0, z € R*\ 0.

Beweis:
a) (i)=(ii): Fiir alle y € R% ist < y,. >: ¥ —< y,z > Linearform.
=Y =<y, X > ist Gausch (IR-wertig)
= py(€) = exp(ia€ — $0%&?) fiir alle £ € IR mit
a=EY)=E(<yX>) =<y, EX)>=<y,m> und
ol=var(Y)=E(<y,X —m >?) =<y,Cy >>0

= ev(§) = E(E*)=B(e)

i . 1
= px(y) = B(e*7) = py(1) = exp(ia — 502)

1
= exp(i <y,m > —3 <y,Cy>) fiir alle y € R%

(ii)=(i): X mit Px = p

. . . 1
E(e"¥*>) = ox(y) = ily) = exp(i < y,m > 5 <Y Cy>)

fiir alle y € IR?.
Sei h linear: R — R, d.h. h(.) =< y,.>und Y = h(X) =<y, X >.

= pv(§) = B(®) = B(e*Y7) = B(e%7"7) = px(&y)
1
= exp(i€< y,am > —5«52 <, (jy >)  fiir alle £ € R%.
g

=Y ist normalverteilt mit Erwartungswert < y, m > und Varianz < y, Cy >>
0. ]
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Beispiele 9.3. fiir Gauf3-Prozesse
a) Ist (Xy); = (X}, ..., X2); GauBsch, so auch (X}), fiir jedes .

b) Ist (Y}); dquivalent zu einem GauB-ProzeB, so ist es selbst einer.

c¢) Ist f: J — I eine beliebige Abbildung (“Umsortierung der Zeit“) und (X;):er
Gauflsch, so auch (Xy(,))ses.

Satz 9.4.

(i) Jeder Gaup-Prozeff (Xi)ier auf R ist durch seine Erwartungsfunktion m :
I - R, t — m(t) = E(X;) und seine Kovarianzfunktion T : I x I —
IR, (s,t) — T'(s,t) = cov(Xs, X;) bis auf Aquivalenz eindeutig festgelegt.

I' ist als Funktion stets symmetrisch und positiv semidefinit.

(i) Zu jeder Funktion m : I — R und jeder symmetrischen, positiv semidefiniten
Funktion I" : I x I — IR existiert ein Gaufs-Prozef mit m als Erwartungsfun-
tion und I' als Kovarianzfunktion.

Hierbei heifit eine Funktion I' : I x I — IR positiv semidefinit, falls fiir alle £ € IN
und alle tq,...,%; € I die Matrix

(F(tz, tj))i,jzl,___,k pOSitiV semidefinit ist.

Beweis:

(i) Jeder ProzeB (X,) ist bis auf Aquivalenz durch die endlich-dimensionalen Ver-
teilungen Pk, , . x, bestimmt (k€ N, ty1,...,t, € I).
Jede dieser Verteilungen ist ein GauB-MaB auf IR* und damit durch m(t;) fiir
1=1,...,kund

F(ti,tj) :COV(Xti,th) fiir Z,_] = 1,...,k
eindeutig festgelegt.

Stets ist ['(t;,t;) = T'(¢,t;), und fiir alle A = (Ay,...,\;) € R" (0.B.d.A.
m = 0) ist

k
D OAT (Wt = Y NE(Xy, - Xp)\
i,j=1 ,]
k k 2
- E (Z )\,-Xtith)\J) =F (Z A,-Xti> > 0.
ij=1 i=1

54



(ii) Seien m und I" gegeben, definiere eine projektive Familie (Pj)enqrien 1
Fiir J = (t1,...,t) sei P; das GauB-MaB auf IRF mit Erwartungsvektor

my = (m(t1),...,m(tx)) und Kovarianzmatrix C; = (I'(¢;,5))i j=1,... k-
Behauptung: Fiir alle H endlich C I mit H = (ty,...,tx) C J gilt
I} (Pu) = Py (+)

——

i<z,
% (Py) (z1,...,7%) = /nw <= 0> Py (dy)
=z c R
mit Z := (z1,...,2,0,...,0) € RE+
L < 2.Cni >
= /]R’““ ' <" Py (dy) = exp (z <z,myg > _%>

1 -
= exp(i<z,my > —5 < z,Cyx >) = P;(x)

= (*)

= (PJ)Jenaienc 1 15t projektive Familie

= (Satz von Kolmogorov)

es existiert ein projektiver Limes Py = lim P; auf (IRY, B(R)T).

J
= Die Projektionen (II;);c; bilden beziiglich (IR, B(IR)!, P;) den gesuchten
GauB-Proze8. ]

Wichtig hierbei: I ist beliebig!

Definition 9.5. Sei (X;); ein reellwertiger Prozefs.
(Xy): heifit standardisierte Brownsche Bewegung, falls es ein zentrierter

Gauf-Prozefs mit Kovarianzfunktion I'(s,t) = s At und mit fast sicher stetigen
Pfaden ist.

Beispiele 9.6. fiir Gaul3-Prozesse
1. Weifles Rauschen

I beliebig, I'(s,t) = do(s — t), m(t) =0
e [ ist positiv semidefinit, denn

fir alle k € IN, ¢,,...,t € I verschieden und alle A € IR.
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e Der zugehorige GauB-Prozefl (Y;);c; heifit Weifles Rauschen mit Para-
metermenge /.

e Es gilt var(Y;) =1 fiir alle ¢ € I und cov(Y;,Y;) = 0 fiir alle s # ¢.
= Y, unabhéngig von Y; fiir alle s # ¢, denn unkorrelierte Gauflsche ZV
sind unabhingig!

Intuitiv gilt im Falle I = IR, :

(Y;)i>0 WeiBBes Rauschen, dann ist ( fot sts) eine Brownsche Bewegung,
= >0

oder wenn (X;);>o Brownsche Bewegung ist, dann ist (X)i>o Weiles Rau-

schen.

Achtung! Es treten Probleme auf.

e Fiir jede Brownsche Bewegung (X;);>o gilt fiir fast alle w : ¢ — X;(w) ist
nirgends differenzierbar (siehe Korollar 14.2)

e Fiir jede Version des Weiflen Rauschens (V;); gilt: (w,t) — Yi(w) ist nicht
A® B(IR,)/B(IR)-meBbar und damit nicht integrierbar.

. Integrale der Form des Weiflen Rauschens
(bzw. distributive Form der Brownschen Geschwindigkeit)

(E, &, i) beliebiger Mafiraum,

I={Te&:uT) < o0},

[(S,T)=pu(SNT) m(T) = 0.

e positiv semidefinit, denn fiir alle k, alle T1,...,T, € I und alle A € IR¥ ist

k k
i,j=1 4,j=1

k 2
=1

= es existiert ein GauB-Proze (Yr)rer mit var(Yr) = u(7) und cov(Ys, Yr) =

u(SNT).
Insbesondere: Ys und Yy unabhingig, falls u(SN7T) = 0.

Man nennt ¥ auch “Gaufi-MaB“ mit “Intensitit pu“: Y(w): T — R,.
e Speziell (E,&, u) = (Ry, B(IRy), \Y)
= (Y[o,t])tzo ist eine Version der standardisierten Brownschen Bewegung,
denn
E(Yo,q - Yoq) = AH[0,s]N[0,¢]) = s At
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e Ahnliche Konstruktion fiir I = L*(E, &, ) und
Puwo) = [ ulpn(ay
E

=Y, = / u(t)dX,.
0

3. Brownsches Blatt (Brownian Sheet)

I =1R% = [0, 00[x[0, o0]

[(s,t) = (s1 At1) - (82 Atg) fiir s = (s1,82) und t = (¢4, ).
Man kann zeigen:

e [ ist positiv semidefinit,

o der zugehorige GauB-Prozef3 (Yt)thz besitzt eine stetige Version
+

(mit Kolmogorov-Chentsov).

Diese heifit Brownsches Blatt, ist also ein IR-wertiger stetiger Prozefi mit
zwel Zeit-Parametern.

4. Brownsche Briicke (Brownian Bridge)

I=[0,1], I'(s,t) =sAt—s-t

Definition 9.7. Ein Prozef (Y;)iep,) mit Werten in R" heift (eindimensio-
nale) standardisierte Brownsche Briicke oder Brownsche Briicke von
Xo = 0 nach X; = 0, falls

e (Y}); ist zentrierter Gaufs-Prozef,

e Kovarianzfunktion I'(s,t) = s At —s-t,

e fast sicher stetige Pfade.

Satz 9.8.
(i) Wenn (Xy)i>o eine standardisierte Brownsche Bewegunyg ist, dann ist (X;—
tXl)te[O,l] eine standardisierte Brownsche Briicke.

(ii) Ebenso ist der Prozef (Yi)iwcjoq] mit Y1 = 0 und ¥, = (1 — )X + eine

t
1—t
standardisierte Brownsche Briicke.

(iii) Ist (Y3)iepo,] eine standardisierte Brownsche Briicke, so ist ((1+t)-Y1L+t)t20
eine standardisierte Brownsche Bewegung.

(iv) Fiir jede standardisierte Brownsche Briicke (Y3)icpo,1] 15t (Y1-t)1e[0,1) wieder
eine standardisierte Brownsche Briicke. Es gilt Yo =Y, = 0 fast sicher.
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X typische Pfade,

nicht differenzierbar,

Anzahl der Nullstellen untibersichtlich

Beweis:

(i): Sei ¥; = X; —t- X; der so definierte Proze. Dann gilt: (Y;);>0 ist ein
zentrierter Gauf-Prozefl mit fast sicher stetigen Pfaden.
Denn: Fiir alle k € IN, ¢;,...,t; € [0,1] und X € R gilt

k k k
DAY =) AX,—( ) Mt X1
i=1 i=1 i=1
Gauflsche ZV
= (Y}); ist GauB-Prozes.
Kovarianz E(Y,-Y;) = E(X,-X;) —sE(X,-X;) —tE(X,- X)) + stE(X?})
= sAt—2st+st=sAt—st=1I(s,t).
(ii), (iii): Ubungen.

(iv): trivial. ]

Bemerkung: Ist (Y});c0,1) eine standardisierte Brownsche Briicke, so ist
(fft)te[o,l] = (zo+1t(x1 —0) +Y?)se[0,1] eine Brownsche Briicke von Y, = zy nach

Y = x1. Das ist ein fast sicher stetiger Gaufl-Prozefl mit Erwartungsfunktion
m(t) = xg + t(z1 — xp) und Kovarianzfunktion wie eben.

Ausdehnung von ¢ € [0,1] auf ¢ € [to, t,] und auf IR%wertig statt IR-wertig ist
moglich.

5. Ornstein-Uhlenbeck-Prozef3

I =R,, I'(s,t) = 0% exp(—als — t|)
= es existiert ein stetiger Gau-Prozef} (genauer: zentriert und mit fast sicher
stetigen Pfaden) (Y;);>0, genannt Ornstein-Uhlenbeck-Prozef.

Daf es ihn gibt, sagt folgender Satz:

Satz 9.9. Sei (X;);>0 standardisierte Brownsche Bewegunyg.
Dann ist (€~ X o2 exp(2at))t>0 €in Ornstein-Uhlenbeck-Prozef.

Beweis: E(Y;-Y;) =T(s,t) ]
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Teil 111

Markov-Prozesse
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Kapitel 10

Markov-Kerne und
Markov-Ubergangsfamilien

Gegeben: (Ey, By) und (Es, By) Mefiriume.

Definition 10.1. Eine Abbildung
K : Ey x By — [0, 00| heifit Kern von (Ey, By) nach (E2, By), falls
1. z1 — K(z1, By) By-mefbar fir alle By € By,

2. By — K(z1, By) Maf auf (E2, By) fiir alle 1 € Fy.

K heifst Markov-Kern, falls K(z1,.) W-Mafe sind fir alle x.
Meist (E;, B;) = (E,B), d.h. K ist Kern auf (E,B).

Bemerkungen:
a) Jeder Markov-Kern von (E1, B;) nach (Fs, By) definiert durch

Kf(x) = / F) K (, dy)

eine stetige, positivititserhaltende Abbildung K : BS — BPwobei B! die
Menge der beschrinkten B;-mefibaren Funktionen f : F; — IR bezeichnet.

b) Die Menge aller Markov-Kerne auf (£, IR) bildet eine Halbgruppe mit neutra-

lem Element I(z, B) = Ig(x) = 0,(B)
(“Einheitskern “) und Verkniipfung

(K o L), B) = [ K(a.dn)L(y, B
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(“Komposition*)

K L
< b — /\{>
B

dy

E

Offenbar ist die Verkniipfung assoziativ (K o L) f(z) = K(Lf)(x).
Definition 10.2.
a) Sei I =Ry oder I =INy. Eine Familie (Ks;) ...cr von Markov-Kernen auf

)
s <t

(E,B) heift Markovsche Ubergangsfamilie, falls
(%) K, =K,;0Ks; firaler<s<t

(“Chapman-Kolmogorov-Gleichung®).

b) Die Markovsche Ubergangsfamilie (K;)s<: heift zeitlich homogen, falls
K = Koy—s fiir alle s,t, s <t.

Schreibweise: K statt Ky; und damit
(*) K3+t:KSOKt fur&s,t

In diesem Full ist (Ky);>o eine Halbgruppe (“Markovsche Halbgruppe®). Ins-
besondere gilt dann: K, o0 K; = K; o K.

¢) Die Markovsche Ubergangsfamilie (K ;)s<; heifit riumlich homogen (oder
translationsinvariant ), falls

Ks,t(l', B) = Ks,t((], B — .7))
Hierbei wird vorausgesetzt, daff E Gruppe ist, z.B. R? oder z°.

Beispiele 10.3. von Markovschen Ubergangsfamilien:
a) F=R* )
In typischen Fillen ist K, gegeben durch eine “Ubergangsdichte“ k(s, z,t, y)

(nicht-negativ fiir alle ¢t > s,
normiert: /k(az, s, t,y)dy =1,

fiir alle t > s und alle z, B(IR?*)-meBbar fiir alle ¢ > s)
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Ks,t(x,B)=/k(8,m,t,y)dy

B
(*) lautet dann fiir A-fast alle z

k(r,z,t,z) = /IRd k(r,x,s,9)k(s,y,t,2)dy

b) E abzihlbar. Fiir alle s < t existiert eine stochastische Matrix

k(s,i,t,7)ijer (mit Zj k(s,i,t,j) =1 als Zeilensumme),
K(s,i,t,B) =Y k(s i1, j).

jEB

¢) I =Ny, K,; = K;_; zeitlich homogen
= es existiert Markov-Kern K, so daf} fiir s < ¢:

Kg,=K"* (=KoKo...0K)

t=s
(ndmlich: K = Kj,).
d) (F, B) beliebig, p W-Maf} darauf
K, i(z, B) := p(B) (zeitlich homogen).

Beachte: Ky # I (es sei denn, B trivial).

Proposition 10.4. Sei E =R¢ und I = R,

a) Ist (K, ;)s<s eine zeitlich und raumlich homogene Markovsche Ubergangsfami-
lie, so definiert ji,(B) := Ko,4(0, B) eine Faltungshalbgruppe von W-Mafen
(Mt)tzo auf RY.

Denn:
ps+t(B) = Kos4(0, B)
= /KO,S (0, dy)Ks,s-l-t(ya B)
= / 15 (dy) (B — y)
= (ps* p)(B) nach der Definition der Faltung.

b) Umgekehrt gilt: Jede Faltungsgruppe (i:)i>0 von W-Mafen auf R¢, definiert
durch
K,(z, B) = p—s(B — z)

eine rdaumlich und zeitlich homogene Markovsche Ubergangsfamilie.
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Satz 10.5. Sei I = R, (K, ,)s<; eine Markovsche Ubergangsfamilie und ein W-
Map i auf einem Mefiraum (E,B). Fir J = {t1,...,t,} CI mitt; < ... < t,
und B € B’ sei

/ /IB T1y.-.-,T Ktn 1,tn($n l,d.’En)...Ko,tl(ﬂjo,dﬁﬂl),u(dﬂjo).

Dann ist (Py)jcr Jenanen €ine projektive Familie.

Beweis:
Offenbar ist P; ein Ma8 auf (E”, B?) mit P;(E’) = 1.
Zu zeigen ist die Projektivitit (= Konsistenz)

D.h. II¥ =P fiir alle H O J, J, H endlich C I.
O.B.dA:J={ty,...,ty,}und H = JU{t'} sowie t; <t <t,,etwat; <t <t;;.
Zeige: Py ((TIY)"*(B)) = P;(B) fiir alle B € B’.

O.BdA..B=B; x...xB,.
Aber:

Py((IH™(B)) = Py(By x...x Bix EX By X ...x By)
/ c . / ][Bl X...XBiXEXBi+1X...XBn(xla R 7xii xl7 xi+1) LR )‘,L.'n,)

.Ktn 15tn (‘/E’n 1, x’n) Teeet Kt’,tH_l ('7/‘,7 d$i+1)
Ky, (i, da’) - . .- Koy, (20, dzy) p(da)

/ / ][le X B, :Cla ceey xn)Ktn,l,tn (l‘n—la dxn)
. Kt?,ti_,_l (;L‘Z', dxi—l—l) e KO,tl (330, d.731),u(d$0)

= P;(B),
denn: / Ky (@, dai) Ky p (2, da') = Ky g,y (@5, dig).
B

Bemerkung: Falls B=B; x...x B,

/// /Ktn vtn (Tn—1,dTn) - Ky 1, (71, dT2) Ko, (0, 21 ) p(do)

E Bi By
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Kapitel 11

Faltungshalbgruppen und
Lévy-Prozesse

Ab jetzt sei E =1IR% B = B(IR?%),I =R, = [0, .

Definition 11.1. Sei X = (X;)i>o ein stochastischer Prozef (auf irgendeinem
W-Raum (Q, A, P)).
a) X heifit ProzeB mit stationdren Zuwéchsen, falls

PXt+r_Xs+7‘ = PXt_Xs
fiir aller,s,t € R,.

b) X heifst Prozel mit unabhéngigen Zuwichsen, falls X, X;, — Xy, ..., Xy, —
Xi, . unabhdingige ZV fir allen € IN und 0 <ty <1 <...<t,.

¢) Prozesse mit stationdren und unabhingigen Zuwdichsen heiffen Lévy-Prozesse.

Satz 11.2.
a) Jeder Lévy-Prozef$ (Xi)i>o (definiert auf einem W-Raum (2, A, P)) definiert
eindeutig durch
)= Xo(P) (11.1)

ein W-Maf3, genannt Startverteilung, auf (R%, B(RY)), und durch

eine Faltungshalbgruppe von W-Magen auf (R?, B(R%)).
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b) Der zu einer Startverteilung p und einer Faltungshalbgruppe ()10 konstru-
ierte kanonische Prozef (I1;)i>o, definiert auf ((Rd)m+, B(IRd)IR+, lim Py), ist
stets ein Lévy-ProzefS und erfullt die Gleichungen 15.2 und 11.2.

c¢) Jeder andere Lévy-Prozefs, der die Gleichungen 15.2 und 11.2 erfillt, ist dqui-
valent zum kanonischen Prozefs.

Zusatz: Bezeichnet P* das W-Maf auf (]Rd)IR+ zur Faltungshalbgruppe (p;); und
Startverteilung pu, so gilt

PH = / P™u(dzg) (P = Po).

Beweis:

a) Zu zeigen ist fis1y = s * [
Wegen der Unabhéngigkeit der Zuwichse gilt

ps+t = Px.—xo
PlXoyi=X0)+(Xi=Xo)
= Px,,, x,*Px, x, (wegen Unabhingigkeit)
= Px,_x, * Px,—x, (da stationr)

Ws * ¢ per Definition.

b) Aus (p): wird (Ks;)s<; und daraus (Py) jenanen c1- Der projektive Limes Pp =
lim P; definiert den kanonischen Prozef (II;);.
<_

e (II;); hat stationéire Zuwéchse, denn

—1, € B) = P(X, - X, € B) = Px,_x,(B)
///IB zr, — 1) Ks1(21, dzr) Ko s (0, dz1) pu(do)

_ / / Koy (21, 21+ B) Koo (w0, dot)p(deo)

:,U't—s(B)//KO,S(mOadml)/J'(dmO)

= pu—s(B).

Fir s = ¢ gilt Px,_x, = g = o, denn (p;)¢>0 ist Faltungshalbgruppe und
damit py = dy.
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e (II;);>o hat unabhingige Zuwéchse.
Denn: sei 0 < tp <t <...<t, Y=QYV mtY, =X, —X_,, Yo =Xy
i=0
und A = A4y x...x A, mit A; € B.

Zu zeigen: P(Y € A) = HP(Y} € A;).

1=0

Sei zunéchst ty = 0,

P(Yed) = /IAoYdP
_ / Ty (Xeo) ] 1 (X, — Xoy )P
=1

n
= /IAO Zo H][A, — 2i-1)Pxo x4, x, (To, T1, -« -, T)
1=1

= [ [ Ll H Ly (31 — 71ty (A — D)
R (d$1 - 330)#(61950)
= [ [ o) [T Lty () i ()

et (An) < 1o (A1) - p(Ap)
= Py (Ay)-... Py (A)- Py (A).

Im Fall 1o > 0 wahle 1= O,Y_1 = X(),AO =F
— obiger Fall mit verschobenen Indizes 7 — ¢ &= 1.

¢) trivial ]
Lemma 11.3. Fir jede Faltungshalbgruppe (p)i>0 von W-Mafen auf R¢ gilt:
o = dp.

Beweis: mit Fourier-Transformation [siehe Bauer]. ]

Beispiele 11.4. von Faltungshalbgruppen

1. Brownsche Halbgruppe im IR®

Fiir ¢t > 0 sei v(dz) = g;(z)dz mit
) d
_ -2 - « « : 2 __ 2
g(x) = (2mt)~2 exp ( o > Gauflkern“, wobei |z|* = E_l x;.
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Fiir t = 0 sei vy = dg.
Fird =1ist v, = I/t(l) die Normalverteilung auf IR mit Mittelwert 0 und
Varianz ¢.

Fiir allgemeines d € IN ist offenbar
Vt(d) = 1/§1) ®...8 Z/t(l).

Proposition 11.5. Fiir jedes d € IN ist (1), eine Faltungshalbgruppe von W-
Mapflen auf R

Beweis:
(1) durch Nachrechnen.

(2) Reduktion auf d =1 und Verwenden von:
X +Y ist vg 4-verteilt, falls X, Y unabhéngig und X v,-verteilt, Y v,-verteilt
(<:> Vsgyt = Vg * Vt)'

(3) Mit Hilfe der Fourier-Transformation

~ _ 2x-€ _ —312
() _/]Rde vy (d€) = e721®

= Vi * Vg :ﬁt'ﬁs
et _

0(z) - Dy(z) = e 2P e 517 = ¢ = Ugye(x)

= Vy % Vg = V5+t.
[]
Der zugehorige Prozef} heifit “Rohversion der Brownschen Bewegung®.
Genauer: Jede Version eines solchen Prozesses mit fast sicher stetigen Pfaden ist
eine Brownsche Bewegung.
2. Gleichmaflige Bewegung auf IR

Faltungshalbgruppe (d;),.[g (siehe Ubungen, Serie 1T)

3. Poisson-Proze§ auf IR, (oder z)

tk
o = 0p My = Z e_tgék “Poisson-Verteilung*“
k>0 )
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(pu)e>0 ist Faltungshalbgruppe (denn X, Y unabhéngig, X Il;-verteilt, Y II;-
verteilt = X + Y ist I, -verteilt).

Poisson-Halbgruppe mit Parameter A: (fx)s>o.

Satz 11.6. Zu gegebener Startverteilung p und Poissonhalbgruppe ezistiert eine
Version (X;)i>o mit Werten in INg und folgender Eigenschaft:

Fiir fast alle w € Q ist t — Xy(w) isoton, rechtsseitig stetig und hat Springe der
Grife 1, d.h. fiir alle t €]0,00[: X¢(w) — lsi;r%Xs(w) € {0,1}.

Xt i

! — ! t
S S2 83 9 S

Beweis:
Seien (&;), [N unabhéngige ZV, exponentiell verteilt mit Parameter A, d.h.

P(& e A) =\ /A e Mdx A€ B(Ry)

und sei, mit S, = . &,
i=1
Xy = Z I, <y = max{n: S, < t}.
n>1

Dann ist (X;);>o ein Poisson-Prozef (nach WTI, Serie 7, Aufgabe 2b)(!) ]

Interpretation:
X; ist die Anzahl der Signale, die ein vom Zufall gesteuerter Sender im Zeitinter-
vall [0, ¢] aussendet.

Satz 11.7. Fiir jeden Poisson-Prozefs (X;); zum Parameter X > 0 gilt:
(i) t — Xi(w) ist in allen ty € R, stetig, und zwar fir fast alle w € Q.

(#) Fiir P-fast alle w € Q) besitzt t — Xy(w) unendlich viele Spriinge (der Grifle

1).
Beweis:
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zu (i) Sei A = {w : t — X;(w) unstetig in o} fiir fixes to > 0. Der Prozef} ist
rechtsseitig stetig, also bedeutet ¢ > 0 keine Einschrénkung.
A ist mef3bar, denn

A= ) {X, - X, >1}

s < to
s€Q

Annahme (0.B.d.A.): Fiir alle w ist ¢t — X;(w) isoton, rechtsseitig stetig mit
Spriingen der Grofle 1.

P(A) < P{Xy, — X, >1} =1—¢ o2
= Ht*o_s({l,Q, . })

= fiir s — ¢y : P(A) = 0.
zu (i) Es gilt

P(X,, — X,_1 > 1 unendlich oft) = 1.
Denn: nach Borel-Cantelli geniigt:

PXp—=Xp1>1)=1—¢e*>0
= ... = Behauptung. ]
4. Einseitig stabile Faltungshalbgruppe auf IR,
Fiir 0 < a <2 und ¢ > 0 existiert genau ein W-Maf} n* auf IR} mit Laplace-
Transformation
n®(z) = exp(—t|z|> fiir alle z € R,.

Es gilt: (n*):>0 ist Faltungshalbgruppe.
Sie heifit einseitig stabile Halbgruppe der Ordnung «.
Fira=2: n=/4.

5. Symmetrische stabile Halbgruppe auf IR?

Sei 0 < a £ 2,d € IN und ¢t > 0. Es existiert genau ein W-Maf§ vf* auf
IR¢ mit Fourier-Transformierter

o CIRATA T ’
Ui (x) =exp | —t B3 fiir alle z € IR

Offenbar ist (14);>¢ Faltungshalbgruppe, denn

~oe o o
l/s+t—l/s l/t.

Es gilt:
a =2 : (v*); = Brownsche Halbgruppe
a=1: .
d—1: } v, = Cauchy-Verteilung, d.h. 1 (dz) = gzl myde auf R.

70



Bemerkungen:
1. Es gibt keine Version mit stetigen Pfaden fiir o # 2.

2. Es gibt Versionen mit: ¢ — X;(w) fast sicher rechtsseitig stetig und linke Li-
miten existieren.

3. Jede solche Version heifit a-stabiler symmetrischer Prozes.

4. Fiir a-stabile Prozesse gilt wie eben:
(i) Fiir alle to: P-fast sicher ist ¢ — X;(w) stetig in .

(ii) P-fast sicher: ¢ — X;(w) hat unendlich viele Spriinge.
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Kapitel 12

Markov-Prozesse

(Q, A, P, F})ier sei ein filtrierter W-Raum.

Definition 12.1. Ein stochastischer Prozefl (X;)ie; mit Filtration (Fy)ier heifst
Markov-Proze83, falls

(%) P(X; € B|F;) = P(X; € B|X;) P-fast sicher

fiir s,t € I mit s <t und fiir B € B.

(%) heifit Elementare Markov-Eigenschaft.

Proposition 12.2. Fiir einen stochastischen Prozeff (X;); mit kanonischer Fil-
tration ist die elementare Markov-FEigenschaft dquivalent zu:

(%) P(X; € B|X,,,...,X,,) = P(X; € B|X,,) P-fast sicher

firneIN, s1,....,sp €l mit sy <...<s, <tund B € B.

Beweis:
, X))
I Sn) = P(Xt E Blen)

“=“:P(X, € B|X,...,X,,) = P(P(X,€ B|F))X,,..
P(P(X; € B|X,,)|Xs,, -

“ & “ Zu zeigen:
Y := P(X, € B|Xj) ist Version von P(X; € B|FX) fiir alle B € B und s < t.
Y ist FX-meBbar, da Y o(X,)-meBbar ist und wegen o(X,) C FX, und es gilt

(* * *) / YdP = / ][B(Xt)dp fllI' alle A € fSX,
A A
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da es wegen (xx) fiir alle A € o0(X,,,...,Xs,) gilt und diese A zusammen
einen N-stabilen Erzeuger von X = o(X, : r < s) bilden (Maffortsetzungen
sind eindeutig).

Proposition 12.3. Fin stochastischer Prozef (X;)icr ist genau dann ein Markov-
Prozef$ beziiglich der kanonischen Filtration, wenn die o-Algebren o(Xs : s > t)
(“der Zukunft®) und o(X,s : s < t) (“der Vergangenheit“) bedingt unabhingig
sind unter der Hypothese o(X;) (“der Gegenwart®).

Beweis: in den Ubungen.

Bemerkung: Jeder Markov-Prozefl (X;); beziiglich einer Filtration (F); ist
auch ein Markov-Prozef§ bzgl. der kanonischen Filtration (F;X);; die Umkehrung
gilt i.a. nicht.

Beweis der Behauptung: wie bei (xx).

Satz 12.4. Sei (Xt)telR+ ein stochastischer Prozef$ und (‘Ft)teIR+ seine kanoni-
sche Filtration. Ferner sei p ein W-Maf auf (E,B) und (Ky;), IR, €ine Mar-
kovsche Ubergangsfamilie auf (E,B). Dann sind dquivalent:

(i) Die endlich-dimensionalen Verteilungen P; = X ;(P) des Prozesses sind ge-
geben durch

PJ(B) = / P / IB(xl, P axn)Ktn_htn (CEn,l, d.Tn) et KO,t1 (CC(), dCCl),UJ(dCC())

fir alle J = {t1,...,t,} mitn e IN,0<t; <...<t,, und alle B € B".
(ii) (Regulire) Versionen der bedingten Verteilungen P(X; € .|Fs) fir s <t sind
gegeben durch
P(X, € B|F,) = K,,(Xs,B) P-fast sicher VB € B
(“Schwache Markov-Eigenschaft®).
In diesem Fall ist (Xy); mit (Fy); als Filtration ein Markov-Prozefs. Ferner gilt:

Regulire Versionen der faktorisierten bedingten Verteilungen P(X; € .| X, = .)
sind gegeben durch

(% * x) P(X, € B|X; =x):= Ks,t($’B)

fiir alle x € E und B € B.
(=“Ubergangswahrscheinlichkeit von X, = x nach X; € B¥)

Sprechweise: (X;); ist Markov-Proze8 mit Startverteilung p und Ubergangsfa-
mlhe (Ks,t)sgt-
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Beweis:
(1) = (44): Fiir 0 < s < ¢t muf gelten:

P(X: € B|F;) = K (X,,B) P-fast sicher
0
/IB(Xt)dP — /Ks,t(Xs,B)dP VA € F,.
A A

Es ist

/AKS,t(XS,B)dP - / /IB 1) Tn(zn)

Sn, (‘Tm B) : Ksn 1,Sn(xn 1y dxn) R KO,Sl(xm dxl):“(dxo)
= / 15(X,)dP
A

fir A= X' (Byx...x By)und J = {s1,...,8,} € F5, 51 < ... < 8, < 5.

(ii) impliziert: P(X; € B|F;) ist o(X;)-mefibar. Daher ist P(X; € B|F;) =
P(P(X; € B|F;)|X;) = P(X; € B|X;), und (X;); ist Markov-Prozef} beziiglich
(F:)t. AuBerdem:

K, i(z,B) = P(X; € B|X; =)

fiir Px,-fast alle x € E.

(i7) = (i): 0.B.dA.n=2:
P(Xo € By, Xy, € B1, Xy, € By) = E(1p,(Xo) - 1p,(Xy,) - 15,(Xy,))
= E(E(15,(Xo)1p, (X, )1p,(Xt,)[Xo))
= E(1p,(Xo) - E(1p, (Xy,) - 15,(X,)|Xo0))

= / pw(dzo) | Koy, (xo, dz1) Ky, 4y (21, Ba),
Bo B1

denn p = Px, und
E(][Bl (th)]IBz(th)|X0) = E E(IBI (th)IBz (XtQ)‘E1)|X0)

(

E(][Bl(th) (IB2(X752)“E1)|X0)

= E(][B (th)Ktl,tz(Xt17B2)‘X0)
(

= F f(Xt1)|X0) mit f( ) = 1p, (x)Ktl,tz(xa BZ)
= /f(x)KO,tl (X(),d.’l})
(nach Ubergang f = 1p,, dann f > 0 in (* % %))

= Koy, (Xo, dz) Ky, 4, (2, Bs)
B1

L]
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Bemerkungen:

1. Obiger Satz besagt nicht, da zu jeder Startverteilung x und jeder Ubergangs-
familie (K ;) ein Markov-Prozef existiert mit K ,(x, B) = P(X; € B| X, = x)
und u(B) = P(X, € B).

Richtig ist die Aussage, falls £ polnisch ist.

2. Obiger Satz besagt nicht, da§ fiir jeden Markov-Prozef durch K4 (z,B) =
P(X; € B| X, = x) eine Markov- Ubergangsfamilie definiert wird. Die Eigen-
schaft

Kr,t(xaB) :/Kr,s(xady)Ks,t(yaB)

gilt i.a. nur fiir Py, -fast alle z € E.
(Das reicht aber eigentlich auch!)

Korollar 12.5. Jeder Lévy-Prozef8 auf RY, versehen mit seiner kanonischen Fil-
tration, ist ein Markov-Prozefs.

Beispiel 12.6. Ist (X;);>o ein Lévy-Proze§ auf (Q2, A, P) und F; = A fiir t > 0,
so ist (X3); kein Markov-Prozef§ bzgl. (F).

Denn: P(X, € B|F,) = E(I5(X,)|F,) = 15(X,) und P(X, € B|X,) = E(I5(X,)|X,),
jeweils fast sicher; wire (X;); Markov-Prozef bzgl. (F;);, so wiren beide gleich,
d.h.

X, ist o(X;)-mefbar

und damit auch
X; — X ist 0(X;)-meBbar.

Aber: X; — X, unabhéngig von X!

Markov auch nach Zeitumkehr ((X7_¢)efo,71) und Stoppen ((X¢ar)eo)-

Ab nun betrachten wir zeitlich homogene Markov-Ubergangsfamilien. Es sind
dquivalent:

o (K,;)s<t ist zeitlich homogen,

o K, ;= P,_; mit Markov-Halbgruppe (P;):>o.
Beachte: Py nicht notwendig Einheitskern I!

(Ks,t)sgt bzw. (Pt)tZO helﬁt normal, falls Kt,t = [ bzw. PO =1.

Definition 12.7. Eine Familie (P*, X})zer >0 heifft Markovsche Prozef3fa-
milie (auf (2,.A)) mit Zustandsraum (E,B), falls
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(i) Fir alle v € E ist (X;)i>0 stochastischer Prozef (auf (2,.A, P*)) mit Zu-
standsraum (E,B) und P*(Xy =) = 1.

(1) x — P*(A) ist B-mefbar fir alle A € A.

(i1i) Fir alle s,t > 0,z € E und B € B ist
P*(X,.4 € B|FY) = PX+(X; € B) P*-fast sicher

(“Universelle Markov-Eigenschaft®)

Zur Schreibweise: PXs(X, € B) ist die ZV w — P*) (X, € B). Es ist eine
Verkettung von =z — P*(X; € B) und w — X (w). Es ist nicht die bedingte
Wahrscheinlichkeit P(X; € B|Xj).

Statt PX(.) schreibt man auch Px(.); dann ist aber Py, nicht die Verteilung von
X,.

Bei der universellen Markov-Eigenschaft ist die linke Seite eine bedingte Wahr-
scheinlichkeit, die rechte Seite eine “richtige Wahrscheinlichkeit mit zufélligem
Startpunkt.

Proposition 12.8. Ist (P*, X};) eine Markov-Prozeffamilie, so ist fir x € E der
Prozef (Xi)i>0 auf (2, A, P*) ein (zeitlich homogener) Markov-Prozef§ beziiglich
der kanonischen Filtration.

Beweis:

Betrachte Y : w — PX:(“)(X; € B). Wegen (ii) ist ¥ mefbar beziiglich o(X,)
und damit beziiglich 2. Nach (iii) ist Y (reguléire) Version der bedingten Wahr-
scheinlichkeit P®(X,,; € B|F?).

Ferner Y = E*(Y|X,) = E*(E°(1p(X,)|F0)|X,)
= Ew(IB(XSH)‘XS) = Pw(Xs+t € B‘XS)

Satz 12.9. Sei E polnisch.

(i) Zu jeder normalen Markov-Halbgruppe (P;);>o ezistiert eine Markov-Prozefifamilie
(X4, P")i>00er ouf einem (Q, A) mit Pz, B) = P*(X; € B) fir allex € E
und alle B € B = B(E).

(i) Zu jeder Markovschen Prozeffamilie (X, P*) ezistiert genau eine Markov-
Halbgruppe (P;) mit

(%) P,(z,B) = P*(X; € B) fiir alle x und B
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Bemerkungen:
1. Die Prozesse (X, P");>o sind eindeutig bestimmt bis auf Aquivalenz. Man

kann daher
0=ERe g =B+ ynd X, =11,

wéhlen.
2. (%) ist dquivalent zu

() [Ef(y)Pt(x,dy)=Ptf($)=E“”(f(Xt))=/Qf(Xt(w))Pw(dw)

fir allex € E, f € By(E) bzw. BL(E).

Dabher sei
By(E) = beschrinkte, B(E)-mefibare, reellwertige Abbildungen auf E
B.(E) = nicht-negative, B(E)-mefibare Abbildungen f: E — IR,

Beweis des Satzes 12.9:
(i) (Pt)e>0uer — projektive Familie — projektiver Limes — Eindeutigkeit bis auf
Aquivalenz

(ii) Definition (F;) durch (*)
= Jedes P, (mit t > 0) ist Markov-Kern auf (E, B):
x — Py(x,B) = P*(X; € B) ist B-mefibar fiir alle B € B (weil z — P*(A)
mef3bar ist)
B — Pi(z,B) = P*(X; € B) = Pg,(B) ist Bildma von P® unter X; bzw.
Verteilung von X; unter P* also W-Maf

Py(z,B) = P%(X, € B) =15(z)

Pif(z) = E*(f(Xste))
= E"(E*(f(Xst) |7,
= EY(E*(f(X)))
= E"(Pf(X5))

= Py(Pf)(z)
= Ps+t = PS O Pt'

)

L]

Wichtige Transformationen“fiir Markov-Prozesse (X;)¢>o:
1. Homogenisierung bzw. Ubergang zu einem Raum-Zeit-Prozefl (X;,t);>¢ auf
FE xR.
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2. Subordination
Sei (V) ein rechtsstetiger Lévy-Prozef§ auf IR zur Faltungshalbgruppe (7;)¢>0;
sei (X;) ein davon unabhéngiger, rechtsstetiger homogener Markov-Prozef} zu
(Fe)e.
=Y, = Xy, ist rechtsstetiger homogener Markov-Proze8 zu (P;");>o.

3. Doob-Transformation
Sei u : E —]0,00] mit Pu < u (Vt). Dann ist die Doob-Transformation von
(P;) gegeben durch

Prf = Piu- f).

4. Konditionierung
Sei Z C E bzw. z € E und T eine Stoppzeit. Dann wird der konditionierte
ProzeB (@, Y;);<r definiert durch

QY,€B) = P(X,€B|Xre€ Z)

oder = P(X;€ B|Xr=2).
5. Zeitumkehr
Yi = Xpy
6. Stoppen
Y;t = Xt/\T

7. Killen / T6ten

5.-7.: eventuell 7" auch von w abhéngig (“Stoppzeit“).

Bemerkung: Fiir die Ubergangsfamilie der standardisierten Brownschen Briicke
(Y;)tE[O,l} auf (Q, A, P) gllt

P(ieAY,=a)= [ gl‘t(yg)lg_fgg gy

fir \!-fast alle z; alle 0 < s <t < 1, A € B(R).
Hierbei ist g;(z) = (27t) 2 - exp (—%)

Beweis: in den Ubungen. ]
Seinun (2, 4) = (C(R4), B(C(IR4))) und X; die t-te Projektion. Dann ist (X;);>o
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unter dem Wiener-Mafl P° eine standardisierte Brownsche Bewegung.

Offenbar existiert fiir alle z € IR ein W-Mafi P%® auf (Q, A) (bzw. auf (Q, F))
mit F; = o(X;: 0 < s < 1)), so daf gilt:

unter P% ist (X;);e[0,1) eine Brownsche Briicke von Xy = 0 nach X; = z.

Bemerkung: Fiir alle A € F;
(i) P%*(A) = PY(A|X, = z) fiir \!-fast alle z,

(i) PO(A) = fig P**(A)gi(z)dz

A={X; € B}

Beweis:
(i) Ubung: 111.4 und VIL4b,

(i) II1.4 im Spezialfall A = {X; € B} mit B € B(R), 0 <t < 1.
Allgemeiner Fall: analog ]

Warnung: Durch P%(A|X; = 0) allein kann die Brownsche Briicke nicht sauber
definiert werden (auch wenn das in der Literatur 6fter passiert).
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Teil IV

Brownsche Bewegung
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Kapitel 13

Definition und Konstruktion der
Brownschen Bewegung

Definition 13.1.

a) Ein Prozef (Xi)iso auf einem W-Raum (9, A, P) mit Werten auf R® heifit
d-dimensionale Brownsche Bewegung, falls gilt:
1. (X}): hat unabhdngige Zuwdchse.

2. Die Zuwdchse sind verteilt durch
Px,_x, = 1/@5 fir alle 0 < s <t < o0.

3. (X3i): hat P-fast sicher stetige Pfade,
d.h. fiir P-fast alle w € Q gilt:

t— Xy(w) ist stetig.

b) (Xy): heifsit standardisierte Brownsche Bewegung, falls zusdtzlich gilt:

Xo=0 P — fast sicher.
c¢) (X;); heifst Brownsche Bewegung beziiglich der Filtration (F;), falls (FX) C
(F:) und
(1) Xy — X ist unabhdngig von F fir alle 0 < s <t < o0,

(2°) und (3°) wie oben.

Bemerkungen:
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1. I/t(d) d-dimensionales Gauf-Maf

l/t(d) = u§1) R...Q 1/,5(1),

(1)

wobei v; 7 = Eindimensionale Normalverteilung mit Varianz t.

2. Jede Brownsche Bewegung ist eine Brownsche Bewegung beziiglich der kano-
nischen Filtration, d.h.
(Xo)e 2u (F7 )eso-

Weitere Beispiele:
(F{)t>0, rechte Limiten, Augmentierung.

3. Aus 1. und 2. folgt, dafl die Brownsche Bewegung ein Lévy-Prozef} ist, und
zwar zur Faltungshalbgruppe (Vt(d))tzo-

Lemma 13.2. Sei Y : Q — R eine ZV mit Py = ygd). Dann gilt: Fiir alle o > 0
existiert ein C = C(«, d), so dafs

E([Y]*) =C -t°.

Beweis:

E(YP) = / 2[2* Py (dx)

Bemerkung: FE(|Y]?) =

Satz 13.3. Fiir jedes W-Maf 1 auf (RY, B(R?)) (“Startverteilung) existiert
genau ein W-Map P* auf (C,B(C)) = (C(R4,IR%),B(C)) derart, daf die Pro-
jektionsabbildungen (I;);>o eine d-dimensionale Brownsche Bewegung bilden mit
der Eigenschaft Py, = p.

Jede d-dimensionale Brownsche Bewegung mit Startverteilung p ist dazu dquiva-
lent.

P heifst Wiener-Maf3 auf C zur Startverteilung p. Es gilt:

pr() = / P*(Opldz)  mit P* = PP
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Beweis:

1.Schritt: Konstruktion einer projektiven Familie
Fiir J = {t1,...,t,} C [0, 00[ wird P, definiert durch die Gaufische Faltungs-
halbgruppe (V,Sd))tzg und die Startverteilung u.

2.Schritt: Bildung des projektiven Limes

P; = lim Py auf (B, B(E)").
—

3.Schritt: Uberpriifen der Chapman-Kolmogorov-Gleichungen
E(|X; = X,") = caalt = s["

= es existiert eine Holder-stetige Modifikation fiir jeden Exponenten v < ”2—711,
n beliebig, also insbesondere fiir v < 1.

4.Schritt: Ubergang zum duBeren MaBl P} auf (C, B(C))
Gesuchter Prozef ist (II;);>o. ]

Sei Cy := {v € C(R,RY) : v(0) = 0}.

Korollar 13.4. Es gibt genau ein W-Mafi P° auf (Cy, B(Cy)) derart, daf die
Projektionsabbildungen 11, : Co — IR¢, t > 0, eine standardisierte Brownsche Be-
wegung bilden.

P° heifft Wiener-Maf auf Cj.

Jede standardisierte Brownsche Bewegung ist zu dem Prozef8 (I1;)¢>o auf (Co, B(Co), PP)
dquivalent.

Beweis: Cy ist Borelsche (sogar abgeschlossene) Teilmenge von C mit P%(Cy) =

1.

Korollar 13.5. Es gibt genau ein W-Maf$ P auf (Co, B(Cy)) mit
Pl eCy:v(t1) € By,...,u(ty) € By) = / / Gto—t,, 1 (Tn—Tp—1) . gy, (x1)dxy . ..
n Bl

fiir allen € IN, 0<t; < ...<t, und alle By,...,B, € B(RY).

Satz 13.6. Ein Prozefl (Xi)i>o mit Werten in R! ist genau dann eine stan-
dardisierte Brownsche Bewegung, im Sinne der Definition 13.1, wenn er eine
standardisierte Brownsche Bewegung im Sinne der Definition 9.5 ist.
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Beweis: Seien (X;) und (Y;) standardisierte Brownsche Bewegungen im Sinne
der Definition 13.1 bzw. 9.5. Das heifit, (Y;) ist ein stetiger GauB-Prozef mit
E(Y;) =0und E(Y;-Y;) =sAt.

Dann ist aber auch (X;); ein stetiger Gaufi-Proze8.

Denn Vtq,...,t, e Ry mit t:=0<1; < ... <, gilt:

Xy, — Xy, -, Xy, — X, , unabhéingig, Gaufisch

= VA,... A € R:
Z NiXy, = Z A - (Xy, — X3, ) Gaufisch
i=1 i=1

= (X1)i>0 GauB-Proze8.
Auflerdem gilt offenbar E(X;) = 0 fiir alle t > 0.
Fiir s <t gilt ferner

E(X,-X;) = B(X,- (X, - X,)) + BE(X?) = B(X,)- E(X, — X,) + s =,

daher allgemein F(X; - X;) = s At.

Also ist auch (X;) eine Brownsche Bewegung im Sinne der Definition 9.5.
Insbesondere sind (X;) und (Y;) dquivalent.

Folglich hat mit (X;) auch (Y;) unabhiingige, stationére, v;_s-verteilte Zuwichse.
Daher ist mit (X;) auch (Y;) eine Brownsche Bewegung im Sinne der Definition
13.1. O

Korollar 13.7. Mit (X,);>o ist auch (Y;)i>0, definiert durch Yo = 0 und Y, =
tX1/4, t > 0 eine standardisierte Brownsche Bewegung.

Beweis: Mit (X;) ist auch (Y;) Gauflsch.

Ferner: EY;) =0
1 1
E(Y;th):é’t E(Xl/le/t)ZSt(_/\Z):t/\S
s
= (Y}) ist eine Version einer standardisierten Brownschen Bewegung
= (Kolmogorov-Chentsov)

es existiert eine stetige Modifikation (}N/})tzo,
d.h. es existiert ; € A mit P(Q2;) = 1, so daf fiir alle w € Q:

o Y (w) = Y;(w) fiir alle ¢ € [0, co[N®,

o t — Y;(w) stetig auf [0, oo,
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e ¢t — Y, (w) stetig auf ]0, oo,

= t — Y;(w) stetig auf [0, oo und damit:
(Y})i>0 ist eine standardisierte Brownsche Bewegung. ]

Korollar 13.8. Fiir jede Brownsche Bewegung gilt

1
lim ;Xt =0 P — fast sicher.

t—o0

Bewezs:
1 o1 - ~
lim _Xt = lim _Xt; Xt = Xt — XO
t—oo T t—oo ¢

= 11_r)%tX1/t =0 fast sicher nach Satz 13.7. ]

— “Starkes Gesetz der groflen Zahlen fiir die Brownsche Bewegung*

Proposition 13.9. Sei (X;);>0 eine d-dimensionale Brownsche Bewegung auf
(2, A, P). Dann sind auch die folgenden Prozesse d-dimensionale Brownsche Be-

wegungen:
a) (Xort)i>0 “Shift“; s > 0 fest,

b) (X511 — Xs)i>0 sogar standardisierte Brownsche Bewegung; s > 0,

¢) (Xi+ )0 “Translation®; z € RY,

d) (—=X¢)i0
allgemeiner: (F(X;))eso fiir jedes F : R* — IRY, orthonormale Transformati-
on,

e) (¢ Xt )ixo “Skalierung“ fir alle ¢ > 0,

f) Yi=1-X1/)0 mit Yo =0 “Inversion®;

sogar standardisierte Brownsche Bewegung.

Ist dabei (Xy);>o eine standardisierte Brownsche Bewegung, so ist in d) und e)
der transformierte Prozefl wieder eine solche.
Der transformierte Prozef$ in c) ist eine “in x startende Brownsche Bewegung*.

Beweis:
a)-c) Klar, denn transformierte Prozesse haben dieselben Stetigkeitseigenschaften

wie (X¢)¢>o und dieselben Zuwichse.

d),e) Stetigkeit klar,
Unabhéngigkeit der Zuwichse auch, zur Verteilung der Zuwichse,
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d P(F(X;)—F(X,)€eB) = PX;—-X,eF(B))
= v (F7\(B))

|z[” ,
exp | ——— ) dz, wobeiu:=t—s
F—I(B) 2U/

(MW

= (2mu)”

1
e) P(C-XC%—C-XC%EB) = P(X%—X%EE-B)

f) siehe Kapitel Gauf-Prozesse. ]

Folgerung 13.10. Aus dem Wiener-Maf8 P° auf Cy erhdlt man alle Wiener-
Mape P* auf C, n W-Maf auf IR®.
Némlich:

1. Fir z € R* ist wegen c) der Prozefy (Il; + x)s>0 auf (Co, B(Co), P°) eine in z
startende Brownsche Bewegung.

= P* =, (P°) mit
0 C—>C, v—>v+u.

2. Fiir jedes W-Maf u st
P :/Pz,u(da:).

Proposition 13.11. Sei X; = (X},..., X%) ein R%-wertiger Prozefi auf einem
W-Raum (2, A, P). Dann sind dquivalent:

(a) (Xi)i>0 ist d-dimensionale Brownsche Bewegung.

(b) Die Prozesse (X{)i>0, © = 1,...,d, sind voneinander unabhingig, und jeder
fir sich ist eine eindimensionale Brownsche Bewegunyg.

Bemerkungen:
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1. Stets gilt: (X¢)r>0 d-dimensionale Brownsche Bewegung = (X})i>o ist eine
eindimensionale Brownsche Bewegung.

Fiir die Umkehrung ist die Unabhiingigkeit entscheidend! Z.B. ist (X}, X})
keine zweidimensionale Brownsche Bewegung.

2. Unabhingigkeit der Prozesse (X});>o fiir ¢ = 1,...,d heifit: die ZV X" : Q —
]R]R+, 1 =1,...,d sind unabhingig.
M.a.W.: Die d o-Algebren o(X} :t € Ry), 1 = 1,...,d, sind unabhiingig.
Hieraus folgt fiir jedes t € IR, :

died ZV X} : Q - R i=1,...,d sind unabhingig.

Die Umkehrung gilt nicht!
Z.B.: (X;) sei die eindimensionale Brownsche Bewegung. Fiir jedes ¢t € IR,
sind dann die ZV X; und X;;; — X; unabhiingig, aber Prozesse (X;);>o und
(Xt41 — Xi)i>0 sind abhéingig, denn

0(Xi1 — X3 :t>0) Co(Xy:t>0).

Beweis:
(a) = (b): Sei C! = C(R,,R) und C¢ = C(R,,R%) = (C!)%
Die Prozesse (X})i>o fiir i = 1,...,d sind genau dann unabhiingig, wenn gilt:
d
P(X'e A, . XteA) =][P(X" €A
i=1

fir alle A" € B(C') i=1,...,d.
Es geniigt, diese Identitét fiir alle A° auf einem stabilen Durchschnitts-Erzeuger
von B(C!) zu verifizieren, etwa fiir

B={II;(B)cC':J=(t,...,t,) C Ry, B € B(R")}

(hier ist IT; : C! — IR™ die Projektion auf die Koordinaten (t1,...,%,)).
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Nun gilt fiir A' = I1;'(B?) mit B € B(IR"):

P(X'eAyi=1,...,d) = P(X],....,X])€eB,i=1,...,d)
= P((tha""th) € B)

mit B = B' x ... x B* € B(R"")
= / / gtn—tn 1 xn xnfl) el gt(f)(xl)dxl .. daﬁn

mit z; € R
d
= H//gt(i)_tnl(«’ré — Tp_y) - gt(ll)( Vdat ... dz,
i=1 Bt
mit x; € Rl
d
= [[P(x"e4)
i=1

— Unabhiéngigkeit.

Die Unabhéngigkeit der Zuwéchse iibertriigt sich von (X;)i>o auf (X})iso.
Ferner gilt:

Fiir alle A* € B(C'),i=1,...,d:

d
[[P(X]-Xied) = P(Xj-X.cA,i=1,...4d)

=1

d
= P(X, - XeILm Q(HA?
; =1
= =i,
=1

= P(Xi—Xie A) = (A))  fiir jedes i,
= (X} )t>0 ist eindimensionale Brownsche Bewegung.
b) = (a): Ubungen, Serie 6, Aufgabe 1.
[]

Korollar 13.12. Sei P\ das Wiener-Maf8 auf
¢\ = {v e C(Ry,IRY) : v(0) = 0}

und PO das Wiener-Maf auf CS".
Dann gilt auf C¢ =C} x ... x C}:

P9 —pl g  opPh,
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Proposition 13.13. Sei (X,)i>0 eine standardisierte Brownsche Bewegung. Dann
gilt:
(a) E(X;) =0 fir allet > 0.

d
(b) E(< X5, Xy >) =d(sAt) fiir alle s,t >0 mit < X, Xy >= > X!+ X},
=1

Insbesondere gilt E(\Xt|2) =d-t fiir alle t > 0.

(c) E(|X; — X,[**) =c|t — s|* fiir s,t > 0 mit ¢ = ¢(a,d).

Beweis:
(a) B(X) = Jgeav” =0 € R’

(b)
d
E(< X, X,>) = Y E(X!-X})
=1
TN B XD+ B(XIX] - X))
i=1 i=1 :"0
= d-B((X,)?)
= d-s,
(c) Lemma. ]

89



Kapitel 14

Pfadeigenschaften der
Brownschen Bewegung

Satz 14.1. Sei (X;);>0 eine d-dimensionale Brownsche Bewegung. Dann sind fast
alle Pfade Holder-stetig fiir jeden Ezxponenten v < % und nirgends Holder-stetig
fiir jedes v > %

D.h. es existiert Q* € A mit P(Q*) =1, und fir alle w € Q* und t € R, gilt

[ Xi(w) = Xs(w)|

(1) lim sup < oo fiir alley < 3,
s—t ‘t - 3|,y
X,(w) — X,

(2) lim sup Xi(w) ()] =oco fir alle y > 1.
s—t ‘t - 3|7

Teil (1): Kolmogorov-Chentsov,
Teil (2): Dvoretzky, Erdos, Kakutani.

Beweis:
(1)a) Jede Brownsche Bewegung (X});> erfiillt die Bedingung () aus Kolmogorov-
Chentsov mit o = 2n und S = n — 1 fiir beliebige n € IN.
= Fiir alle n € IN existiert eine stetige Modifikation (X[*); von (X;), die
Holder-stetig ist mit Exponenten v = 3 — 1 = 21,
Da (X;); bereits stetig ist, folgt die Ununterscheidbarkeit von (X;) und (X7*),
d.h. es existiert ein Q, € A mit P(€2,) = 1 und X;(w) = X} (w) fiir alle
w € Q, und alle t € IR,.. Damit ist (X}); fiir w € €2, Holder-stetig.
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b) Sei Qoo = [ U = P(Q) = 1.
nelN
Fiir alle w € Qg ist t — X;(w) Holder-stetig fiir alle Exponenten v, =

i_ %, n € IN, also fiir alle v < %, da Holder-Stetigkeit mit ~ impliziert:

2
Holder-Stetigkeit fiir alle ' < 7.

(2)e Analog geniigt es zu zeigen:
Fiir alle n € IN gibt es ein €2, mit Maf} 1, so daf ¢ — X;(w) nirgendwo Hélder-
stetig fiir v = 3 + =+, und zwar fiir alle w € €.

Denn dann ist 2L := () ;¢ — Xi(w) nirgendwo Holder-stetig fiir alle
n>1

v > 1
Mit Q* = Q. N QL folgt die Behauptung.

o Also sei y > 3 fix!
0.B.d.A. d =1 (denn (X;) Holder = (X}) Holder),
oBdA. tel=[01]
(denn (X¢)sep0,00 irgendwo Holder = (X;1, — Xp)sep0,1) irgendwo Hélder fiir
mindestens ein n).

e Fiir j,k € IN sei

Mi=J [) {weQ: [ Xpmw) - Xi(w)| <j-h7}

te[0,1 ne(o,1]

Problem: Diese Menge muf} nicht notwendig mefibar sein.
Ziel: Konstruiere Ny € A mit P(N) = 0 und mit

UMjk C N.
3,k

= Fiir alle w € Q\ N : ¢t — X;(w) ist nirgendwo auf [0,1] (rechtsseitig)
Holder-stetig mit Exponent 7.

e j. k seien fest.
SeiN>%%,n2k(N+1) und w € My,
2

= es existiert ¢ € [0, 1], so daB fiir alle h € [0, +|:
Xisn(w) = Xolw) <A,
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Sei i€ N mit =L <t < L.
= Firalley=0,1,...,N

Analog:
3\” 2\"
Xono) - X < 5+ (2) 44 (2)
- (v+1)" v\7
[Xip (W) = Xiwar ()] < 7 + (—)
N+1\"
< 2]( + ) firallev=1,...,N
n

N
n N 1 v
weAg);:ﬂ{|Xi+_u(w)—Xi+.,_1(w)|<2j <T+) }

v=1
~ 4
-~

cA

D.h.

= My, c U A e A.
i=1
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Wegen der Unabhéngigkeit der Zuwéchse (Xitv — Xisv—1) i =1,...,n ist

N
n N+ 1 Y
P(Arf )) —= H {‘Xz—{—u Xl+u 1‘ < 2] (T) })

N, () e
= H(Q’]T—)_E/ e 2/nd$
v=1 n _2j(T+1)PY

= p(OA§">) < XH:P(AE"))

=1

-~ p ﬂ UA(” < Cy-jV- n/A=NO=%) _y 0,
n>k(N+1) =1
fir n’ — oo, dan’ > k(N +1).

N:= ) UA("EA = P(N)=0.

n=k(N+1)

AuBerdem: Mj, c |J A™ fiir alle 7.
i=1

M

ik C U UA(R)_ ik

n>k(N+1) i=1

Uve = PW) =0 O
j UMjkCN.

Korollar 14.2. Sei (X;) d-dimensionale Brownsche Bewegung. Dann existiert
Qe A, P(Q*) =1, so daf fiir alle w € Q*

a) t — Xy(w) ist nirgends differenzierbar auf [0, 0o|.

(Paley, Wiener, Zygmund)

b) t— Xi(w) ist von unbeschrinkter Variation auf jedem Intervall [Ty, 1.
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¢) t — X}(w) ist auf keinem Intervall [Ty, Ti[ monoton, i =1,...,d.

d) Die Menge der lokalen Mazima von t — X}(w) ist abzihlbar und dicht in
[0, 00[; jedes lokale Mazimum ist strikt.

Beweis:
a)=-c): Monotonie auf |Tp, 7],
= beschrinkte Variation dort,
= Differenzierbarkeit fiir \'-fast alle ¢ in |Tj, T},
= Differenzierbarkeit in mindestens einem Punkt,
= Holder-Stetigkeit mit Exponent 1 fiir ein ¢ €T, T1].

d)e stetig und monoton auf keinem Intervall, dann liegen lokale Maxima dicht,
e stetig, dann sind die strikten lokalen Maxima abz&ihlbar,

e alle lokalen Maxima sind strikt.

— Revuz/Yor; Karatzas/Shreve ]

Satz 14.3 (Khintchine).
Sei (X1)i>0 eindimensionale standardisierte Brownsche Bewegung
1. “Satz vom iterierten Logarithmus fir t — oo “

Xy

li — =1 t sich 14.1

lftgi})lp TTTogTont fast sicher (14.1)
X

lim inf ! —1  fast sicher (14.2)

twoo /2t loglogt -

2. “Satz vom iterierten Logarithmus fiir t — 0¢

X
limsup —————— =1 fast sicher (14.3)
t-0 1/2tlog|logt|
o Xi :
liminf ————= -1 fast sicher (14.4)

=0 /2tlog |logt|

Beweisidee:
(i) (14.1) & (14.2) (14.3) & (14.4)
(denn (—X;)¢>o ist standardisierte Brownsche Bewegung).
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(i) (14.1) & (14.3),
denn: (- X;¢)s>0 ist standardisierte Brownsche Bewegung

(141) = 41 = limsup Xy fast sicher
twoo  /2tloglogt
= limsup X
=0 /21 1og|log 1|
= limsup Xe = (14.3).

t—0  1/2tlog|logt]|

(14.1) beweist man wie den Satz vom iterierten Logarithmus fiir Summen von
unabhingig identisch verteilten ZV von Hartman-Winter. ]

Korollar 14.4. An jeder Stelle sind fast alle Pfade einer d-dimensionalen Brown-
schen Bewegung nicht Holder-stetig fiir Exponenten v = %, d.h. fiir alle t € [0, 00|
existiert Q; € A, P(Q) =1, so dafs

X - X
lim sup [Xi(w) - ()l = 00 fir alle w € €.
s—t (t — 8)5

Beweis: 0.B.d.A. d =1 und ¢ fix. Dann ist (X4, — X})s>0 eine standardisierte
eindimensionale Brownsche Bewegung,

X - X ) X - X
lim sup | +t(w3/_ Hw) = limsup | Z(Lr) 1 ()] -1/2log | log s|
S S S N——
N0 =0/ so§| 0gs|J —~=
1
= 1-00=o00. ]
Bemerkungen:

1. Fast alle Pfade einer d-dimensionalen Brownschen Bewegung sind irgendwo
Holder-stetig mit Exponent y = 1.

2. Anschaulich besagt der Satz vom iterierten Logarithmus fiir ¢ — 0: Fiir fast
alle w € €2 und alle € > 0:
1. Es existiert T'= T'(¢,w) > 0, so daf fiir alle ¢ € [0, T):

—(1+€)f(t) < Xe(w) < (1 +€)f(1),

wobei f(t) = 1/2tlog|logt|.
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2. Es existieren s, = s,(€,w), t, = ty(6,w), €, — 0, t, — 0,

(1—e€)f(ta)
_(1 - E)f(sn)

X, (w)

>
X, (w) <

4 (1+&)f ()
f(t)=-/ 2tlog |log t|

(1- e)f(b) Xiot f(t-t o)
| Awa) |
‘ \/ v U

Ul .

Beachte: t2 < t21/log |logt| < t2 ¢ fiir ¢ — 0, aber man darf gerne an ¢2 denken
bei f(t).

Satz 14.5. Sei (X;);>o standardisierte Brownsche Bewegung und sei Z(w) = {t €
[0,00[: X¢(w) = 0} die Nullstellenmenge der Funktion t — X;(w). Dann gelten
fur fast alle w € €):

(i) Z(w) hat Lebesguemaf 0.

(i) Z(w) ist abgeschlossen.

(#i) Z(w) ist unbeschrinkt und enthdlt t = 0 als Haufungspunkt.

(iv) Alle Punkte von Z(w) sind Hiufungspunkte, d.h. fir allet € Z(w) : Z(w) \ {t} =
Z(w).

(v) [Z(w)]* = U In.(w) mit Intervallen I,,(w), die offen und disjunkt sind.
n>1
(“Menge ist perfekt®)

Beweis: (vi) und (v) ohne Beweis (Starke Markov-Eigenschaft).
Sei 0.B.d.A. (X;)¢>o die kanonische Realisierung, d.h. Q@ = Cy(IR4,IR) und X; =

IT; =Projektion.
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(i) Dann ist die Abbildung

X: R, xQ—>R
(t,w) = Xy(w) = w(t)

stetig und damit insbesondere mefibar, d.h.
B(R;) ® A\ B(IR)-mefibar.
Daher gilt fiir die mefibare Menge

Z ={(t,w) : Xy(w) = 0},

wegen Fubini:
N eP)(2) = /]R+ P(Z)A'(dt) wobei Z, = {w : (t,w) € Z}
[ Nz@r@) = (ier)2),
Nun ist [, P(X, = 0)dt =0,

da P(X; =0) =0 fiir alle ¢

= AM(Z(w)) =0 fiir P-fast alle w.
(ii) t — Xi(w) ist stetig, und Z(w) ist Urbild von {0}.

(iii) folgt aus dem Satz vom iteriertem Logarithmus fiir ¢ = 0 bzw. ¢t — oo.

Bemerkung: Fiir d > 2 gilt Z(w) = {0} fast sicher.
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Kapitel 15

Das Invarianzprinzip

a) Die Ausgangssituation

(Q, A, P) beliebiger W-Raum,
(&);cN Folge unabhingig identisch verteilter ZV (reellwertiger) auf (€2, A, P) mit
Erwartungswert 0 und Varianz o2 > 0.

k
Sk = Z & Partialsummen,

1=1

(Sk) N Irrfahrt (random walk).

X S2
(D)
s 7 \/ T s
Ss

Lineare Interpolation
Sy =S+ (= [t]) -

= (S})i>0 ist ein stochastischer Prozef (definiert auf (€2, A, P)) mit (sicher) ste-
tigen Pfaden.

Durch Skalierung von Raum und Zeit erhélt man eine Folge von Prozessen (Xt(n))tZO
mit




(auf (2, A, P)) mit stetigen Pfaden und Werten in IR.

Fiir gegebenes n € IN verhilt sich der Prozef§ (Xt(n))tzo annihernd wie eine ein-
dimensionale standardisierte Brownsche Bewegung:

Fiir s = %, t= % ist der Zuwachs
xM—xm = L (Ers1 + -+ &hrt)
t s O'\/ﬁ

unabhéngig von X{™ mit r < s (und insbesondere von deren Zuwéchsen) und
hat den Erwartungswert 0 sowie die Varianz ¢ — s.

Fiir gegebenes n € IN sei P = Py, die Verteilung von X™ auf C; = {v €
C(R4,R):v(0) =0}, d.h.

P™(A) = P{w € QXM (w) € A}
fiir alle A € B(Cy).
b) Der Satz

Satz 15.1 (Invarianzprinzip von Donsker).
Die Folge P™ konvergiert schwach fiir n — oo gegen das Wiener-Mafi Py auf Co.
D.h.: Fiir alle f € Cp(Cy,IR):

lim [ f(v)P™dv= [ f(v)Py(dv).
Co

n—oo CO

ZB.: f=1I; : v v(t),

f =max; : v — maxv(s).
s<t

Satz 15.2. Sei (i), eine Folge von W-Maflen auf Cy. Dann sind dquivalent:
(i) () ist schwach konvergent auf Cy.

(#) {pn} ist bzgl. der schwachen Topologie relativ kompakt auf Cy, und fiir jedes
endliche J = {ty,. .., tx}gilt: (T1;(pn))n ist schwach konvergent auf R* = R”.

Beweis:

99



(i)=

(i) =

(ii): Fiir alle f € C(IRF):

lim R f@y, s zi) Uy, ) () (d2y - - dy)

n—oo

= lim f(Hgy, ot (V) tn(dv)
—_—

n—0o0 CO

foll e C(,(Co)

F(Wty,.. ) (0)) ()

/ flo, o o)y ey () (do, . o, doy,)

(1): {pn} ist schwach relativ-kompakt.
= Fiir jede Teilfolge {p] }, von {u,}, existiert eine weitere Teilfolge {p!},,
die schwach konvergiert gegen ein W-Maf} " auf C,.

Annahme: es existiert eine Teilfolge {u*}, von {u,}, die schwach gegen ein
W-Maf} p* konvergiert.
= Fiir alle endlichen J:

;") = HUmIl;(p) = lmIT;(u,)
= limIT;(p;) = O (p").

= u" = p*. D.h. der schwache Limes ist eindeutig.
Sei p = pu* = pu".
Zu zeigen ist noch:

(ttn)n (und nicht nur (u)), ) konvergiert gegen p.

Annahme: die Folge konvergiert nicht!
Sei f € Cy(Cp) mit

lim [ f(v)u,(dv)  existiert nicht oder

ist # / f(0)uldv).

= Eine Teilfolge (11,), existiert mit

lim [ f(v)u,(dv) existiert und ist # /f(v),u(dv).

n—oQ
= Es existiert keine Teilfolge (p),, von (ul,), mit
lim / f(v)pl (dv) / fv
Widerspruch zum Beginn des Beweises. ]
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Folgerung 15.3. Aus dem Invarianz-Prinzip folgt der Zentrale Grenzwertsatz.

Denn: Invarianz-Prinzip = P o) = I, (P™) — ().
t
Insbesondere fiir ¢ = 1:
P( ) — 1.

1
T=on

Wichtige Bemerkung: Aus der schwachen Konvergenz der (IT;(u,)), N fiir
alle endlichen J folgt im allgemeinen nicht die schwache Konvergenz der (p)y.

Beispiel 15.4.
XM =nt Lo ((6) + (1 —nt) T 1((0)
unabhéngig von w (nicht-stochastisch!),
PM(A) = P(X™M € A) = T,(X™)
fiir A € Cy. Fiir B C IR ist

P™(B) = P(X™ € B) = T5(X™) = 15(0) = 6o(B), n — oco.

Also: P™ 6  (mit0elR).

Aber: P™ £ 5, (mit 0 € Cp).

Denn: f(v) = sup v(t) definiert eine stetige Funktion auf Cy:
0<t<1

1
EM(f) = 5 70,
c) Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen

Proposition 15.5. Seien (&), (S,), (X)) wie eben, P(™.
Dann gilt fiir alle J C [0, 00[

I1;(P™) — 1, (Py)
mit Py= Wiener-Mafs.

Beweis: Betrachte zunichst den Fall J = {t}.

Zu zeigen: Pt(n) — fiir n — oo.
Das ist im wesentlichen die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes. Namlich:
1 1
1. |Xt(") - mS[ntH < m\fwﬂ]\ — 0 P-stochastisch, fiir n — oo,
wegen der Chebyschev-Ungleichung
, [

e — t fiir t fix, n - o0 = P( ) — 14, wegen des ZGS.

oy Stn
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1. und 2. = P(X(")) — v fiir n — oo.
t

Nichster Fall: J = {s,t} mit s < ¢.

Zu zeigen: (X XM\ (P) —s (11, IL)(P).

Aus der Chebyschev-Ungleichung folgt fiir alle € > 0:

1
P (X, X)) = —=(Stenys Spm))| > €] =0, 71— 0.
<(s7t)o_\/7—l([]:[t]) € , N o0
1
Bleibt zu zeigen: m(S[sn]a Spn)) (P) = (1L, 1) (Fo). (%)
Betrachte die Abbildung
®: R>— R’ stetig, mit stetiger Umkehrung.

(s,t) = (s,t —s)
Also ist (x) dquivalent zu

1
ov/n

[sn] -
- (s 5e) 18 (4
(T, 1T, — T1,)(P) = TL,(Py) @ TT, ,(Py) = s ® 1y,

(Stsn]s Steny — Spsn)) (P) — (I, T, — T1,) (Py)

v

5&) (P)

K3

Fiir jeden der beiden Faktoren gilt wie im ersten Fall schwache Konvergenz.
Daher konvergiert auch das Produkt.
Allgemeines J: analog. ]

d) Relativ-Kompaktheit

Satz 15.6 (Prohorov).

FEine Menge {; } 1 von W-Mafen auf einem polnischen Raum E ist relativ-kompakt
(beziiglich der schwachen Topologie) genau dann, wenn sie straff ist, d.h. fir alle
€ > 0 existiert K C E, K kompakt, so daf8 fir allei € I p;(K)>1— € ist.

Satz 15.7 (Arzela-Ascoli).
Fine Menge A C Cy = Co(IR4, R) ist relativ-kompakt genau dann, wenn fir alle
T >0 gilt:

lim sup my(w,d) =0,

s=0 e

wobei mr(w,0) = max = |w(s)—w(t)].
0< s8,t<T
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Ohne Beweis: z.B. Karatzas/Shreve, pp. 62/63) []

Satz 15.8. Eine Folge {p,}n von W-Maflen auf Cy ist genau dann straff, wenn

lim sup pp(w : mp(w,d) >€) =0 (15.1)

s—0 n21

fiir alle T > 0 und alle e > 0.

Beweis: nur von “<=*
Sei T' > 0,17 > 0, wihle fiir alle £ € IN ein 6 > 0 mit

1
sup pin(w : mp(w, o) > —) <n- 9—(T+k+1)
n>1 Lk
Definiere
1
Ar = {w € Co:mr(w,dy) < z fiir alle k € IN}
und A = AT-
T>1
TEN

Ar und damit auch A ist abgeschlossen

A 2 1= Y TR 1T
k>0
=  pn(A) >1—mn, und zwar fiir alle n

= (Arzela-Ascoli) A ist kompakt
= Straffheit ]

e) Nachweis der Straffheit mittels des Kriteriums (15.1)

Details: siehe Karatzas/Shreve, pp. 60-70

Lemma 15.9 (Maximal-Ungleichung).
Fiir allen € IN und alle A > 0

1 1
P | > < 2P| —— >A—42).
(I?sanx a\/ﬁw = /\) = (a\/ﬁ‘s"| = f)

Beweis: Sei \ > 2.

1 1
Q; = {max ——|Si| < A < ——|S;
U2y o 1%l <A < G 1)
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N p((TSanxalei\zA)
SP(O_l—\/ﬁ|Sn|2)\—\/§>+§P(Qm{%|5n|<)\—\/§}). (15.2)

Aber |S;| > A\y/no und |S,| < (A — V/2)y/no implizieren |S, — S;| > v/2y/no.
Wegen der Unabhéngigkeit der (&;) folgt mit Chebyschev:

n—1

Z:p(sz,-m {%w <A- \/i})

1
< Z P(Q;)- P (mw’n -S| > \/5) wegen der Unabhéangigkeit

P(2;) wegen Chebyschev

Zusammen mit (15.2) ergibt sich die Behauptung. ]

Lemma 15.10. Fiir e > 0 und hinreichend grofie \,n gilt

1 €
P (T?S%Xmmkﬂ — Skl > /\) <3

Lemma 15.11. Fir alle T > 0, €¢,n €|0, 1] ezistiert ein § €)0, 1], so daf fir alle
n>1
P(

0
0

up X -X|>e <n.

INA TS

INIAN th

s<é
t T

Sk+1 = Sk

s t

Aus dem Lemma 15.11 folgt Straffheit!

f) Anwendung des Invarianzprinzips
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1. Seien (&), v unabhéngig mit

(“Miinzwurf*) Sn = Zfi,

=1

M, = max S;

44 . . «
1<i<n Maximalgewinn®.

Aus dem Reflektionsprinzip von D. André folgt:

JLI{:OP (%Mn > a> = lim P(M, > [a/n])
= lim (2P(S, = [av/n]) + P(Sn = [av/n]))

= 2lim P(S, > ay/n)+0
n—oQ

w2
= e 2dx fiir alle o > 0.

V27 Ja

2. Aus dem Invarianzprinzip folgt:

Fiir die standardisierte Brownsche Bewegung gilt mit X;" = sup X;:
0<s<t

==l ep( 2t)d°""

Denn: 0.B.d.A. ¢t = 1 (Skalierungseigenschaft der Brownschen Bewegung).

P(X;>a

.. h(v) = sup v(s Te. 7o .
Fiir (v) 0921 (5) gilt: h ist stetig auf C
= h(P™) — h(P).

P Sm—)P() aquo

Korollar 15.12 (Maximum-Verteilung).
(i) Seien (&),c.N unabhdngig identisch verteilt mit Erwartungswert = 0 und var =
1, sowie

S, = zn:fz- M, = max S;
i=1

1<i<n

1 1
= limP (—Mn > oz) =2lim P (—Sn > a)
Vvn vn
=92. — 77d
\/27r/ a:
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(it) Sei (Xi)i>o0 standardisierte eindimensionale Brownsche Bewegung

X; = max X;
0<s<t

1 X g2
= PX'>a)=2P(X;>a)=2 / e 2dzx.
(t— ) (t— ) \/2—77'ta

Beweis:
e (i) fiir symmetrische Irrfahrten
— folgt aus dem Spiegelungsprinzip.

M ¢(w)

e Mit dem Invarianzprinzip folgt daraus (ii).

e Mit dem Invarianzprinzip folgt aus (ii) auch (i) fiir beliebige Irrfahrten. [
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Teil V

Anhang
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Kapitel 16

Mafle auf topologischen Riumen

a) Topologische Riume

Sei S ein topologischer Raum.
e Borelsche o-Algebra

B(S)=0({A C S : A offen })
e universell-mefibare o-Algebra

BY(5) = B"(S)

mit [ iiber alle W-Mafle p auf (S, B(S)) und B¥#(S) = p-Vervollstindigung
I
von B(S)

e Baire‘sche o-Algebra
By(S)=0c({f:S — IR stetig })
Es gilt
B, c BC B*
und By = B, falls S metrisierbar

[Denn VU offen € S: 3f : S — IR stetig mit U = {f > 0}.
z.B. f(z) =d(z,S\U)]

Proposition 16.1. Sei S Teilmenge eines topologischen Raumes S'.
Dann gilt:

A e B(S) (bzw. € B*“(S)) &
JA" € B(S') ( bzw. € B*(S")) mit A=A'NS.
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[ m.a.W. B(S) ist Spur von B(S’) auf S, analog B*(S) |
Beweis: Zunichst gilt offenbar

B(S) = o({SNU":U" offen C S'})
C o({SNA: A Borel CS'})
= {SNnA:A Borel CS'}=SnB(9).
Umgekehrt sei A'={A' C S": SN A" € B(S)}. Dann gilt:
A’ ist o-Algebra auf S’ und erhilt die offenen Mengen von S'.

Folglich
SNB(S) cSnA =B(9).

Wiederholung

Definition: Der topologische Raum S
e ist separabel < 3 abzihlbar Sp C S: Sy, = S.

e besitzt abzdhlbare Basis < 4 abzidhlbare 7y C 7 =Topologie, 7y erzeugt 7.

e ist (vollstindig) metrisierbar < 3 (vollstindige) Metrik d auf S: d erzeugt
Topologie T von S.

Es gilt: @ Sei S metrisierbar. Dann: separabel < abzéihlbare Basis.
e Sei S kompakt. Dann (Urysohn!):

(vollstéindig) metrisierbar < abz#ihlbare Basis.

Proposition 16.2. Ein topologischer Raum S ist genau dann metrisierbar und
separabel, wenn er homdomorph ist zu einer Teilmenge S eines kompakten me-

trischen Raumes S (0.B.d.A. § =[0,1I).

Beweis:
“=“: Sei {sp}n dicht C S und d Metrik auf S, 0.B.d.A. d < 1 (ansonsten ersetze

d durch ﬁ‘ll).

o Def. $ =[0,1]N (z.B. mit d(y, 2) == 3 27|y, — 24| ) und

nelN

®: S — S durch
& (d(7, 50)),,cIN
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=  ist stetig:

d(@(z), ®(z')) = Y 27"d(z,sn) — d(a, sn)|
< Z?’"d(m,x') =d(z,z')

e Umgekehrt gilt: zx 4 z in S
= Je > 0 : d(xg, x) > € fiir unendlich viele &
= dn : d(zy, sp,) > § fiir unendlich viele k (Vn mit d(s,,z) < §)

= O(xy) 4 P(x).
Also ® Homgomorphismus zwischen S und ®(S) c [0, 1]IV.

“ &< “ S metrisierbar [durch d(z,y) = d(®(z), ®(y))].
Ferner: Topologie von S hat abzéhlbare Basis [namlich ®~'(UNS) mit U € abzihl-
bare Basis von S]. ]

Definition 16.3.

e S heifit polnischer Raum, falls er separabel und vollstindig metrisierbar ist.
D.h. 3 vollstindige Metrik d auf S: d erzeugt Topologie und Topologie besitzt
abzdhlbare Basis (< 3 abzdhlbar, dichte Menge in S).

e Der topologischer Raum S heifit topologischer Lusin-Raum (bzw. topolo-
gischer Radon-Raum), falls S homdomorph zu Borel-mefbarer (bzw. uni-
versell mefbarer) Teilmenge S eines kompakten metrischen Raumes S.

[d.h. 35,35,3® : S — S stetig, ®~': S — S stetig |

Proposition 16.4. Ein topologischer Raum S ist genau dann polnisch, wenn er
homdomorph ist zu Gs-Menge S eines kompakten metrischen Raumes S.

Beweis: Details siehe Bourbaki, Querenburg. M

Beweisidee: O.B.d.A. S = [0, 1]]N, ® wie im Beweis von Proposition 16.2.

e Konstruktion der G4‘s: Wihle Metrik d' auf [0, 1[]N.
Vm € IN sei G, Vereinigung aller offenen Kugeln B C [0, 1[]N mit:

center(B) € ®(S), diam(B) < —, diam(®'(B)) <

1 1
m m

= ®(S) C G-
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e Vy € (\Gp, : Vm : 3 offene Kugel B, 5 y mit Mittelpunkt ®(z,,), z, € S

diam(B,,) < —, diam(®"!(B,,)) <

1 1
m m

Wegen ®(z,,) — y folgt y € ®(S).

=Vk,m:31' € S: ®(z') € By N By,
1 1

d m) <d N+d(@, ) < -+ —
=d(zg, Tm) < d(xy,2') +d(2', x )_k—l—m

zBWM@zE@@DMHS%
und &7 (B)(®(2))) € B (x) = 71(8(5) 1 BL(8(z)))
mit V,, offen C [0, 1]]N
o O(z) € Viu(2)
o Vu(z) C B%(@(x))
e &7 (V,(z)) C B (®(z))
= (zy)r, Cauchy = 3 Limes z
=0(z) =limP(xy) =y
=y € (9)

B(S) = Gm. O

Korollar 16.5. Jeder polnische Raum ist ein Lusin-Raum.

Satz 16.6. S ist genau dann ein topologischer Raum der folgenden Art:

kpt metr. C lokal kpt + abz. Basis C polnisch C Lusin C Radon  C metr. sep.,

wenn er homdomorph ist zu einer wie folgt charakterisierten Teilmenge S
eines kompakten metrischen Raumes S':

S=8 c offen C G5 C Borel C univ. mefsh. C bel..

Hinweis: Es gibt eine abweichende Definition, die nicht verlangt, daf} Lusin- bzw.
Radon-R&ume metrisierbar sind.

b) Der Rieszsche Darstellungssatz

Satz 16.7 (von Riesz). Sei S kompakt, metrisierbar. Dann gilt:
zu jeder positiven Linearform I auf C(S) existiert genau ein Maf$ pn € My(S) mit

1(f) = / fdu  (Vf €C(S)).
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[Und umgekehrt!]

Beweis:

e Eindeutigkeit: Seien py, po mit I(f) = [ fdu; (Vf € C(S))

VYU C S offen :3f, € C(S) mit f, 1 Iy

r————————u

SN

=u(U) = / Iydp; = sup / frdp; = sup I(fy)

=1 = py auf {U : U offen C S}, N-stabiler Erzeuger von
=>/_,L1 = U2 an y

n

e FExistenz: Definiere

VU offen: p*(U) :=sup{I(f): f € C(X), f < 1y}
VA beliebig: u*(A) := inf{u*(U) : U D A, U offen}
= (1) p" ist duBeres Maf auf S
= (2) Die Mengen aus P sind p*-mefibar = [Bauer]

= Die Einschrinkung u von p* auf P ist ein Ma$ auf (S, ).

e Darstellungseigenschaft:
Sei f € C(S) und € > 0. 0.B.d.A. f > 0.
= 3 Zahlen 0 = yp < 1 < ... < Yy, mit |y; —y;_1| < e und 0 < f(z) < yn
(Vz € S).
3 disjunkte Borel-Mengen A; = {y; 1 < f<y;}CS (i=1,...,n)

= 3 offene Mengen U; D A; mit U; C {f < y;} und p(U; \ Ay) < &.
= (“Uberdeckung der Eins“): 3y; > 0,€ C(X), S 4 = 1, supp(¢y) C U;
i=1
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= I(f) = Zf(f'%')
S TW) < 3w nlU) < Y wi- () + )

= ) (yi— o) p(A) + e u(S) +e- v

=1

IN

< /fdu + eu(S) + eyn.

= I(f) < [ fdp.
Analog I(—f) < — [ fdu=...... ]

Korollar 16.8. Sei S kompakt, metrisierbar. Dann definiert

uH@=UH/ﬁM

einen Homdomorphismus von M1 (S) (mit schwacher Topologie) nach C*(S) (mit
schwach*-Topologie).

Bemerkung:
(1) ¢, = ¢ in C*(S) mit schwach*-Topologie
< on(f) = o(f) in IR (Vf € C(S)) also punktweise in C*(.5).

(2) Starke Topologie in C*(S) = Normtopologie:
ol = sup{le(f)] : f € C(S), |f] < 1}

Satz 16.9. S kompakt + metrisierbar => M1(S) kompakt + metrisierbar.
Beweis: der Kompaktheit:
Betrachte Homéomorphismus

B : My(S) —s RS
B(M;) = {p € R : p linear ,> 0, (1) =1} = Lo
c C*(S) c R¢®)

113



(1) @ : My — £ hombomorph (“Riesz*)
(2) L1, abgeschlossen in L<; = {¢ € R’ : ¢ linear, ||¢|| < 1}

(3) L<1 kompakt (“Banach-Alaoglu®)

Alternativ:
(2°) Ly, abgeschlossen in IR

¢ . Cc(S)
(3) L1+ C H [1I§ff, sgp f] C KR

JTEC(S) e —
kompakt

N

-~

kompakt (“Tychonov*)

= L 4 kompakt = M; kompakt
Die Metrisierbarkeit folgt aus dem néchsten Satz. ]

Satz 16.10. S polnisch (Lusin, metrisierbar separabel) => M1(S) polnisch (Lu-
sin, metrisierbar separabel).
Und zwar kann man als vollstindige Metrik auf M, (S) wihlen:

d(p,v) = inf{e > 0: u(A)
= inf{e > 0: u(4)

< v(A®) + e und v(A) < p(A°) +eVA Borel C S}
< v(A®) + e VA abgeschlossen C S}

mit A° = {z € S :d(z, A) <€}

Ohne Beweis!

Alternative Metrik (nicht vollsténdig!, falls S nicht kompakt):

d(p,v) = i?‘” : ‘ / Fadp — / fudv
—

mit {f, : n € IN} dicht in Cy(S).

Dicht in M, (S) liegt z.B.

{Zak-émk :nelN,o € [0,1],Zozk = 1}
k=1
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fiir {zy, : k£ € IN} dicht in S.
=conv{d,, : k € IN}.

c) Der Satz von Prohorov

Definition 16.11. Eine Menge W C M;(S) von W-Mafen heifit straff, falls
Ve > 0 : 3 kompakte Menge K, C S :

wE)>1—e  VYpeW.

Satz 16.12 (von Prohorov). Sei S polnischer Raum. Eine Menge W C M;(S)
15t genau dann relativ-kompakt, falls sie straff ist.

Beweis: Sei W C M;(S) straff und {u, : n € IN} C W. Betrachte die Abbildung
®:S5— |0, 1]]N, definiert wie vorher.

Dann ist ®(S) kompakt.
Vn € IN definiere Bildma8 f,, € M;(®(S)) durch fi,,(A) = p,(®7'(A)) (VA Borel

C ®(5))
= {fin : n € IN} relativ-kompakt in M;(®(5))
=V Teilfolge (n;); existiert eine Teilfolge (ng)r C (ny); und g € M1 (®(S5)) :

[y, —> fi-

Verwende nun die Straffheit:

Vm € IN : 3K, kompakt C S: p,(Ky) >1— - (Vn € NN)

= &(K,,) kompakt C ®(S) und
1

A(P(Kp,)) > limsup fin, (P(K,y,)) = limsup p,, (Kp) > 1 — —
k k m

= 12> p(@(S)) > (U @(Km)> > 1

= 1= fags) € Mi(2(5)).

Definiere nun das Bildma8 (unter ® 1) von p'

w(A) = u'(®(A4)) (V Borel A C 9)
> lim sup i, () = limsup i, (9(F) < 4(0(F) = ()

(V abgeschlossenen F' C S)

Damit: W relativ-folgenkompakt = W relativ-kompakt.
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Umgekehrt: Sei W relativ-kompakt. Wihle {s; : 7 € IN} dicht in S.
Def. G} = U B%(sj) mit B, (z) offene Kugel bzgl. einer Metrik d in S.
j=1

= p — p(GY}) ist nach unten halbstetig auf M (S)
(denn py — p = limlinf,ul(G) > u(G))

und p(G%) 11 fiir n — oo (denn G} 1S fiir n — o0).

Nach Dini:  u(G%) — 1 fiir n — oo gleichméfig in u € W (=kompakt!), d.h.
Ve >0,k € IN: 3n =n(k,e) € IN:

inf /L(Gz(k’e)) >1—¢-27"
new

= K = () G{*9 erfiillt
k=1
inf p(K)>1-—e.
pnew

Ferner ist offenbar K abgeschlossen + total beschrinkt (= prikompakt)
= K ist kompakt (denn S ist vollstindig metrisierbar).

d) Regularitit und Straffheit von W-Maflen

Definition 16.13. Ein W-Maf p auf einem topologischem Raum S heifst
(i) regulér, falls VA € B(S) gilt:

w(A) = inf{u(U): U offen D A} (Gufere Regularitit)
= sup{u(K) : K kompakt C A} (innere Regularitit)

(i1) straff (engl. tight), falls

wu(S) = sup{u(K) : K kompakt}.

Satz 16.14. Sei S kompakt metrisierbar. Dann ist jedes W-Maf$ p auf S reguldr.

Beweis: Wegen S kompakt und u(S) < oo gilt:
duflere Regularitit < innere Regularitit

denn:

p(A%) = inf{u(U) : U offen D A°}
=1= sup{u(K°) : K kompakt C A}

AuBere Regularitit folgt aus dem Riesz‘schen Darstellungssatz.
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Satz 16.15. Sei S topologischer Radon-Raum. Dann ist jedes W-Maf$ auf S
straff.

Bemerkung: Es gilt auch folgende Umkehrung. Sei S separabel metrisierbar
und jedes W-Maf auf S straff (d.h. jedes W-Ma$ ist ein “Radon-Maf“).
Dann ist S topologischer Radon-Raum.

Beweis: Sei S = S universell meBbare Teilmenge von S kompakt metrisier-
bar.

Sei p W-Maf auf (S, B(5))

= fortsetzbar zu W-Ma8 auf (S, B*(S)) (durch u(A) =0 VA € B\ B)

= fortsetzbar zu W-Maf auf (S, B*(S)) (durch u(A\ S) =0 VA € B*(S))

A

Wegen S € B*(S) : 3S, € B(S) mit Sy C S und
(S \ So) =0
Wegen (innerer) Regularitiit von p auf kompaktem metrisierbarem S:
1(S) = u(So) = sup{u(K) : K kompakt C Sy C S}. ]

Korollar 16.16. Jedes W-Maf auf einem topologischem Radon-Raum ist requldir.

Beweis: genligt zu zeigen: innere Regularitét! X
Hierzu A Borel C S universell mefibar C S, d.h. A universell me3bar C S

= 1(A) = sup{u(K) : K kompakt C A} ]

e) Lusin- und Radon-Mefiriume, regulire bedingte Verteilungen

Definition 16.17.
(i) Eine mefbare Isometrie zwischen Mefiriumen (E,E) und (F,F) ist eine Bi-
jektion b : E — F mit 2 ist € /F-mefbar und =1 ist F/E-mefbar.

(ii) Ein Mefraum (E, &) heifit Lusin-Meflraum (bzw. Radon-Mefiraum), falls
3 topologischer Lusin-Raum (bzw. topologischer Radon-Raum) S und meflbare
Isomorphie zwischen (E, &) und (S, B(S)) (bzw. (S,B*(S))).

o Lusin-Mefirdaume heiflen auch mefbare Lusin-Rdume oder Standard-Borel-
Réiume.
Radon-Mefirdume heiffen auch meflbare Radon-Rdume oder Absolut-Borel-
Réume.

Satz 16.18. Jeder Lusin- (bzw. Radon-) MefSraum ist mefibar isomorph zu einer
Borel- (bzw. universell-) mefbaren Teilmenge von [0, 1].
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Beweis(skizze): 0.B.d.A. S = [0,1[* (und B = [0, 1]).
Definition f : [0, 1[—> [0, 1[*° durch f(z) = (fi(x), f2(x),...) mit
fi(z) = 0.z 20m47 - . -, fo(z) = 0.232528 - . -, falls x = 0.x129 . .. in Bindrdarstel-
lung (mit oco-vielen 0).
v
|

X2 X3

X4 Xg Xg

X7 Xg X9 %10
und ¢ : [0,1[*— [0, 1] durch p(x) = 0.zizdzizizdzdcy .., falls x = (2!, 2%,.. )
mit z' = 0.z%z% ... in Binfrdarstellung (mit co-vielen 0).
Offenbar: e f, o mefibar

o f=¢p" ]
Gegeben (2,4, P),(S5,9); X :Q— S, A C A

Satz 16.19. Ist S Radon-/ Lusin-Mefiraum, so existiert eine
requliire bedingte Verteilung von X unter Ay, d.h. eine Abbildung K : Q x P —
[0, 1] mit

(i) Vw € Q: K(w,.) € M(S)
(i) VB € & : K(.,B) = P(X € B|Ay) P-fs.
[d.h. K(., B) ist Version der bedingten Verteilung von X unter Ap].

Diese requlire bedingte Verteilung ist eindeutig im folgenden Sinne:
zu zwei solchen K, K': P-fs.NBe€ ¥ : K(.,B) = K'(., B).

Beweis:
1. Reduktion auf S = IR:
Jp : S — IR meBbar , o : S — ©(S) bijektiv , ™" meBbar

Ersetze X durch ¢(X), B durch ¢(B).
= 0.B.d.A. S=1R.

2. Konstruktion einer Verteilungsfunktion: 30, mit P(;) = 1,3G : Q; xQ - R

mit
(i) Yw € Q; : ¢ = G(w, q) isoton
(ii) Vg € Q:w— G(w,q) Version von P(X < ¢|Ay)
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Betrachte  F :{; xR
F(w,z) =inf{G(w,q) : ¢ € Q,q >z}

= (Fiir P-f.a. w € Q)
0.B.d.A. Vw € Q; : © — F(w, z) isoton, rechtsseitig stetig
= 0.B.dAVw € Q : p(w,.) € Mi(R) : p(w,] — o0, z]) = F(w,z) (Vz € R)

3. Identifizierung als bedingte Verteilung:
Vz € IR und fiir P-fast alle w € €y :
p(w,] —o00,z]) = F(w,z) = inf P(X < q|Ap)(w) = P(X < z|Ap)(w),
q>x

q€Q

wegen monotoner Konvergenz der bedingten Verteilungen.

4. Betrachte nun

C={A€B(R): p(w,A) = P(X € AlAj)(w) fir P-fast alle w € Q;}

k
=] - 00,7] € C = Ulai, b] € C = B(R) =C.
=1
— ,LL((,U,B) ’ WEQI
5. Def. K(w,B)_{ v(B) L wea\n O

Bemerkung:
1.) Im Fall 2 = S, X =id heifit dieses K : S x & — [0, 1] reguliire bedingte

Wahrscheinlichkeit unter A,. Es gilt:

e VweS: Kw,.) € M(S)

e VBe Y : K(,B)= P(B|Ay) P-fs.
2.) Es gilt Vf > 0 meBbar:

/f K(w,dy) = E(f|Ap)(w) fiir P-fast alle w.

Korollar 16.20 (Desintegration von Maflen). Seien Si,S; Radon- (bzw.
Lusin-) Mefsraume, u € Mi(Sy x Sg) und py das Bild von u unter der Projektion

X Sy — 5’1 Dann ezistiert_eine Abbildung K : S; x Py — [0, 1] mit
(1} V€ Sy : K(z1,.) € M(S)

(2) p(dzidzs) = py(dzy) K (zq, dxs)

Beweis: Vorhergehender Satz 16.19 mit Q =5, x So, A=F 1@ Py, P=p4
Ay={Ax Sy : Ae P} und X : Q — S, Projektion. ]
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Kapitel 17

Operator-Halbgruppen

a) Stark stetige Kontraktionshalbgruppen

Im folgenden sei B ein Banachraum (mit Norm ||.||), z.B. B = LP(FE, B) oder
Co(E).

Definition 17.1. Eine Familie (T});>o von linearen Operatoren auf B mit D(T;) =
B fiir alle t heifit stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf B, falls

(i) lin&Ttu = Toyu = u fiir allew € B “starke Stetigkeit (in 0)“
—
d.h. im || Tu — u|| =0,
t—0

(i1) ||Tyu|| < ||ul| (fir allet > 0,u € B) “Kontraktion“
bzw. ||T;]| <1,

(#ii) Ty o Ty = Tyys fiir alle s,t >0 “Halbgruppeneigenschaft”.

Bemerkung:
Fiir alle u € B ist t — Tyu stetig auf [0, oo
Denn [Ty cu — Tyu|| = ||T(Tyu) — Tyu|| — 0 fiir € \, 0.

(iii)
[ Tow — Ti-eul| = |[Ti—e(Teu — u)|

(ii) .
< ||Tew — ul| Dy 0 fiir € \, 0.

Definition 17.2. Fir eine stark stetige Kontraktions-Halbgruppe (T});>o ist der
infinitesimale Erzeuger (A, D(A)) definiert als linearer Operator auf B durch

1
Au= lim —(Twu —u)
(0<)t—=0 T
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. _ . . l _ . . .
firue D(A)={veB: 01<1t130 - (Tyv —v) emistiert in B}.

Proposition 17.3. Fiir alle u € D(A) und alle t > 0 ist Tyu € D(A) und

d
%Ttu = ATyu = T, Au. (%)

Beweis: Seit > 0 fest und f € D(A)

1 ) 1
=l @@ 1) = (L@ D)
= T,Af existiert, d.h.
Tif € D(A) und AT, f =T Af.

Ferner: ¢t — T} f hat rechtsseitige Ableitung T; Af.
t
Betrachte nun: ¢ — [T, Afds ist differenzierbar mit Ableitung T;Af.

0
Beide Funktionen sind stetig und besitzen dieselbe rechtsseitige Ableitung.

t
= th:/TsAfds+g
0

mit g konstant in . ]

Bemerkung:
Formales Lésen von (x) als DGL fiihrt zu T, = et

Proposition 17.4. D(A) liegt dicht in B und A ist ein abgeschlossener Operator.

Beweis:

Sei  Auf= (5] — ) und Vif = - / “Tfd.
0

S

Beides sind beschriankte Operatoren auf B, und es gilt:

1 s+h h

—(/ T;:dt—/ ﬂdt) = ApoV,=V,0A4,

sh s 0

= ASOVhZVhOAS.

= Fiir alle s > 0 und alle f € B:

lim A,V f = lim A,V f = Asf = Vif € D(A).

h—0 h—0
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Wegen f = lim V; f folgt: D(A) ist dicht in B.
S$—0
Sei nun (f,), Folge in D(A), f,g € B mit f, — fin B, Af, — g in B.
=  V,g= lim V;Af, = lim Vi(lim Ay f,)
n—00 n—00 h—0
= lim lim A,(V,.f,) = lim A, f,, = A f,
h—0 n

n—0o0
= g=limVig=1lmA;f = Af und f € D(A),
s—0 s—0
= A ist abgeschlossener Operator. ]

Proposition 17.5. Fir alle o > 0 ist die Abbildung u — (a— A)u eine Bijektion
von D(A) nach B. Die inverse Abbildung ist

Go: f r—)/ e~ T, fdt.
0

Beweis:
Sei f € D(A):

Golaf — Af) = /0 " Ty (af — Af)dt

= a/ e“tthdt—/ e’atithdt

= f, nach partieller Integration.
Umgekehrt sei f € B:
lim A = 1 A
hlil(l) hGaf hlgt(l) Ga hf
o0 T .
= lim e T, (M) dt

h—0 J, h

o d
= ot T, fdt
/0 € dt tf
= alG.f — f existiert,

= Gof € D(A) und AG,f = aGof — f, also (a — A)Gof = f.
[]

Bemerkungen:
a) Schreibt man T} = e?, so folgt “formal®

Go = / e e ()dt = / e @ Mt(\)dt = (a — A7
0 0
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b) Aus der Definition der (G4 )a>0 folgt die Resolventengleichung:

G, = Gﬁ-+(ﬁ-—(@(;a0(;5
Gp+ (B —a)GgoGy,

fiir alle 0 < «, 5.

¢) G, heifit “a-Potential-Operator”.

Bemerkungen: (P,);>o sei eine normale (sub-)markowsche Halbgruppe auf
(E, B), und es sei
B = B,
= Banach -Raum der beschrinkten B-meflbaren Funktionen
u : E — IR, versehen mit der Supremums-Norm.

Dann definiert T, f(z) = [, f(y)Pi(x,dy) eine Kontraktionshalbgruppe auf B,
(fiir alle t > 0, alle f € B und alle x € F) (i.a. ist diese aber nicht stark stetig!).

b) Feller-Halbgruppe

Sei E lokal-kompakt mit abzdhlbarer Basis und

B =Cy(F) ={f: E — IR stetig mit lim f(x) =0}

T—00

Banach-Raum mit sup-Norm.

Definition 17.6. (7});>0 heifit Feller-Halbgruppe auf E, falls es eine stark
stetige Kontraktionshalbgruppe auf Co(E) mit Tyf > 0 fir alle f > 0 ist (f €
Co(E),t > 0).

Proposition 17.7. Zu jeder Feller-Halbgruppe (T3);>0 auf E existiert genau eine
submarkowsche Halbgruppe (P;)i>0 von Kernen auf (E,B) mit

¢)  Tif(e) = / F ()P, dy)

fur alle f € Cy, alle x und alle t.

Beweis:

Fiir alle ¢ > 0 und alle z € F ist t — T} f(x) eine positive Linearform auf Co(E).
Nach Satz von Riesz (in etwas allgemeinerer Form als im WS, WT 1) existiert ein
Maf u(.) = Py(x,.) auf (E, B) mit (*) und mit P;(z, E) = sup T;f(z) < 1.

0<f<1
Ferner: z — [ f(y)Pi(z, dy) = T f(z) stetig in z, also meBbar!
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= x — Pz, A) ist mefbar fiir alle A C E, A offen (denn 14 = sup f, mit
fn € Co).

= x +— Py(x, A) ist mefibar fiir alle A € B (denn {A : z — Py(z, A) mefibar } ist
o-Algebra).

= Py(.,.) ist submarkowscher Kern;
Halbgruppen-Eigenschaft folgt aus der fiir (7})¢>o. ]

Bemerkungen:

a) Eine normale submarkowsche Halbgruppe (P;) von Kernen auf (F, B) ist eine
Feller-Halbgruppe auf FE, falls
(i) P.f € Co(F) fiir alle f € Cy(F), alle t > 0.

(ii) %in& P,f(z) = f(z) fir alle f € Co(F) und alle z € E.
—
Beachte: Die starke Stetigkeit in 0 besagt:

Pn&sup |P,f(z) — f(z)| = 0 fiir alle f € Cy.
-0 2

b) Jede submarkowsche Halbgruppe (F%;); auf (F,B), die normal ist, kann zu
einer normalen markowschen Halbgruppe (P;) auf (EU A, B(E U A)) (durch
Einfithrung eines Friedhofs A\, siehe Ubungen) ergénzt werden.

Satz 17.8. Zu jeder Feller-Halbgruppe (P;); auf E ezistiert eine Markowsche
Prozefifamilie (X, IP®) auf EU{A}, so daf fir fast alle w gilt:
t — Xy(w) ist rechisseitg stetig und besitzt linke Limiten.

Beweis: mit Martingaltheorie, siche [Revuz/Yor| Kap.III, Th.2.7..

Beispiele 17.9.
1. Gleichméfige Bewegung nach rechts:
E=R, Pf(z)=f(z+1).

Offenbar Feller!

Af(e) =i S(Pf(2) = 1)) = /'@

t—0

mit D(A) = {f € CO ﬂCl,f' € Co}
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2. Poisson-Prozefl mit Parameter A > 0

E=N,, Pf(z)= Ze)‘twf(aﬁ + k).

k!
k>0

(P,) ist Feller-Halbgruppe.

Af(e) = lim1(PI(@) - /()

t—0

= tim (e MO+ 1) + F(@) — (@)

= AMf(z+1) = f(z))
mit D(A) = Co(IN).

. Brownsche Bewegung im IR

E—R. Pfx)= / F(@)arz — v)dy

=
2t )

(P;)i>0 ist Feller-Halbgruppe (— Analysis II, III).
Es gilt sogar:

mit g,(z) = (2mt) "% exp (—

(t,x) — P,f(x) ist in C*°(]0, oo[xIR?) fiir allef € L*®(IRY, dx).
Es gilt D(A) D CZ(R%), und fiir alle f € CZ(IR) :
d
1 1 0?
Af =5Af =3 a—x%f.

Beuweis: siehe Ubung

. Brownsche Bewegung im R'  D(A) = C(R).
Sei o > 0, betrachte

Unf(z) = / e f (2)dt

J:
mit g (z) = /0 e=ot g, ()t
I




Offenbar ist U, f fiir f € Co(IR) identisch mit G, f (siehe Proposition 17.5).
Also nach Proposition 17.5: U, f € D(A) und

(a—A)U,f = f.
Andererseits gilt: U, f € C3(IR) und

d2
%@Uaf(x) =...=alUsf(z) — f(z)

1 d?
= D(A) CC}(R) und A = 57

Umgekehrt gilt: g € C2(IR)
1
= f::ag—§g"€C0

und h = g — U, f 16st %h"—ozh:()
=h=0=g=U,f = g€ DA ]

¢) Symmetrische Markow-Halbgruppen und Dirichlet-Formen

Sei (E, B) beliebiger Meiraum, m Maf auf (E, B).

Definition 17.10. Eine (sub-)markowsche Halbgruppe (P;)i>0 von Kernen auf
(E, B) heifit symmetrisch beziiglich m (kurz: m-symmetrisch), falls

Py(z, dy)m(dz) = Py(y, dz)m(dy)

fiir allet > 0,
m.a. W. falls

©) [ o-Psdm= [ tPgin
fir alle f, g > 0 mefbar und alle t > 0.

Proposition 17.11. Zu jeder m-symmetrischen sub-Markow-Halbgruppe (P;);
auf (E,B) ezistiert genau eine Kontraktionshalbgruppe (T}); auf L?(E, B,m) mit

Pou st Version von Tiu

fiir allew € L*(E, B,m) N By und t > 0.
Alle Ty sind symmetrische Operatoren auf L?(E, B, m).

Beweis: Fiir u € L2(E, B,m) N By gilt nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung
2
rawy = ([urea) < [Ewraa)
= B(u’)(z)
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Also:

||Pul* = /(Ptu)Qdm < /1 - P,(u*)dm
= /uQPt-lde/UQdm: [l |?,
d.h. [[Peuf| < |Jul].

Insbesondere folgt: v = v m-fast {iberall = P,u = P,v m-fast iiberall.
= T,u := Aquivalenzklasse von Pu € L*(E, B,m), wohldefiniert,
fiir alle w € L? N L™
= (wegen Dichtheit von L*® N L? in L?):
es existiert genau ein beschriinkter linearer Operator 7T} : L? — L? als Fort-
setzung mit ||T;|| < 1.
Aus () folgt:

[ Tigim = [ o fam (e0)
fiir alle f,g € L? und alle ¢t > 0. ]

Bemerkungen:
a) Unter schwachen Zusatzannahmen ist (7}); eine stark stetige Kontraktions-
halbgruppe auf dem Hilbert-Raum L?(E, B, m).

b) Stets gilt fiir die aus (P;) konstruierte Halbgruppe (7;) auf L? die folgende
Eigenschaft 0 < T;f < 1 m-fast iiberall, falls f € L? mit 0 < f < 1 m-fast
iiberall und ¢ > 0.

¢) Ist E ein topologischer Radon-Raum, so gilt folgende Umkehrung:
zu jeder Kontraktionshalbgruppe (7})s»o auf L2(E, B, m) mit der Eigenschaft

0<f<1 = 0<Tif<1  (Vfel’t>0)

existiert eine Familie (P;);~o von m-symmetrischen sub-Markov-Kernen der-
art, dafl
P,u ist Version von Tyu

fiir alle v € L?(E, B,m) N By und ¢ > 0.
Die Familie (P;); bildet allerdings nicht notwendigerweise eine Halbgruppe.
Sei H ein beliebiger reeller Hilbert-Raum.

Satz 17.12. Es gibt einen bijektiven Zusammenhang zwischen
o stark stetigen Kontraktionshalbgruppen (T});>0 von symmetrischen Operatoren
auf H.
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e negativen selbstadjungierten Operatoren (A, D(A)) auf H
(also: D(A) C H dicht, linear
A:D(A) — H linear
(Au,u) > 0 fiir alle u € D(A)
(A4, D(A7)) = (A, D(4))).

e abgeschlossenen symmetrischen Formen (€, D(E)) auf H
(also: D(E) C H dicht, linear
E:D(E)xD(E) — R bilinear
E(u,u) > 0 fir alle u € D(E)
E(u,v) = E(v,u) fir alle u,v € D(E)).

Und zwar erhilt man
e aus (73); den Operator

o1
A, = lltl_{r(} g(Ttu — u)
mit D(A) = {u € H:lim... existiert}
und die Form
o1
Eww) = lim (T = u,u)
mit D(€) = {u€ H :lim... existiert}.
e aus (4,D(A)) die Halbgruppe T; = e** mit D(T;) = H und die Form

E(u,v) = (V—Au,V—Av),
D(E) = DHW-A).

e aus (£,D(£)) den Operator durch
(Au,v) = —=&(u,v) fiir alle v € D(E)

und dann die Halbgruppe T}, = e“*.

Beweis: mit Spektralsatz, siehe Biicher iiber Funktionalanalysis, z.B. [Kato],
[Read/Simon)].

Beispiel 17.13. (P,); Brownsche Halbgruppe, m =Lebesgue-Ma$ auf IR¢, (T}),
Fortsetzung von (P,); auf L?(IR?, dx).
= A= Friedrichs-Fortsetzung von 1A

= E(u,v) = %/Vu(a:)-Vv(x)dm
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fir u,v € D(€) = Wh? = H,
denn fiir u,v € C2(R'):

%/Vqudx:—%/Au-vdxz—(Au,U).

Satz 17.14. Aquivalent sind
(i) Fiir die stark stetige Kontraktionshalbgruppe (Ty) gilt:

0<f<1 = 0<Tif<L

(i1) Fir die abgeschlossene symmetrische Form (£,D(E)) gilt:

Fiir alle u € D(E) st
u? = (uA1)VO0eDE)

und Ewh uf) < E(u,u)

(“Beurling-Deny-Bedingung“),
m.a. W.: (£, D(E)) ist Dirichlet-Form.
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