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Teil 1

W-Raume und Zufallsvariablen



Einleitung

Literaturhinweise

e R.Durrrett: Probability Theory and Examples, Wadsworth & Brooks/Cole
e H.Bauer: Mafitheorie, De Gruyter

e H.Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie, 4. Auflage, De Gruyter, 1991

Ziel der Wahrscheinlichkeitstheorie

e Einsichten in ,vom Zufall“ gesteuerte Abldufe (Gliicksspiel, Molekularbe-
wegung), Formulierung von GesetzméfBigkeiten.

e Die Wahrscheinlichkeitstheorie erklart nicht was der Zufall ist

Beispiel:

Roulette: 38 Felder (18 rot, 18 schwarz, 2 griin),

Einsatz: 1 DM.

Gewinn nach einem Spiel: P(S;=1 DM)= 33, P(S;=-1 DM)=%

Zu erwartender Gewinn pro Spiel: E[S;] = p = 0,0526 DM.

Sei S,, der Gewinn nach n Spielen, ‘2—" der mittlere Gewinn pro Spiel nach n Spie-
len. (E[S,] = nu. Es wird gezeigt (s.u.)):

Mit dem Starken Gesetz der Grofien Zahlen folgt hier mit 100% Wahrschein-
lichkeit:

S,
— — p fiir n — oo
n

Mit dem Zentralen Grenzwertsatz folgt z. B.:

mit 30% Wahrscheinlichkeit: S100 >0 E(S100) = —5,26
mit 99% Wahrscheinlichkeit: 510_00() Z —296 E(SIO.OOO) = —526
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Methode (A.N. Kolmogorov 1933)
Das mathematische Modell zur Beschreibung zufilliger Ereignisse ist ein Wahr-
scheinlichkeitsraum (= normierter Mafraum)



Kapitel 1

Wahrscheinlichkeitsraume

Definition 1.1. Ein W-Raum ist ein Tripel (52, A, P), wobei Q eine beliebige
nicht-leere Menge ist, A eine o—Algebra auf Q und P ein W-Maf$ auf (2, A).

2 ist die Menge der (im Modell) moglichen Fille, der moglichen Ausgénge des
Zufallsexperiments.

Beispiele 1.2.

1. Miinzwurf Q; = {Kopf,Zahl}

2. Wiirfeln 0, ={1,2,3,4,5,6}

3. n-maliges Wiirfeln Q3 ={w= (21, ,2n): x; € {1,---,6}}

4. unendlich oft wiirfeln Q ={w=(z,29,---): z; €{1,---,6}} = Q%N
5. Zufallszahl in [0, 1] Q5 =[0,1]

6. stetige stochastische Prozesse Qs =C(Ry)

(Zeit IRy, Zustandsraum RR)
(, Brownsche Molekularbewegung*)

A ist die Menge der (im Modell zugelassenen, in Betracht gezogenen, bewertba-
ren) Ereignisse.

Definition 1.3. A heifst co—Algebra auf 2, falls gilt:
ACP(),Qe A
Ac A= A*=0\Aec A

AieAVie N = |JAieA
ielN



Das Paar (2, A) wird auch MeBBraum genannt.
Die Mengen A € A heiffen mefbar

Bemerkungen:
a) o steht fiir abzéhlbare Summe.
b) Mit A; € A (i € IN) ist auch

NAa=| 4| €4

icIN icIN
ebenso
n i>n

c) Stets ist die Potenzmenge P(f2) eine o—Algebra auf Q.
d) Sind A; fiir 7 € I (=beliebige, nicht-leere Indexmenge) c—Algebren auf €2, so
auch [ A; (i.a. jedoch nicht |J A;).
iel i€l
Konstruktion von oc—Algebren: Fiir jedes Ay C P(Q) ist
o(Ap) = ﬂ A

A()C.A
o—Algebra auf

die kleinste o-Algebra auf €2, die Ay enthilt. Sie heifit auch die
,von Ay erzeugte o—Algebra“.

Beispiele 1.4.
a) In der Situation von obiger Bemerkung d):

VAi=o (UA,-)

iel iel
b) Sind (Q4,. A1) und (22, 45) Mefiriume, so definiert
A1®A2:U({A1XA22Alc.Al,AQCAQ})

eine o—Algebra auf ; x Q5 (,,Produkt-oc—Algebra“).
({A1 x Ay A; € A;,i=1,2} ist i.a. keine o—Algebral)
¢) Sei © topologischer Raum mit .4y =Menge der offenen Mengen in €.
B(Q2) = 0(Ap) heifit die Borelsche c—Algebra auf 2. Die A € B(Q)
heiflen Borel-Mengen, dazu gehoren offene Mengen, abgeschlossene Mengen,

8



F,-Mengen (=abzéhlbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen), G,-Mengen
(=abzéhlbarer Durchschnitt offener Mengen), Gy », Fy 5, -
Fiir Q = R ist jedoch B(R) # P(R).
(Denn: sei ¢ = Méchtigkeit von R = ¢ = Méchtigkeit von B(IR)
= 2° > Michtigkeit von B(R) )

Unterschied zwischen Topologie und c—Algebra:

Sei Ay C P(Q) beliebig. Sei 7(.Ap) die von A, erzeugte Topologie und o (Ap) die
von Ay erzeugte o—Algebra.

Dann gilt:

A€ Ay (iel) = | JAi € 7(A) fiir beliebige I
el
€ o(Ag), fallsI abzihlbar
Aec Ay = A° € 0'(./40)

Beispiele 1.5. e Q =R, Ay = {{z}: z € R}
= o0(Ag) ={ACR: A abzihlbar oder A° abz.} C 7(A;) = P(R)

e QO =R, Ay ={]|z,y: 7,y € Q} = o(Ay) = B(R) D 7(Ap) = 7(R)

denn: Offenbar Ay C {I/ € P(IR) : I offen } =7
= 0(Ay) Co(r) =: B(R)
Umgekehrt: VIer: A, € Ag: I = | I,
neIN
= I € o(A)

= o(1) = o(Ap). ]

Probabilistische Interpretation:
A€ A heifit Ereignis (,A tritt ein®),

z. B. ) = unmogliches Ereignis
) = sicheres Ereignis
A ={w} = Elementarereignis

Ac=Q\A A tritt nicht ein“
JA; ,mindestens eines der A; tritt ein“
NA; ,jedes der A; tritt ein“

U M A; ,alle aufler endlich vielen der A; treten ein®“ oder ,schlielich alle A; treten ein“

n i>n
N U A; ,unendlich viele der A; treten ein®

n i>n



Beispiele 1.6. (vgl. Beginn des Kapitels)
ad 1) (Miinzwurf): A = {Kopf} ,, Kopf liegt oben“
ad 2) (Wiirfeln): A =1{2,4,6} ,eine gerade Zahl liegt oben*
ad 3) (n—mal Wiirfeln): ,k-mal die 6
A={w=(x1, - ,2): z; €{1,--- 6}, {i=1,--- ,n:2;,=6} =k}
(| - | =Méchtigkeit=Anzahl der Elemente)
,gewiirfelte Augenzahl ist im Mittel < 3“:

A:{w:(xlaamn) %Eml S3}
=1

ad 4) (coxWiirfeln) ,niemals die 6“:
A={w=(r1,22,---): 2; #6Vie N}

ad 5) (Zufallszahl): ,Zahl liegt zwischen ; und 3 (ausschlieflich)“
Al |

ad 6) (stoch. Prozef) » Teilchen (Kurs,...) iiberschreitet den Wert 2¢

A={weC(Ry): w(t)> 2 fiir (mind.) ein t € R}

Sei (€,.A) ein Mefiraum (d.h. © # () beliebig, A o—Algebra auf ).

Definition 1.7. Eine Abbildung P : A — [0, oc| heifit MaB} ( auf dem MefSraum
(22,4)), falls:

(i) P@)=0
i€ =
,o-Additivitdt “

(Q, A, P) heifst dann Mafiraum.
P heifst W-Maf} oder Verteilung, falls zusdtzlich

(i) P(Q) =1

(Q, A, P) heifst dann Wahrscheinlichkeitsraum.
Fiir ein Ereignis A € A bezeichnet P(A) die ,Wahrscheinlichkeit, daff A eintritt®.
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Bemerkungen:

a)

P

d)

—~
.
~—

Fiir ein W-Maf§ P gilt: P(A°)=1—-P(A) VA€ A
(Allgemein: Falls P(€2) < oo, dann folgt
P(0) =0) und P(A°) = P(Q) — P(A)
bereits aus (ii) und (iii) )
VA, Be A:
ACB = P(A)<P(B) »,Monotonie“
(denn P(B) = P(A)+ P(B\A) )
VA, Be A: P(AUB)+ P(ANB)=P(A)+ P(B)
Mit Induktion nach n folgt:

(U Ai) = ) P(A4) — ) P(Ain A;)
i=1 1<i<n i<j
+ Z PAINA;NAL) =+ (-1)"'P ((n] Ai>
1<i<j<k<n i=1

Insbesondere folgt VA, B € A

P(AUB) < P(A) + P(B)

undVA4,€A(@=1,---,n):

< X P4)
1<i<n

> Y P(A)— Y P(Ain4y)

1<i<j<n

N
<
C=C=
=
~

S
< A
Il

>
N——
A
A
3

(i) P(iLnJAi) < Y PA)- Y PANA)+ Y P(A4NA;NA)

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

(,, Bonferroni- Ungleichungen®)

Lemma 1.8. Sei (2, A) ein Meffraum und P : A — [0, 00] eine Abbildung mit
P(®) =0 und

P(AUB) =P(A)+ P(B) ,(endliche) Additivitat“

fiir alle A,B € A mit AN B = .

Dann sind dquivalent:

(1) P ist ein Maf auf (2, A).
(ZZ) VAZ e A mit Az - Ai—|—1 (Z € W) :

P ( U Ai> = lim P(4;) Sotetigkeit von unten

i—
icIN e
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Ist P(2) < o0, so sind dazu ferner dquivalent:

(i11) VA, € Amit A; D Ajyq (1 € IN) -

Pl N Ai] = lim P(4)) LOtetigkeit von oben“
ZEW 1—00

(iv) VAie Amit A;D Ay (1€IN) und (Ai=0:

lim P(A;) =0 L0 — Stetigkeit

1— 00

Bemerkung: Die Bedingung P(f2) < oo ist i.a. nicht iiberfliissig.
Beispiel: @ = R, A = B(R), P = A = Lebesgue-Ma$ auf R.

=li,co] = [A4i=0,

aber

11— 00
Beweis des Lemmas:
(’L) = ’LZ) : Sei B1 = A1 und Bi+1 = Ai+1 \ Az (l € N)

= A=JB;, BNB=0 (i#))

i=1

P(Ja)=pr(UB) "2 Y PB) =

J
. : Ad
“ a3 (U5 ) =
]:

(it) = (i): Gegeben sind disjunkte B;. Definiere A; = 'U1 B;.
]:
Dann gilt analog

Y. P(Bj)=------ =1i>r£10P(Ai)=P(UAi):P(UB,~).
(i) <> (idi): wegen P (()A;) = P(Q) — P (U A9

i—1
(4#13) = (iv): trivial, (4v) = (i43): mit B; = A; \ [ 4;. ]
7j=1
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Korollar 1.9. VA; € A (i € IN) gilt:

o

Pl 4| <) PA) ,Subadditivitit
icIN =1
Beweis: ¢) und Stetigkeit von unten. ]

Beispiel 1.10. ,Ziege oder Auto“

Sie sind Mitspieler in einer Fernsehshow. Der Showmaster zeigt Thnen 3
verschlossene Tiiren. Hinter einer ist ein Auto, hinter den beiden anderen
eine Ziege.

Sie diirfen sich fiir eine der 3 Tiiren entscheiden und, wenn sie gedffnet wird,
gewinnen Sie, was dahinter ist.

Bevor die Tiir Ihrer Wahl allerdings ge6ffnet wird, 6ffnet der Showmaster
eine der beiden anderen Tiiren und zeigt IThnen die dahinter stehende Ziege.

Nun bietet Ihnen der Showmaster an, Ihre Entscheidung zu revidieren und
die andere der beiden ungeoffneten Tiiren zu wéahlen.

Ist es fiir Sie von Vorteil zu wechseln?

Beispiele von W-Riumen

Beispiele 1.11.

ad 1) (Miinzwurf): O = {K, Z}, A=P(Q) = {0,{K},{Z},{K, Z}}
Ideale (,faire*) Miinze: P({K}) = P({Z}) = 5, P(0) =0, P(Q) = 1.
ad 2) (Wiirfeln): Q = {1,--- ,6}, A=P(N)
Idealer Wiirfel: P({1}) = P({2}) =--- = P({6}) = 3

= P(A)=1.14

Hinweis: Es wire nicht iiberraschend, wenn gilt:

pP({1}) < P({2}) <--- < P({6}),
denn die Seite mit 6 Augen enthélt 6 Locher und ist damit leichter
als die gegeniiberliegende Seite mit einem Loch.

ad 5) (Zufallszahl):

Q=10,1, A=B(0,1]) =0 ({]a,b: 0<a<b<1}),
P = Mjo,;] = Lebesgue-Maf (auf R) eingeschréankt auf [0, 1]
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= ,Gleichverteilung auf [0, 1]“
Wichtig: Die Gleichverteilung kann nicht mit .4 = P([0, 1]) modelliert werden.
Hierzu braucht man eine echt kleinere o—Algebra.

Exotisches
Beispiel 1.12. 2 iiberabzidhlbar, A = {A C Q: A oder A°¢ abzéhlbar}

0, A abzihlbar

P(4) :{ 1, A° abziihlbar

Weiteres wichtiges

Beispiel 1.13.
Q2 # D beliebig, A beliebige o—Algebra auf ) (z. B. P(Q)), w € Q beliebig

= P =, =Dirac-Ma8 in w, ist W-Ma8 auf (2, .A) definiert durch
1, wed
PlA) = 0,(4) = La(w) = 0, sonst

Offenbar ist P(2) =1 und

P(UAZ-)I U @) =D 1aw) =Y P(4)

icIN ielN iclN icIN

Allgemeiner: wy, € Q und py € [0,1] (K € IN) mit

= P =" px -0, ist W-MaB auf (2, .A)
k=1
Beweis: P(2) =) pr =1 und
k

)3l 5 (5
- Z(Zpk o, ) ZP

Definition 1.14. Ein W-Raum (2, A, P) heifit diskret, falls Q abzihlbar ist und
A="P(Q).

14



Sei p, = P{w}) = P = > py -0y, d.h. P(A) = > p, VACQ.

we w€EA

Definition 1.15. Ein W-Raum (52, A, P) heifit Laplace-Raum, falls Q2 endlich
ist, A="P(Q) und
A
P(A) = —
9]
d.h. P(A) ist das Verhéltnis der ,,Anzahl der fiir A giinstigen Félle“ zur ,, Anzahl
der moglichen Félle®.

Berechnung von P(A) erfolgt mittels Kombinatorik.

Beispiel 1.16. ,,Ziehen mit Zuriicklegen®

n Kugeln (s schwarze, n — s weifle) in Urne,

m werden gezogen mit Zuriicklegen.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind darunter k£ schwarze?

Q={(ar, - ,am): a; € R} =QF

mit Qy = {1,...,n}, wobei man sich die Kugeln mit 1,--- ,n nummeriert denkt
und a; den i—ten Zug beschreibt, d.h.
€] =n™

A; =,beim i-ten Zug wird eine schwarze Kugel gezogen*“

S n—s

> P(4) =2, P47 =

n
A; N A; =,beim i-ten und j-ten Zug schwarz® (i # j)

= P(A4;NA;) = (%)2

A; N Af =,beim i-ten Zug schwarz, beim j-ten Zug weif}“

s n—s
= P(A;,NAS) = —. ,
( J) n n
B, ...i, =,beim i;-ten, ip-ten, ... und ¢x-ten Zug schwarz, sonst weif}“
= U 4an N A4
lE{i1,...,ik} Tn¢{i1,...,ik}
lE{il,...,ik} m¢{i1,...,ik}

- ()
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By =,genau k schwarze Kugeln werden gezogen®
= U Bil;---aik

{iyesin }C{ Lo m}

= P(By) = Y. PBi.a)

{il,...,ik}c{l,...,m}
_(m (f)k n—s\™F
- k n n

_ m k m—k : _8 m _L'_ «
- <k>p (1_p) mltp_;und <k>_k'(m—k)' _”ka’usm

Dies nennt man die Binomialverteilung

Beispiel 1.17. ,,Ziehen ohne Zuriicklegen*

n Kugeln, s schwarze,

m gezogen ohne Zuriicklegen, m < inf{s,n — s}.
Q={{a1,...,an}: a; € Q, alle a; verschieden }
=19/ = (),

Ar=,genau k schwarze Kugeln werden gezogen“,

n—s

A = () () = Pl = D ek — 0,1, om.

Dies nennt man die hypergeomnétrische Verteilung.
Fiir n — oo und s — oo mit p = 2 konstant, und m fest gilt

P(4y) — (7:)10’“(1 -p)" 7,

d.h. die hypergeometrische Verteilung konvergiert in obigem Sinne gegen die Bi-
nomialverteilung. Es ist also fiir grofle n egal, ob mit oder ohne Zuriicklegen
gezogen wird.
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Kapitel 2

Mef3bare Abbildungen, Bildmafile,
Verteilungsfunktionen

Seien (2, A) und (€', A") MeBriume.

Definition 2.1. Eine Abbildung f : Q — Q' heifit meBbar (genauer: A/ A’ -
meflbar), falls

1 (A)Ye A firale A e A
Dabei ist f1(A) ={weQ: f(w) € A'}.

Bemerkungen:
a) f:Q0 = Ay/A;-mefbar und g: Q; — Qs Ay /Ay-meBbar
= go f:Qy— Q ist Ay/Ar-mefbar

b) A=P(Q) = alle f: Q@ — Q' sind mefibar.

c) Ist A" = o(Ay) und f-1(A") € A (VA € Ap), so ist f meBbar.
(Denn: {A’: f~!(A") € A} ist o-Algebra (siehe Ubung) auf Q' und enthilt
o, also auch o(Ajp) )

d) Seien €, Q' topologische Riume, A, A" deren Borelsche o-Algebren:
f: Q — (Y stetig = f mef3bar.

e) Sei Q2 beliebig, # 0, (€', A") Mefraum, f: Q — Q'
= o(f) = {f71(A") : A" € A"} ist o-Algebra auf Q (Ubung!)
(,von f erzeugte o-Algebra“).
Es gilt:f ist o(f)/.A"-meBbar!
o(f) ist die kleinste o-Algebra A auf Q, fiir die f A/ A"-mefbar ist.

17



Satz 2.2. Sei (0, A, P) ein W-Raum, (', A") ein Mefraum und f : Q —
mefsbar. Dann definiert

P'(A) = P(fH(4) (VA e A)

ein W-Maf auf (€2, A").
Genannt wird es ,das Bild von P unter f“ oder ,die Verteilung von f unter P“.
In Zeichen: P = Po f~!' = f(P) = Pr= f.P

Beweis:
- P'(0) = P(t™1(0)) = P(0) =0,
P(Q)=PEH(Y)=P) =1

- Al e A' (i € N) disjunkt = A; := f~'(A!) € A disjunkt,
P(JAY) =P (S~ (JA)) =P (UL (4)) =P (UA)
=2 P(A) =3 P'(4). ]

Definition 2.3. Sei P ein W-Maf auf (R, B(IR)). Die Funktion F : R — [0, 1]
definiert durch
F(z) =P(]—oo,z]) (x)

heifst Verteilungsfunktion von P.

Satz 2.4.

a) Die Verteilungsfunktion F eines W-Mafes ist

1. monoton (d.h. z <y = F(z) < F(y)),
2. rechisseitig stetig (d.h. F(x) = lime~ o F(x +¢€)),
3. normiert (d.h. lim,_, o, F(z) =0, lim,_, o F(z) = 1).

b) Zu jeder solchen Funktion F : R — [0,1] gibt es ein (sogar genau ein)
W-Maf P auf (IR, B(IR)) mit ().

Beweis:

a) Einfach! Monotonie ist offensichtlich.
Rechtsstetigkeit

F(z) = P(] — 00,2]) = P(ﬂ] — 00,7 + %]) = limP(] — oo,z + %])

= limF —
im (x-i-n)

18



Normierung
lim F(n) = lim P(] —oo,n]) = P(] — oo, +o0[) =1
n—o0 n—0oQ
und lim F(n)=...=P0)=0
n—oo

b) Sei A = Ajp,1; das Lebesgue-Ma8 auf ([0, 1], 8([0,1])) und f : [0,1] — R
mit
f(t):=sup{z e R: F(z) < t}

(Grob gesagt: f ist Inverse von F.)
Genauer:

(=00, a]) ={t€[0,1]: f(t) <z} ={t €[0,1]: F(z) > t} = [0, F(z)] (++)

(Denn: aus F'(z) >t folgt f(t) <z, wegen zé&{y : F(y) < t};
aus F'(z) < t folgt, wegen Rechtsstetigkeit von F:
Flz+e)<tund f(t) >z +e>z.)
Wegen (*x): f ist mefibar!
Betrachte P = f(\) = ... = Ao f~! das Bild von \ unter f. P ist W-MaB
auf (IR, B(IR)) mit

P(] = o0o,2]) = A(f7'(] = 00, 2])) = A([0, F(2))) = F(z) O
Bemerkung: Das Maf§ P ist durch (k) sogar eindeutig festgelegt! (Spdter!)

Bemerkungen:

1. Jede Verteilungsfunktion F' hat hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen.
(da es maximal k Stellen mit F(z) — F(z_) > 1 gibt.(Vk € IN) ).

2. Ist 2 C IR und (92, A, P) diskret, so ist

F(z)= ) P({uw})

w €EQ
w<lz

19



X
w, w, Wg W, Wy wWg

Beispiele 2.5.

a.) Binomialverteilung; F(z)= Z <T]Z> (1= p)mh
0<k<m
kE<z
1 s n—=s
b.) Hypergeometrische Verteilung: F(z)= 7= - ( ) . ( )
(), Skzg \k m—k
kE<zx
c.) Geometrische Verteilung: F(z)=p - (1—p)k?!
1<k<Lz
/\Ic
d.) Poisson-Verteilung: F(z)=e¢*- -7
0<k<z

3. Stets gilt: P({z}) = F(z) — F(z_).
Folglich: F stetig in x <= P({z}) =0
4. F heif}t absolut-stetig, falls eine Borel-mefibare Funktion f : IR — [0, co] existiert mit

Flz) = / ft)dt (Vo€ R)

Jede absolut-stetige Funktion ist stetig, aber nicht umgekehrt
(siehe Gleichverteilung auf Cantor-Menge ).
f heifit Dichte von F (bzw. von P), falls F' Verteilungsfunktion von P.

Beispiele 2.6. :
a.) Gleichverteilung auf [a, b]

() F(x)

a.,.nlIIHHHHm

b x
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b.) Exponentialverteilung mit Parameter A > 0

A-e ™™ x>0

f(z) = { 0 , sonst

stetiges Analogon zur geometrischen Verteilung

X
(Fiir p, = 2 und n — 00 : Z Pa(1—pp)fn™" — )\/ e dt)
n(z—1)<z<nz z—1

f(x) F(x)

A A 14

x x

c.) Gamma-Verteilung mit Parametern a, A > 0

I(a)
0 , <0

A& palo=Az . 1 , x> 0
)= { 5
mit ['(«a) = / % e %dr.

0

Fiir o = 1: Exponentialverteilung mit Parameter .
d.) Normalverteilung N (o, 0?) mit Mittelwert o € IR und Varianz o2 > 0 (bzw.
Standard-Normalverteilung N (0, 1))

1 z—al? 1 T —
fa,02(x) = W - €Xp <_%> = ; ) fO,l ( o >
Fa,02 (x) == fa’gz (t)dt == F()’l (37 ; a)

(o) = frrax 1

1
0.6 e Y ‘Tg frnax
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keine geschlossene Darstellung; Abschiatzungen, Tabellen.

Lemma 2.7. Fir x > 0 gilt:

I 1 _a? o2 1 2?
———)-e 2 < e 2dt< —-e 2
T m x

Beweis: Ubung!

Zufallsvariablen

Gegeben ist ein W-Raum (2, A, P).

Definition 2.8.

1. Fine Zufallsvariable (ZV) auf ) ist eine
A/B(IR)-mefbare Abb. X : Q — R
(bzw. gelegentlich: eine A/B(R)-meflbare Abb. X : Q — R = [—00, +00].
IR ist ein topologischer Raum.)

2. Das W-Maf8 Px auf (IR, B(IR)) heifit Verteilung von X.
Es gilt: Px(A) = P(X € A) = P{w: X(w) € A})

3. Die Verteilungsfunktion von X (genauer: Verteilungsfunktion von Py)
ist Fx :x+— Fx(z) = P(X < x).

4. X definiert auf (Q, A, P) und X' definiert auf (2, A, P) heiffen gleich in
Verteilung, falls Px = Px: (bzw. Fx = Fx/)
Kurz: X £ X'
Nicht (2, A, P) ist relevant bzw. “real, sondern (R, B(IR), Px).

Bemerkungen:
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1. Hinreichend fiir Mebarkeit einer Abb. X : @ — IR ist
{X<aleAd (Vae®)
(bzw. {X < a} € Aoder {X > a} € Aoder {X > a} € A).
Denn daraus folgt: {X <f} = J{X <a}eAd firpgeR
ae@

a<pf
(= U{X <a}eA)
e()

a<f

Aber: o{] — o0, 8[: B € R} = B(RR).

2. Indikatorfunktion T4 : w —— { (1] ’ Zéﬁ eines Ereignisses A € A ist
ZV.
0 , a<0
Denn: {I, <a}=¢ A° , 0<a<1
Q , a>1

3. Ist © topologischer Raum und A = B({2), so ist jede nach unten (bzw. nach
oben) halbstetige Funktion X : 2 — IR meBbar.
Denn: {X > a} ist offen! (bzw. {X < a} ist offen!)

4. Ist X ZV auf Q und f : R — IR meBbar (z. B. stetig, halbstetig), so ist

f(X) ZV:
z. B. X2, |X], X, X, = sup{X, 0}, a- X

Satz 2.9. Seien X, : @ — R ZV (n € IN). Dann sind auch die folgenden
Funktionen ZV:

ﬁ) Sk :ZEE:;Xﬁ (k € EQ)

(i) S = ZX”’ falls konvergent fiir alle w

n=1
(i) inf X,, sup X,
(iv) liminf X, limsup X,
n—o0

n—oo

Beweis:
(i) Induktion nach k:
{Skr1 <a}= U {Se<B}N{Xpp1 <7} €A
deQ

BHr<a
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(iii) {nlen]lf\T Xp<a}l= U {Xn<a}ed

nelN

(iv) wegen liminf X, = sup (inf Xk> und (iii);

— >
n—0o0 neIN k>n

(ii) wegen (iv). ]

Korollar 2.10. Die Mengen

Qo = {lim X, existiert } = {limsup X,, = liminf X, }
n—00 n—0oo

n—00

und
Oy = {Sx existiert }

sind mefibar.

Definition 2.11. X heifit elementare ZV, falls
X:Zak'IAk mz'tozkE]R,AkE.A.
k=1

Satz 2.12 (Approximation von ZV durch elementare ZV). Fir jede ZV
X > 0 existieren elementare ZV X, mit 0 < X; < Xy < ... und

X = lim X,,.
n—oo
Beweis:
on.
Xn:Zk'Qin'I —-n -n /‘X
P (2" <X <(k+1)-27) u
=A,e A

Bemerkung: Jede ZV X ist Differenz X, — X_ von ZV X, > 0.
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Kapitel 3

Existenz und Eindeutigkeit von
Maflfortsetzungen

Problem 1: ~ Geg. MaBe i, us (bzw. W-Mafle Py, P;) auf Mefiraum (€2,.A)
mit A = o(Ap) und

NI(A) = ,LLQ(A) VA S ./4().
Frage: Folgt daraus bereits puy = po?

Antwort: nein!

Frage: Welche Bedingung muf} A, erfiillen?

Problem 2:  Geg. eine Mengenfunktion pg : Ay — [0, o0].

Frage: Welche Bedingung mufl A, und/oder pyq erfiillen, damit:
3 Mafl p auf (2, A) mit u(A) = ue(A) VA € Ay.

Sei Q # 0.

Definition 3.1.

a) Ein Mengensystem D C P(2) heifft Dynkin-System, falls
e QeD
e Ae D= A°€D

e A; € D (i € IN) paarweise disjunkt = |J A; € D.
icN
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b) Ein Mengensystem Ay C P () heifit ()-stabil, falls

e ABcAy= ANBc A,

Beispiel 3.2. P, P, W-Mafie auf (2, 4) = D = {A € A: Pi(A) = P,(A)} ist
ein Dynkin-System

Beispiel 3.3. Ay = {]a,b[: a,b € R} ist [}-stabil.

Bemerkung: A, BeDund ACB=B\A=(B°JA)eD
Proposition 3.4. Fir A C P(Q2) sind dquivalent:

(i) A ist o-Algebra

(i1) A ist (- stabiles Dynkin-System.

Bewezs:

(i)=(ii): klar;

(il)=-(i): Wegen [)-Stabilitét gilt: A, B € A= A|JB = (A°( B°)° € A.
Weiterhin: A\ B € A.

Fir A; € Asetze B;= |J Ar € Aund By =10

k<i
= U A= U Bi=J (B:\Bi-y) € A [
icIN iclN iclN ?T

Proposition 3.5. Ist Ay ()-stabil, so ist
D(Ap) = o(Ay).
Hierber ist

DA)= () D

DDAy
D Dynkin—System

das von Ag erzeugte Dynkin-System und o(Ag) die von Aqy erzeugte o-Algebra.

Beweis:

e D(Aj) C o(Ap) klar (denn: N c N )

Dynkin—System o—Algebra
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e D(Ap) D o(Ap): zu zeigen (wegen Prop. 3.4): D(Ap) ist ()-stabil
Seien A, B € D(Ay).
Definiere Dy = {By C 2: A By € D(Ap)}
Offenbar gilt: D4 D Ay und D4 Dynkin-System = D4 D D(Ay)
= D4 3 B= A B € D(Ap) nach Def. von Dy. ]

Satz 3.6 (Eindeutigkeitssatz). p, us seien Mafle auf (2, A) und Ay sei ein
(-stabiler Erzeuger von A mit: 3, € Ag (n € IN) mit Q,, 7 Q und p;(€2,) < oo.
Gilt dann

p1(A) = pa(A) (VA € Ao),

80 1St b1 = Uo.

Bemerkung: Fiir endliche Mafle (insbes. W-Mafle) p; kann man stets €2, = Q
wéhlen.

Beweis des Satzes 3.6:
Fiir endliche Mafe gilt:
Dy={A€ A: p1(A) = u2(A)} ist Dynkin-System und

O'(Ao) =ADDy D A Pmégﬁ O'(.Ao) = D(Ao) C Dy
Allgemeiner Beweis: Betrachte D,, = {A € A : 11(ANQ) = p2(AN W)} =
D,=A

Also: VA € A py(4) = Tim (AN = lim (AN = mal4). [

Korollar 3.7. Ein W-Maf P auf (R, B(IR)) ist eindeutig festgelegt durch seine
Verteilungsfunktion F.
Beweis: P(]a,b]) = P(] — 00,b]) — P(] — 00,a]) = F(b) — F(a) (Va < b) und

{]a,b] : a,b € R, a < b} ist [)-stabiler Erzeuger von B(IR). []

Definition 3.8.

a) AC P(Q) heifit Algebra, falls
o ) e A (bzw. A nichtleer)

e Ac A= Acc A
e ABec A= A|JBec A
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b) Eine Abbildung p: A — [0,00] heifst Pramafl auf A, falls

e (@) =0

o A; € A disjunkt (i € IN) und |J A; € A
icIN
= u( U A) = > u(A).
icIN icIN

¢) u heifit o-endlich, falls 3Q, € A(n € IN) mit Q,, 7 Q und p($,) < oo.
k _

Beispiel 3.9. {J]a;, bi] : kK € N, a;,b; € R, a; < b;} ist Algebra auf IR.
i=1

Satz 3.10 (Fortsetzungssatz von Carathéodory). Sei pg ein o-endliches
Primaf auf einer Algebra A.
Dann ezistiert genau ein Maf u auf o(A) mit

1(A) = po(A) VA e A

Beweis: Die Eindeutigkeit ist bereits gezeigt, da Algebra [)-stabil.

Beweisskizze fiir die Existenz:
a) Fiir F C Q) setze

p'(E) = inf{z p(4;) : (4), N Folge in A mit U A; D E}.
iclN iclN

Dann gilt fiir die Abbildung p* : P(Q2) — [0, o0]
o ' (0)=0

o u*(Ey) < p*(Es) falls By C By

ne]N nEIN

u* heifit dufleres Mafi.
Eine Menge F' C 2 heifit y*-mef3bar, falls

p(E) =p (ENF)+ u (ENF°) (VE C Q).
(Hinweis: Stets gilt « < “.)

b)Jedes A € A ist p*-mefbar und p*(A) = p(A).
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Klar ist p*(A) = p(A).
Zur p*-Mefibarkeit: 0.B.d.A. p*(E) < oo.
=3 (A4;); in Amit E C JA; und > u(4;) < p*(E) + ¢
= u(4;) = p(A;NA) + p*(4; N A°)
= p(E)+e> > pr(ANA)+ > p (4,NA) > p(ENA) +pu (EnNA°

c) Die Menge A* der p*-meflbaren Mengen ist eine o-Algebra und die Ein-
schrankung von p* auf A* ist ein Ma8.

Beweis:
a) E e A* = E° € A* trivial

B) Ey,Ey € A* = E|JE, € A*
denn:

pw(GN(ELUEy))+ p* (G (EfU ES))
< (GNE)+ p (GNE{N Ey) + u*(GN EfNES)
= (GNE)+u(GNE}) =pu*(G) (VG C Q)
N *

w*-MeBbarkeit p*-MeBbarkeit
von Fy von F

v) E; € A*(i € N)= |J E; € A* (nicht trivial, siche [Bauer] ,[Durrrett])
icIN
0) E; € A" disjunkt = p*(U Ei) = > p*(Ey)
icIN icIN
denn sei Fy = |J FE;
i<k
— 1 (By) + i (Fe )
= (mit Induktion iiber k): pu*(|J E;) = > p*(E;)

i<k i<k
= (mit Monotonie von p*): p*( J E;) > > u*(E;)
icIN iclN
d) A* D o(A). Das gesuchte p ist die Einschrinkung von p* auf o(A) (0]

Korollar 3.11. Auf (IR, B(IR)) existiert genau ein Maf§ A
mit X(]a,b]) =b—a (Va < b).

Beweis: {]a,b] : a < b} ist [)-stabiler Erzeuger von D(IR). = Eindeutigkeit;
k
und {J]ai, b;] : k € IN,a; < b;} ist Algebra. = Existenz. ]

=1
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Anwendung: Produktmafle

Seien (€2, A;, ;) Mafirdume (i = 1,...,k),

Q= x...x “Produktraum*
A:O'({Al X ... XAkAZEAg})
=A Q.. A “Produkt-o-Algebra“

Satz 3.12. Sind alle p; o-endlich, so ezistiert genau ein Maf u auf (2, A) mit

i heifst “Produkt-Mafs“.
In Zeichen: p= 1 @ ... Q L.

Beweis: Sei Ag = {A; X ... X Ay : A; € A;}
N
und.A1= {U BZ’ZNEH\I,BZ’EA()}.

i—1
Dann gilt:

e A ist [)-stabil = Eindeutigkeit von

e A, ist Algebra,

N
VAE.AliA:UBj, BjE.Ao
j=1

N

setze pu(A) = Z“(B' ) mit u(B H““

j=1

fallsBj:Alx...xAkE.Ao.

e Beachte: Die Definition von p auf A; ist konsistent (insbesondere unabhiingig
von (B;)jes). p ist Pramaf auf A4,
= u besitzt eine eindeutige Fortsetzung auf o(A4,).

O'(.Al) = .A l:l
Beispiel 3.13. \? das Lebesgue-MaB auf IR? ist eindeutig definiert durch
d
)\d(]al, bl] X ... X]ad, bd]) = H(bl — ai)

i=1
= J genau ein translationsinvariantes Ma8 A auf (IR%, B(IR%)) mit A4(]0,1]%) = 1
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Unendliche Produkte von W-Riumen

Seien (§2;, A;, P;) W-Réume Vi € I, 1 # () beliebige Indexmenge.

Beispiel 3.14. I = N, (9;, A;, P;) beschreibt i-tes Zufallsspiel,
A; € A; »,im i-ten Spiel tritt Ereignis A; ein“
Ay X Ag X X oo X A X Qpiq X Qgyo X ... ,im 1-ten Spiel tritt A; ein und im 2-ten Spiel
Ao und ... und im k-ten Spiel A
Intiutiv klar

P(A1XAQX...XAkXQk_HX...):Pl(Al)'PQ(AQ)'...'Pk(Ak)

Dies definiert tatsachlich ein W-MaS8.

Genauer:Fiir J C I sei Q; =[] %, Q =Q;

ieJ
und Ty - Q— QJ, w = (wi)iEI — (wi)ieJ.
Insbesondere m; = w({i}) : Q@ — O, w = w; “Projektionen

A=Q) A; = o(m; : i € I) bezeichne die kleinste o-Algebra auf 2, bzgl. derer alle
iel
Projektionen 7; mefibar sind.
“Produkt-o-Algebra“

Bemerkung: Dann sind auch alle 7; mit endlichem J C I mefibar!

Satz 3.15. Auf (2, A) existiert genau ein W-Majf

P= ®R~ mit m;(P) = P; ¥ endlichen J C I,J # ()

i€l
wobei Py = Q) P; das endliche Produkt der P;, i € J bezeichnet.
i€J
Beweisskizze: :
Fiir endliche J sei A; = @ A; und Z; = ;' (A)).

ieJ

( Beispiel: I = IN = {1,2,3,...}, J = {2,4,5}
= Z€Z; e Z={we: (wyws,ws) €Ay mit A€ A ® A ® A5 )
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Z= U 2z = “ Menge der Zylindermegen in 2 “;
JCI

J endl.
Z ist Algebra auf Q und erzeugt A. (nachrechnen!)

Fiir Z = ;' (A) € Z definiere P(Z) = P(r;'(A)) = n;(P)(A) = P;(A).

Diese Definition ist konsistent (unabhingig von J). P ist ein Pramafl auf Z.
(nachrechnen!)

= P laf}t sich eindeutig auf A fortsetzen.

Ferner: P(Q2) = P;(2;) =1, d.h. P ist W-Ma$. ]

Beispiel 3.16. Sei (2, A;, P;) = (Qo, Ao, Py) Vi € I
= Q=11 =Q ={f: I — Q beliebige Abbildung }

el

Sei g ein topologischer Raum und Ay = B(y).
Dann ist auch Q = Q) ein topol. Raum (versehen mit der kleinsten Topologie,
bzgl. derer alle Projektionen m; : Q@ — Qq, @ € I, stetig sind).

Beachte

a) Ist I abzéihlbar, so ist B(£)! = B(Q}).

b) Ist I iiberabzéhlbar und Q| > 2, so ist B(Q0)" & B(Q).
z. B. liegt A ={f:1 — Qo, f konstant auf I} nicht in B()".

Beispiele 3.17. oo-oft Wiirfeln

(QZ;AZ,Pz) = (Ql,Al, Pl) Vi € IN mit Q; = {1, - ,6},./41 = P(Ql),
Sei p = P;({6}) > 0.

e Sei A = “niemals die 6“ = A]IN mit A; ={1,2,...,5} € A;

= A = ﬂ A X .. XA x xY x...eA
—_—
kelN k-mal
::Agk)

= PA) = P| [ AP | = lim P(AP) = lim (Py(A;))*

k—00 k—00
kelN

= lim(1-p*=0

k—00
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e Sei By, = “beim k-ten Wurf erstmals eine 6

= P(By) =p-(1—p)t (geometrische Verteilung)
=P(T =k)
=Pr({k}) mitZV T:Q— N
T(w) = Nummer des ersten Wurfs, bei dem eine 6 auftritt
= inf{n: X, = 6}
mit X, : Q@ — Qp “Ausgang des n-ten Spiels®.
X, ist ZV.
Pr ist diskretes W-Maf} auf IN
T ist geometrisch verteilt.
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Teil 11

Integrationstheorie
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Kapitel 4

Integral und Erwartungswert

Sei (€, A, ) ein Mafiraum.
Ziel: Wir wollen das Integral [ fdu ( genauer: [, f(z)du(z) oder [, f(z)u(dz) )

von f bzgl. p fiir eine moglichst groBe Klasse von A/ B(IR)-meBbaren Funktionen
f:Q — IR definieren.

Konstruktion in 4 Schritten.
Schritt 1 (Indikatorfunktion)
Seif:][AmitAE.A.

Deﬁniere:/fdu = u(A)

Schritt 2 (nicht-negative Elementarfunktion)
k
f:Zai'][Ai’ AiEA,kE]N,OJiE[0,00[
i=1

Bemerkungen:
a) 0.B.d.A. (4;);c; paarweise disjunkt und (J 4; = 2

i€l
b) Die Darstellung ist nicht eindeutig, aber wenn
k !
f= Zai = Z Bj - Ip, mit (4;);c; paarweise disjunkt
i=1 j=1

mit (Bj;),e; paarweise disjunkt
und 2 = UAZ = UBJ
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k l
so folgt: 21 a; - p(4;) = Zlﬁj - 1(By)
1= J=

denn: 1u(A;) = Zu(AﬂB)undu( i) = ZM(B nA4)
:>Zaz () Zaz p(AiN Bj) = Zﬁ; (AzﬂBj)=Zu(Bj)

wobei o; = f;, falls p(A; ﬂ B;) > 0 (denn: (A) und (B,); sind Jewells paarweise
disjunkt).

k
Definiere :/fd,u = Zai - (Ay) € [0,00] mit (A;)ier disjunkt

Lemma 4.1. Fiir Elementarfunktionen f,g > 0 und reelles o > 0 gilt:

(i)/(f+9)d/$:/fdu+/gdu
(i) [ (@fdn=a- [ sau

(iii)fﬁg;&/fdué/gdu

Beweis:

k I
(i) Sei f =) ;- 14, und g= ) B; - Ip, mit (4;);, (B;); jeweils disjunkt und
i=1 j=1
:>f Zaz ][AOB]ag_Zﬁ] ][AOB

i, 2%

= [+9=>2(ai +5)) - Luyns
= [(f+ gl)’zm = (s + B;) - n(Ai N By)
— S ul i1 By) + S (40 By
= }deu + [ gdu "
(ii) trivial,

(iii) Seien f und g dargestellt wie in (i). Dann gilt o; < ;, falls pu(A; () B;) > 0.
= Beh. []
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Schritt 3 (Nicht-negative mebare Funktionen):

f:9Q —10,00] A/B(IR)meBbar

=f = sup f, mit (f,), isotone Folge von Elementarfunktionen mit f, > 0
nelN

Lemma 4.2. Sind (u,), und (vp,)m isotone Folgen nicht-negativer Elementar-
funktionen mit

sup u, = sup v, , So ist
n m

sup/undp:sup/vmdp.
n m
k(m)

Sei v, = Z a A(m) und B, = {u, > a-v,} € A (Va € R).

Beweis:

Fiir « E]O 1[ folgt wegen sup u, > vp,

UBs. =9

und damit (J BS,,, Agm) = Ag-m).

n
Offenbar ist u, > a - vy, - Igs =~ =Elementarfunktion.

k(m)

= /und,u>a/(vm Ips Ydp=a- Za : (Ag-m)ﬂBg‘,m)

j=1

= sup/und,u > - sup Z aj(-m) : ,u(Ag-m) N B,

J
=q- Za A(m oz-/vmdu
Fir o — 1:  sup [ u,dp > sup [ vn,dp. Und umgekehrt! ]
Definition 4.3. Fir f > 0, A/B(IR)-mefbar ist
[ faw=sup [ fudu € [0, 0]
mit (fn)n beliebige isotone Folge von Elementarfunktionen mit f, 7 f.
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Lemma 4.4. Fiir mefbare f,g > 0 gult:

(i)/(f+g)du=/fdu+/gdu

(i) [(@fidu=a- [ sy
(iii)f§gé/fdu§/gdu

Bewezs: klar
Schritt 4 (integrierbare Funktionen):

f:Q — [—00,+00] meBbar
und sei f+ = Sup{fa 0}’ f, = Sup{_f: 0}

Definition 4.5.

a) f:0Q — R heifit integrierbar bzgl 1 oder py-integrierbar, falls f
A/B(IR)-mefbar ist und [ |f|du < oo.
b) Falls [ fidu < oo oder [ f-du < oo, so setzt man

[ n= [ fdu= [fan € o0 4o0)

und [ fdp heifit p-Integral von f.

c) {fd,u = [ 14~ fdu, (VA € A), ,{fdﬂ heift p-Integral von f auf A.

Bemerkungen:
a) Fiir eine A/B(IR)-mebare Funktion f sind dquivalent:
e f ist integrierbar,
e f. und f sind integrierbar,
e f = u — v mit integrierbaren u,v > 0,
e |f| ist integrierbar,
e | f| < w mit integrierbaren w

b) Ist f = v — v mit integrierbaren u, v, so ist
J fdp= [udp— [vdp
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c¢) Ist f integrierbar, so ist p({z : f(z) = +o00 oder f(z) = —o0}) = 0.

d) Sind f, g integrierbar mit u({z : f(z) # g(x)}) = 0, so ist
J fdu= [ gdu

f) f,g integrierbar = p({z : f(x) + g(x) nicht definiert }) = 0 und
J(f+9)du= [ fdu+ [ gdu

Definition 4.6. £'(Q, A, u) =Menge aller reellwertigen p-integrierbaren Funk-
tionen

Proposition 4.7. £'(Q, A, j1) ist ein reeller Vektorraum und die Integration

[ [ fdu bzgl. p ist eine positive Linearform auf £'($2, A, p).

(D.h. es gilt (i)-(iii) von oben Vf,g € L, Va € R.)

Beweis: Klar! ]

e) Zur Definition von [ fdu geniigt es, wenn f : Q) — IR (meBbar) gegeben ist
mit u(2\ Q) =0 ) B )
= f 148t sich fortsetzen zu mefibarem f : 2 — IR mit f = f auf 2.

Bemerkung: Man sagt, eine Eigenschaft E gilt y-fast iiberall (u-f.i.) auf Q,
falls
u({z : E(z) gilt nicht }) =0

Beispiele 4.8.
f<g pti. = [ fdu< [gdu
f=g pti. = [ fdu= [gdu
[1fldu < oo =|f| < oo p-ti.

Spezielle Fille:

(i) Ist (2, A, P) ein W-Raum und X eine ZV auf Q mit [ |X|dP < oo, so heifit

B(X) := / Xdp

Erwartungswert von X (= Prognosewert, mittlerer Wert, im Schnitt zu er-

wartender Wert von X).
Fiir [ XdP schreibt man E(X;A).

A
Statt P-fast iiberall, sagt man: P-fast sicher (P-fs.).
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(i) Ist (Q, A, u) = (IRY, B(IR%), A%), so schreibt man
[ f(z)dx fir [ fd\* (Lebesgue-Integral).
Im Falle d =1 und A =la, b[ oder = [a, b] schreibt man

fbf(x)d:v fir [ fdA!
a A

(iii) Ist (2, A, ) = (R, B(IR), ) mit u(]a,b]) = F(b) — F(a) mit isotoner, rechts-
seitig stetiger Funktion F' : IR — IR (=Verteilungsfunktion), so schreibt man
[ f(z)dF(z) fiir [ fdu (Stieltjes-Integral).
Ist F € C}(IR) mit F' = ¢, so gilt:

[ f(@)dF(z) = [ f(x)p(z)de
(iv) Ist Q abzdhlbar, A = P(Q2) und p = ) & (ZdhlmaB), so ist
[ fdp="3 f(k)

keQ
Beispiel 4.9. Wiirfeln mit fairem Wiirfel
Q=0 A=uaN p— pN it 0, = {1,...,6}, 4, = P()
Pi(k) =§ Vk € Oy
o X, :w+— wy, ZV “Ausgang des n-ten Spiels”
E(X,) = [XpdP = [ XudPy = Y wn Pu({wn})

wnEQI 6
= Zk Pi({k}) = § 2 k=3,5
k=1
“im Schnitt zu erwartende Augenzahl“

o S, =1 Z X; 7ZV “durchschnittliche Augenzahl in den ersten n Spielen®

1=

= B(S,) = B(L 2X> i_z"’:lE(Xi>:3,5
Linearitat

Beispiel 4.10. Beliebiger Wiirfel, P, ({6}) = p > 0.
T(w) =min{n : X, (w) =6} ZV “Wartezeit bis zur ersten 6“
= PUT =k}) =p-(1—p)*
= E(T) = [T(w)dP(w

:QZ [ T(w)dP(w)= > k- P(Bx)

keIN By, keIN
=Y kp-Q-pFt=,
keIN

Beispiel 4.11. n Kugeln werden zufillig in r» Urnen F}, ..., F, gelegt.
By, = { beim k-ten Wurf erstmals eine 6 }
pi(r,n) = “Wahrscheinlichkeit dafiir, dal £ Urnen leer bleiben“ = . ..
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(s. Ubung)
Sei K die Anzahl der leeren Urnen = E(K) = > k- px(r,n) =7
k=0

Anderer Weg:
Mit A; = {w: Urne Fj ist leer } gilt:

K=Y 14 = E(K) = Y, P(4) =7 (1-1)"

i=1
Sei nun ” = c und K = K. Fiir r — oo gilt:

E(K, 1\
( )=<1——) ) e

T T

Also: 1 Million Kugeln in 1 Million Urnen = % -1 Million Urnen leer.
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Kapitel 5

Integration bzgl. eines
Bildmafles, Produktmaifies oder
Mafles mit Dichte

Satz 5.1 (Transformationssatz). Gegeben (Q2, A, u) und (', A') sowie A/ A'-
mefbare Abbildung T : Q — . Dann gilt fiir jede A'/B(IR)-meflbare Funktion
0 —1R:

@ [ sidr( = [ fioTau
o Q
(b) f'T(p)-integrierbar <= f' o T p-integrierbar

Beweis: (b) folgt aus (a),
(a) wird in 3 Schritten bewiesen:

1. f’ = ][A’ mit AI € AI
= [ f1dT(p) = T(W)(A") = W(T~(A")) = [ fdp mit f = Tp-ray =Ty oT

T
Def. vom Bildmaf

2. Linke und rechte Seite in (a) ist linear in f’
= (mit 1.) Behauptung fiir ' = ) ; - To; = nicht-negative Elementarfunk-
tion.

3. Ubergang zu isotonen Limiten = Behauptung fiir me8bare f’ > 0. ]
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Korollar 5.2. Sei X eine reelle ZV auf (Q, A, P) und f : IR — IR mefbar mit
f(X) P-integrierbar oder > 0. Dann gilt:

= f()dPx(t
| £®dPx(o)
Insbesondere gilt: E(X) = [ tdPx(t)
R
und E(X?) = [ t*dPx(t)
R

Falls X nur Werte in IN annimmt, gilt

EX)= Y k-P(X=k)
kelN

und E(X?)= > k*-P(X =k)
kelN

Beispiel 5.3 (Wiirfeln, Bewerben, . .. mit Erfolgswahrscheinlichkeit p > 0).

T = Anzahl der “Spiele“ bis zum ersten Erfolg (einschliefilich)
= E(T) =3 k-P(T=k)=p- > k-(1-p*"

ke]N ke]N
=752 Y Tpary - (1 - p)* =52 > (1= p)*
E>10>1 I>1k>1
Fubini
_p N (0-p)t 1
T 1-p l; p P

Bemerkung: E(X) und E(X?) etc. sind also durch die Verteilung Px auf
(R, B(IR)) bestimmt. (= “(£2, A, P) ist irrelevant“)

Satz 5.4 (von Fubini). Seien (€%, A;, j1;) fir i = 1,2 zwei o-endliche Maprdume
und sei f: QO x Qy — R eine A; @ As/B(IR)-mefibare Funktion.

a) Ist f >0, soist f(z,) 1y f(w,y) fir jedes x € As/B(IR)-mefbar
und fr: x> [ f(z,y)pa(dy) Ai/B(IR)-mefbar. -
Entsprechend ist f(-,y) : &% f(z,y) fir jedes y € Qy A1/B( IR)-mefbar
und fo 1y [ f(z,y)u1(dz) As/B(R)-mepbar.

b) Ist f € L1 ® pa), so ist f(x,+) € L1(ug) fir pn-f.a. x und fr € L' ().
Entsprechend f(-,y) € LY (1) fiir po-f.a. y und fo € L' (us2).

c) Ist f >0 oder f € LY ® uz), so gilt:
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/Q [ He )yl = / Sy @ pa = / [ fepm(da)paan)

Beweis: durch mafitheoretische Induktion.
Sei also (0.B.d.A.?!) f =1, mit A € A; @ As.

Der z-Schnitt von A ist die Menge A, = {y : (z,y) € A} C Q.
(i) Beh.: A, € A, fiir jedes z.

S A={AC xQ: A, € Ay} ist o-Algebra
und A enthilt {Al X Ag: A; € -Az} = AD ./41 ®A2

(i) Beh.: 2 — uy(A,) ist A;/B(IR)-meBbar und

/Mz(Aw)dﬂl(x) = p(A) mit p = piy @ po-

Denn: 0.B.d.A. py und o endlich.
Dann ist D = {A C ; x €y : Beh.(ii) gilt } ein Dynkin-System.

Namlich,

e(eD

e AcD=
p2((A%)z) = pua((Az)€) = u2(Q2) — u2(Az) = meBibar als Funktion von z
und [ pe((A%)2)dp (z) = () - pa(Q2) — pu(A) = p(A°).

o A, disjunkt € D = py (U An)z) = p2 (U(An)z) = D w2((An)z) meBbar

nelN
als Funktion von z

und [ p2((U An)z)dpn () = 32 [ p2((An)a)dpa(z) = 32 n((An)) = p(U(An))

Ferner gilt: D enthilt das ()-stabile System {A4; x A, : A; € A;}
=D DA R A,. ]

Korollar 5.5. Sei (2, A, P) W-Raum und X, ZV mit X,, > 0 (Vn € IN) oder
Y E(|X,]) < co. Dann:

EQ) X.) =) E(X,).

Beweis: Fubini mit g1 = P und py = > 6, (“Z&hlmaf“). ]
ne]N
Beispiel 5.6. Sei f(z,y) = (;22;;’22)2 in ]0, 1[2C R”.

11
Dannist [ [ f(z,y)dydz =%
0 0

11
und [ [ f(z,y)dedy = -1,
00
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. _y . 1
da gilt: f rrepdt = —5ts , =TT

1

1

und — [ 7ody = —arctanyl; = —F
0

Beispiel 5.7. Sei y; = A! auf (R, B(R)) und ps = Y. 4, auf (IR, B(IR))
zelR

1, rT=y

, sonst gilt

0
) 2 (dy) p (dz) = oo.

(Daraus folgt notwendig, da8 uy nicht o-endlich ist.)

Anwendungen von “Fubini“
a) Vertauschen von Y mit [: Korollar 7.4.

b) Interpretation von f f(z)p(dz) fir f > 0 als Fldche unter dem Graphen

Sei (2, A, 1) MaBraum und ¢ > 0 A/B(IR)-mefbar.

Satz 5.8. Durch v : A — [ @dp wird ein Maf v auf (2, A) definiert. Fir jedes
A
A/B(R)-meflbare f > 0 gilt

/fdv=/f-<pdu-

Beweis: Seien (A ) disjunkt. Dann gilt

=[>(p-Tn,)du=3 [@-Tadu=> v(Ay).

:> v 1st Maﬁ
Rest folgt mit mafitheoretischer Induktion. ]
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Schreibweise: v = ¢ - u bzw. v(dz) = p(z) - p(dx)
(=“Mafl mit Dichte ¢ bzgl p*)

Definition 5.9. Seien u,v Mafe auf (2, .A).
a) v heifit absolut-stetig bzgl.u (kurz: v < p), falls

VAe A: u(A)=0=rv(4) =0

b) v heifft singular bzgl. u (kurz: v L ) oder v und p sind singulér zueinan-
der, falls

dJAe A: p(A) =0 und v(A°) =0

Satz 5.10 (von Radon-Nikodym). Sei y o-endlich. Dann gilt:
v < p <= 3JA/B(R)-meflbare Funktion ¢ >0 mit v =g p

@ ist dabei u-f.i. eindeutig bestimmt.

Schreibweise: ¢ = g—l’: “Radon-Nikodym-Dichte* bzw. “Radon-Nikodym-Ableitung*“

Beweis:

“«=* einfach: VA € A mit p(A) =0 gilt: T4 - ¢ = 0 p-f.ii.
=>v(A) = [14-@dp=0

“=* 5. [Bauer-Mafitheorie]

Idee: Betrachte ® = {% > 0 mefibar mit [ pdu < v(A) VA € A}
A

= ¢ ist sup-stabil (d.h. mit ¢; und @, in ¢, so auch sup(...))
und Jp € & mit [ pdu =sup [ @dp
ped
=v=9- [N ]
i, v heilen dquivalent (u ~ v), falls v < pund v < p.
In diesem Fall gilt: 3—; = (d—’“‘)fl f.ii. (bzgl. u oder/und v).

dv

Alflg"emein: p < vund v < p (0-endlich angenommen) = p < p und ‘é—ﬁ = ‘;—‘U‘ . Z—Z
p-fii..
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Beispiel 5.11. (2, .A) sei diskret.

= g—;(:v) = ”(}ﬁg Vo mit u({z}) >

Korollar 5.12 (Lebesgue-Zerlegung). Seien v, u o-endliche Mafe auf (2, A).
Dann gibt es eindeutig bestimmte Mafle v und v, mit vy L p, v, < p und

V =Vs+ V,.

v heifit singulidrer Anteil von v und v, absolut-stetiger Anteil.

Beweis:
Betrachte p = v + p. Sei ¢ = 22 und ¢ = d—“ =1-o.
Sei @ = {p <1} = v,(A) = y(A N®) und v,(A) = v(A N D)

Dann:e v, + v, = v
ov, < p: Wegen v,(A) = [ Ty -pdp= [ 1,- T2dp = i T2 dp
{w<1} {e<1} An{p<1}
ist v,(A4) = 0, falls u(A) = 0.
o v, | 1 wegen
vs(®) = 0 und p(®°) = fd,u fl— Ydp = 0.

Damit folgt die Existenz der Zerlegung. Die Zerlegung ist eindeutig, da 7 < u
und 7 Ly =0 =0.

Wiire also v = U, + U, so bilde (¥/0)o(A) = Usa(A N P) und (75/4)s(A) =
Ds/a (A N CI)C)

= Ugg < Vg, Ugs < Vg Und U, = Ugg = 0. ]

Bemerkung: Fiir ein endliches Mafl v auf (IR, B(IR)) gibt es eine (i.a. von
der Lebesgue-Zerlegung verschiedene) eindeutige Zerlegung v = v, + 14 in einen
“stetigen Anteil“ v,, d.h. mit stetiger Verteilungsfunktion z — v,.(] — oo, z]), und
einen “unstetigen Anteil“vy = > ;- d,,.

icN
Ist v = v, + v, die Lebesgue-Zerlegung von v bzgl. A\, so gilt:
V. > v, und vy < v,.
La. aber keine Gleichheit! (Siehe Gleichverteilung auf Cantor-Menge.)
Offenbar v, = (V) = (Va)e und vg = (v4)s = (Vs)g-
Daher: v = v, + Vse + Vg mit vge = (v0)s = (v5). “singuliir-stetiger Anteil“.
Anwendung in der Spektraltheorie, Physik.
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Kapitel 6

LP- Raume, Ungleichungen

Gegeben (92, A, P) W-Raum.

Satz 6.1 (Jensensche Ungleichung). Sei ¢ : R — IR konvex (d.h. Ap(x) +
1—=XNe(y) > A+ (1 - N)y) Vz,y € R,VA € [0,1]) und X ZV auf Q, mit X
und ¢ o X integrierbar. Dann gilt:

p(E(X)) < E(po X)

Wichtig: Gilt nur fiir normierte Mafe!

Beweis: ¢ : IR — IR konvex <=
Vzy € IR : d lineare Funktion /: IR — IR, x — ax + b
mit £(zg) = p(z0) und £(z) < p(z) (Vz) “Stiitzebene* .
= p(E(X)) = {E(X)) =a- E(X) +b= E(aX +b) = E({(X)) < E(p(X)).

P normiert Monotonie

[]
Beispiele 6.2.

1) |EX)| < B(X])  (mit p(z) = |o)
(2) exp(+E(X)) < Blexp(+X))  (mit p(z) = )
(3) E(X)? <E(X?)  (mit p(z) = 1?)
var(X) := E(X?) — E(X)’ = B[(X ~ E(X))’] € [0, 00]
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heifft Varianz von X.
var(X) = “mittlerer quadratischer Prognosefehler“
Kennzahl fiir Fluktuationen um EF(X), Charakterisierung des Risikos;

var(X) = 0 < X f.s. konstant, und zwar = E(X)

d.h X verhilt sich “deterministisch®.
Offenbar var(aX + b) = a®-var(X).
o(X) = y/var(X) heifit Standard-Abweichung.

s
(Bitte nicht mit von X erzeugte o-Algebra verwechseln!)

4) [E(X)IP < E(|XF), 1 <p < oo (mit p(z) = |z[7)

Sei .
| Xl, = E(X[")>

die “LP-Norm* und
LP(Q, A, P) = {reelle ZV X auf (Q,.A) mit || X||, < oo} = {X : |X[? € L'(Q, A, P)}

der Raum der p-fach integrierbaren ZV auf €.
Aus (4) folgt: || X, < ||X]||; und damit £7 D L9, falls p < ¢ mit p,q € [1,00].
(Achtung: Das gilt nicht fiir allgem. Maf-Raume!)
Es gilt: X € £? & X € £! und varX < oo.
Ferner sei
| X]|oo = inf{a € R : |X| < a P-fs.}

und
L2(Q,A, P)={ 2V X auf (Q, A) mit || X|| < o0}.
Offenbar £LP D L™ Vp.
Satz 6.3 (Holdersche Ungleichung). Seien p,q € [1, 00] mit % + % =1 (2.B.

p=qg=2oderp=1,q9=00).
Dann qilt ¥V ZV X, Y auf Q:

XY [l < 1Xlp - 1 Xl

Bemerkungen:
a) Gilt auch fiir allgem. Mafirdume.

b) Allgem.: ; + 0 =1 = [[X - Y], <[ X[, [IYllq

1
p

¢) Speziell: p = ¢ = 2 = Cauchy-Schwarz-Ungleichung
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Beweis:
Falls | X||, oder ||Y|; = 0, so folgt | X - Y| =0 P-fs..
Also 0.B.d.A || X||, und ||Y]|; > 0 und auch < oco. Durch Ersetzen von X durch
X/|IX||, und Y durch Y/||Y||, kann man || X||, =1 = ||Y||, erzwingen.
Sei zunéchst p, ¢ €]1, co[. Die Behauptung folgt dann aus
() zoy<Z 4L (z,y>0)

Namlich, E[X - Y| < B(ES + ) =141=1,

1,1
P a
Zum Beweis von (x): Sei p(z) = %,, + % —z-y
= ¢ hat Min. an der Stelle 2y = y%_l und ¢(xy) = 0.
Sei nun p =1 und ¢ = oo. (Umgekehrt analog!)

Aus ||Vl =1 folgt |[Y]| <1 P-fs. = |X - Y| < |X]| P-fs.
= E(|X-Y]) < E(|X]). O

Bemerkung: X € £P, Y ell= X .Y e LL.
Insbesondere X,Y € L2 = X -Y € L',

Satz 6.4 (Minkowski’sche Ungleichung). Fiir p € [1,00] und ZV XY auf
Q mit (P-f.s.) wohldefiniertem X +Y gilt

X+ Ylp < [ XIlp + [1Ylp-
Beweis: p = 1: bereits bewiesen

p = oo: klar (denn: | X| < o Pfs.und |Y| < S Pfs. = |[X+Y|<a+f Pfs.)
1<p<oo:wéihleqmit%+%:1,
0.B.d.A. || X, < oo, [V <oo= | X + Y], <0
(denn: |X 4 Y|P < 20 (JX [P+ |V[P))
= [X+Y[} =BE(X+YP-|X])+ E(X + Y[~ [V])
<X +YP g - [1X M + 11X + Yl - 1Yl

T
Holder
=X+ YR (1X ], + 1Y ]])- O

Korollar 6.5. £P(Q2, A, P) ist ein Vektorraum (Vp € [1, 00]).

| - ||, ist eine Halbnorm: ||o- X ||, = |e| - || X||p,
X + Y, < 1 X1, + Y]l
(aber nicht | X|, =0= X =0)
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Sei N ={X € LP(Q, A, P) : || X||, =0}
= {X reelle ZV mit X = 0 P-f.s. } unabhéngig von p € [1, c0].

Definition 6.6. L?(Q2, A, P) = LP(Q, A, P) /N )
= Menge der Aquivalenzklassen in LP unter der Aquivalenzrelation
X~Y&s X=Y P-fs.

Korollar 6.7. LP(Q), A, P) ist ein normierter Raum mit der Norm || - ||, und
L?(Q, A, P) ist ein euklidischer Vektorraum.

Bemerkung: L” ist sogar Banachraum (L? ist Hilbert-Raum).

Bemerkung:
Die Rédume £” lassen sich auch fiir p€ |0, 1] (und sogar fiir p €] —o0, 0[) definieren.
Hélder- und Minkowsky-Ungleichung gelten nicht mehr!

Satz 6.8 (Tschebyscheff-Markoff-Ungleichung = Chebyshev-Markov-Ungleichung).

1
Vp>0,a>0: P(IX| > a) < —E(|XP)
(67

Beweis: Sei A, = {|X| > a}. Dann ist E(|X|P) > [ |X[PdP > of - P(Ay) [
Ao

Korollar 6.9 (Tschebyscheff-Ungleichung = Chebyshev-Ungleichung).

1
Vo >0: P(|X—E(X)\2a)§¥-varX.

Beweis: obige Ungleichung mit p = 2 und X — E(X) statt X. ]

Also: Die Varianz kontrolliert die Abweichung vom Erwartungswert.
Grofle Abweichungen sind unwahrscheinlich!

Beispiel 6.10 (Bernoullische Versuchsfolge).

(Q, A, P) = (0, A, P)IN mit A4, = {0, 4, A°,Q}
A = “Erfolg“, A¢ = “Miflerfolg® und P;(A4) = p.
Typisch: ; = {0,1}, A ={1}

Xi(0) = Latwn) = {
= FE(X;)=p
var(X;) = E(X}) —p*=p—-p*=p-(1-p)

1 bei Erfolg im i-ten Spiel

0 sonst (Z < ]N)
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Sei S, = Y X; “Anzahl der Erfolge in den ersten n Spielen“
i=1

= P(S, = k) = (})p*(1 — p)"~* Binomial-Verteilung

= E(S,) =>k-P(S,=k)

k=0
=2 k-()pt-Q-p*
k=1
=n-p-y () P (L=p) D =n.p
k=1
var(S,) =Y. k*- P(S,=k)— (n-p)?
k=0

:éjok-(k—l)-P(Sn=1f)+n:0—(7”tp)2
=n-(n—1)-p*+np— (np)* =n-p(1 - p)

o(Sy) ~/n
Sei Y, = %Sn “Erfolgshéufigkeit in den ersten n Spielen®
= E(Y,)=1E(S,)=p

" n

var(Y,) = Svar(S,) = £ - p(1 — p) (— 0 fiir n — oo! Also irgendwie deterministisch.)
a(Vy) ~ =

N
Also var(Y,,) — 0 fiir n — oo und damit Y;, — p in einem gewissen Sinne.
(Offenbar nicht fiir alle w € Q. Denn w = (1,1,...) liefert ¥, (w) =1 und

w=(0,0,...) liefert Y, (w) =0.)
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Kapitel 7

Konvergenzsitze

(Q,A, P) W-Raum, X, X,, (n € IN) ZV auf Q, 1 <p < o0

a) Konvergenzbegriffe in der Stochastik

Definition 7.1.

(i) X, — X P-fs. bzw. X = lim X, P-f.s., falls lim X,, P-f.s. existiert und
n—oo n—0o0

mit X dbereinstimmt. (“fast sichere Konvergenz®).

(i) X, — X P-stochastisch bzw. X = P-lim X, falls Va > 0 :

n — o0
P(|X,—-X|>a) —0 firn— o
(“stochastische Konvergenz“, “Konvergenz in Wahrscheinlichkeit®).

(i1i) X,, — X in LP bzw. X = LP-lim X,,, falls || X,, — X||, — 0 fir n — oo
(“LP-Konvergenz“, “Konvergenz im p-ten Mittel“ bzw. “Konvergenz im Mit-

tel“, falls p=1)

(iv) Weiterer Konvergenzbegriff: X, 4 x , falls Px, — Px schwach
(“Konvergenz in Verteilung“, “schwache Konvergenz der Verteilungen®).

Bemerkungen:
e X, — X in LP (fiir ein p € [1,00[) = X,, — X in L'
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e P-stochastisch (und P-f.s. und L?-) Limiten sind P-f.s. eindeutig bestimmt!

b) Punktweise Konvergenz und Konvergenz der Integrale

Satz 7.2 (von der monotonen Konvergenz (Beppo Levi)). Sei (X,,), iso-
tone Folge von ZV X,, > 0. Dann

E(sup X,) = sup E(X,).

Bemerkung: Alle sup sind lim.
n n—oo

Beweis: MeBbarkeit bereits gezeigt. Ferner gilt Vn:
X, = sup X,, ,, mit isotoner Folge von Elementarfunktionen X, ,, > 0

Setze X = sup X,, = sup X,,.,,, = (Def. von E(.)):
E(X,) < B(X) = sup E(Xnm) < sup E(X,).

n,m

) 0
wegen X, < X wegen X, , < X, ]

Lemma 7.3 (von Fatou). Sei (X,), beliebige Folge von ZV X,, > 0. Dann

E(liminf X)) < liminf E(X,,).
n—oo n—oo
Beweis: Betrachte Y, = gf Xk = (Yn)n isoton =
E(liminf X,,) = E(supY,) = sup E(Y,) < sup 1?>1f E(Xg).

4
wegen X, < Xy Vk >n ]

Im Lemma von Fatou gilt i.a. keine Gleichheit!

Beispiel 7.4. (2, A, P) = ([0, 1], B([0, 1)), P) mit P(dz) = (21)% - e~ % - \! (dx)
Xy =n Ty e~ = liminf X, = 0
B(X,)>(@2m) 7 - (1-1L), E(liminfX,) =0
X, =00 Loy = E(X,) = 0o, E(liminfX,) =0
Beachte: Hier ist (X,,),, antiton.
Kein Analogon zum Satz von Beppo Levi fiir antitone Folgen > 0
(bzw. isotone Folgen < 0)!
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Satz 7.5 (von der majorisierten Konvergenz (Lebesgue)). Seip € [1,o0].
Sei X, — X P-f.s. und

[ Xnll <V (Vn € IN)

fir ein’Y mit E(|]Y ) < co.
Dann gilt: X,, — X 1in LP.

Beweis: Wegen | X,,| <Y (Vn € IN) folgt | X| <Y P-f.s. und damit E(| X|?) < co.
Sei Z, = | X, — X|P.
Zu zeigen: EZ, — 0.

Es gilt: 0 < Z, < (| X|+Y)? =: Z mit E(Z) < oc.
Lemma von Fatou fir 7 — 7, > 0 =
E(liminf(Z — Z,)) <liminf E(Z — Z,) = E(Z) — limsup E(Z,).
Aus X,, — X P-fs. folgt Z, — 0 P-f.s.. Also E(liminf(Z — Z,,)) = E(Z).
= limsup E(Z,) < 0= (wegen Z, > 0): lim F(Z,) = 0. ]

Bemerkungen:
(1) Falls die X, gleichméfig dominiert werden in L?, so gilt:

P-f.s. - Konvergenz = LP-Konvergenz

(2) Im Satz von Lebesgue geniigt: X,, konvergiert P-f.s. ... = 3X € LP mit
X, — X Pfs.und ....

(3) Aus X, — X in L? folgt || Xoll, — || X||,-

c) Konvergenz in [P

Satz 7.6. Sei (X,)n, Cauchy-Folge in LP (1 < p < o0). Dann IX € LP mit:
(i) X — X in LP

(i) X, — X P-stochastisch
(iii) X, — X P-f.s. fir geeignete Teilfolge (ny)y

Beweis:
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zu (iii): (X,)n Cauchy in £P = 3(ng), mit || Xn,,, — Xn,ll, <275
Sei Vi = X, — Xp und ¥ = 3 [V
k=1

Mg41

l o0
=Y, = sup | kX_:l Yielllp < kZ_fl Vel <1

monotone f(onvergenz
!
=Y < oo P-fii., Y Y, konv. P-fs.
k=1
(Xy,): konv. P-fs.
Ferner: | X, .| <Y +|X, | € LP
Majorisierte Konvergenz = 3X € £P mit X,, — X P-f.s. und in L? (also (iii)).
zu (i): (X,), Cauchy in LP = Ve > 0: 3Im,: || X,, — X,|| < € (Yn,m > m,)
Xp, — X in LP = Tk : || X, — X||, < € und ny > m,.
Beides zusammen: ||.X,, — X ||, < || X0 — Xo,llp + [ X0, — X, < 2e.
zu (ii): Chebyshev-Markov: Vo > 0:
P(|Xp = X[>a)<a?-|X, - X|[}f — 0 fiir n — oo. ]

Korollar 7.7 (Riesz-Fischer). £?(2, A, P) ist vollstindig (1 < p < o). (Eben-
so LP(Q, A, P).)

Beachte: (iii) in obigen Satz gilt i.a. nur fiir Teilfolgen (s.Ubung)!

d) Fast sichere Konvergenz und Stochastische Konvergenz

Satz 7.8.
(i) X, — X P-f.s. = X, — X P-stoch.

(i) X, — X P-stoch. = 3 Teilfolge X,,, — X P-f.s.

Bewezis:
(i) X,, — X P-fs.
1= P{w: Xaw) — X@} = POU N {w: [ Xalw) - X ()| <

k m n>m
s1=Pl..) Vk

m

=
——
~—

= Vk: 1 :n}i_r)réoP(ﬂ{w:|Xn(w)—X(w)|§%})

~ J/
-~

<
A\
~ ™~

= tim P{{w: [Xn(w) — X(w)| < %}) — stoch. Konv.

m—00
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(ii) X, — X P-stoch. & Ve >0: P(|X, — X|) >¢€¢) — 0
Insbesondere: Yk € IN : 3ng > g1 @ P(|Xp, — X[ > 1) <2°F
5 3 P(Xy — X| 2 }) < o0
k=1
Mit Borel-Cantelli-Lemma (s. unten):
= P({w : | Xy, (w) — X (w)| > 1 fiir unendlich viele k € IN}) =0
= P({w : X, (w) — X(w) fiir £ — oo}) = 1. ]

Korollar 7.9. X, — X P-stoch. <=V Teilfolgen (X,,) : 3 Teilfolgen (Xy, )
mit Xy, — X P-fs.

Zur Formulierung des Borel-Cantelli-Lemmas betrachte A,, € A und definiere

limsup 4,, := ﬂ U A, ={w:w € A, fiir unendlich viele n € IN}

n—00
m n>m

Schreibweise: P(limsup A,,) = P(A,, unendlich oft).

Lemma 7.10 (Borel-Cantelli I). A, € A. Dann

ZP(AH) < oo = P(limsupA4,) =0
n=1 n—oo

Beweis:
Sei N(w) =) 14,(w) Anzahl der n € IN mit w € A,,

also limsup 4,, = {w: N(w) = oo}.
n—0o0
Nach Fubini: E(N) =Y P(4,) < c.
Also N < oo P-fs.. i ]

Beispiel 7.11. n = ¢ - r Kugeln zufillig in » Urnen F}, F5, ..., F, legen
K, Anzahl der leeren Urnen
= E(K,)=r-(1-1) und E (&) — e fiir r — o0.

Beh.: % — e~ ¢ P-stochastisch

Beweis: Berechne var(K,) = F(K?) — (EK,)?
Sei wieder A; = {Urne F; ist leer}.
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var () = 1 (L= ) (1= 27— (1= )

Also mit Chebyshev:

P(&—ec|>¢) <}-B(|%-c)
2

K K

<2(E —T—E(—T> +E(—T —e°
r r r

[\ ~ vl VO

:var%—>0

— 0.

e) Gleichgradige Integrierbarkeit und L”-Konvergenz
Definition 7.12. (X,,), heifit gleichgradig integrierbar, falls
sup E(|X;|; | X;:| > M) — 0 fiir M — oc.

- >

-~
.

7~ Y

[ i
{IXi|>M}

Proposition 7.13. Aus jeder der folgenden Bedingungen folgt die gleichgradige

Integrierbarkeit von (X )n:

(1) Vn:|X,| <Y mitY € £! (Magjoranten-Bed.)
(ii) sup E(|X,| -log, |X,|) < o0 (Entropie-Bed.)
(#ii) sup E(|X,|P) < oo fiir ein p > 1 (Glm LP-Beschranktheit)

(iv) sup E(g(|X,|)) < oo fiir ein g : Ry — IRy mit @ — 00 fiir x — oo.

Beweis: o
(i) sup f | X, |dP < f YdP = f Y- Ty dP it Majorgate ¥
n {|Xn|>M} {Y>M} ——
— 0 P-1s.
fﬁI‘ M — o0

o8




(ii), (if]) < (iv).

(iv) Wegen @—>oofﬁrx—>oogilt:
Ve>0:dM =M, : Vo> M : =% <e.

g(z) —
= [ XudP= [ g(Xu)5iesdP<e [ g(Xa)dP <eG
{1Xn]> M} {1Xn|>M} {1Xna|>M}

1
gleichmifig in n (!)
mit G = sup [ ¢(|Xn|)dP < cc. ]

Proposition 7.14. Aquivalent sind:
(i) (Xp)n gleichgradig integrierbar

(i1) sup E(|X,|) < oo und Ve >0:30 > 0:VA € A:

PA)<d= / | X, |dP < € (Vn)

Beweis: (Ubung). ]

Satz 7.15. Sei (X,), C LP und X,, — X P-stoch. (1 < p < ).
Dann sind dquivalent:
(i) (XP)n gleichgradig integrierbar

(ii) X, — X in LP

(iii) E(|X,[P) — E(|XP) < oo. !
Beweis:

(i)=(ii): X, — X P-stoch. = 3 Teilfolge mit X,,, — X P-fs.
Nach Fatou: E(|X[P) = E(lilgn | X0, [P) < lin}ginfE(\Xnk )
< sup E(|X,|?) < oo nach Proposition
Aus | X, — X [P <27 (| X,|P + | X|P) folgt die gleichgradige Integrierbarkeit
von (| X, — X|P),.
Denn: Fiir € > 0 gilt:
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[|1X,—XPdP = [ |Xo—XPdP+ [ |X,—X|PdP

{1Xn =X >¢} {1Xn—X]<e}
< [ |Xn— XPdP+ e
{1 Xn=X|>c}

Wegen X,, — X P-stochastisch, ist P(| X, — X| > ¢) — 0 fiir n — o0
und damit (wegen (ii) in obiger Proposition):
[1X, — X[PdP =% 0.
(ii)=(iii): (Minkowski-Ungleichung) trivial
(iii)=>(i): Sei ¢¥pr € C(IR )
x, in [0, M — 1]
mit Y (x) =4 0, in [M, 0]
linear, in [M — 1, M].
Fiir € > 0 und M hinreichend grof ist E|X [P — Evp (| X|P) < e.
Aus dem Lebesgue-Konvergenzsatz (mit Majorante M) folgt
EYu(|Xalf) — Eu(1X]P).
Mit (iii) folgt daraus
lﬂu)(nV2|)(n|2iﬂ4) 55130)(nV3 _'la¢blﬂ)(nw)
s B(XP) - Bpu(IXP) < e
d.h. Ing : sup E(...) < 2¢

n>no _
Wiihle M* mit sup E(|X,[?;|X,| > M*) < 2e¢ und M = sup{M, M*}.
n<ng

= sup E(|X,|P; | X,| > M) < 2e7

f) Schwache Konvergenz

Geg.: E top. Raum mit B = B(FE) Borel-o-Algebra, W-Mafle v, (n € IN),
v auf (E, B).
Ges.: Verniinftiger Begriff fiir v, — v

Beispiel: < v,,(A) — v(A) (VA € B) (Punktweise, stark)

Zu restriktiv! z.B. z, = = % 0., (A) = 0,(A) (VA € B)

Definition 7.16. (v,), konvergiert schwach gegen v (in Zeichen: v, — v
schwach oder v, ~ v; gelegentlich v, — v oder v, = v), falls

/fdun—>/fdu (Vf € C(E)).

Satz 7.17 (Portmonteai). Sei E metrisch. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) v, = v
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(i) [ fdv, — [ fdv V[ beschrinkt, gleichmapig stetig
(#3) limsupv,(A) < v(A) VA abgeschlossen

(iv) liminfy,(A) > v(A) VA offen

(v) limv,(A) = v(A) VA mit v(0A) =0 (“v-randlos”)

(vi) [ fdv, — [ fdv Yf beschrinkt, mefbar und v-f.i. stetig
(d.h. v({z : f unstetig in x}) =0)

Beweis:

(i)=(ii) klar, ebenso (vi)=(i)

(iv)=(i) Ersetze f durch f +C = 0.B.d.A. f > 0.

Fatou
liminf [ fdv, = liminf [v,{f > A}dA > [liminfy,{f > A}dA >

Jv(f >Nd\= [ fdv
Analog: liminf [(—f)dv, > [(—f)dv = Behauptung

(ii)=(iii) Sei A abgeschlossen.
= A=G, mit G, = {z:d(z,A) < +} offen
= v(A) = lim v(Gy), d.h. Ve > 0:3ng : v(Gy,) < Vv(A) +e.

Wihle f beschridnkt, > 0 und gleichméfig stetig mit f = 0 auf G7, und
f=1auf A.

Gny

= limsup v, (A) < lim sup/fdyn = /fdl/ < v(Gpy) < V(A) +e

n

(ili)<(iv) Komplementbildung.

o

liminf v, (A) und
lim sup v, (A).

(iv)=(v) v(A) 1/(;}) < lim inf v, (
A

) <
v(A) = v(4) > limsupw,(A) >

61



(v)=(vi) f beschrinkt = Ve > 0: 3¢ < ¢ < ... < ¢ mit ¢g < f < ¢ auf Q,
lek — ck—1] < € und

v({z: f(z) =ca}) =0

f vl stetig = Ag := {x : ¢ < f(x) < cgy1} ist v-randlos.

-1
/gdl/n—/gdl/
-1

Seinun g = > ¢ - 14, = |g— f| <,
k=0
< 2e+
< 2+ ) o (val(Ar) — v(4r))

‘ / Fdvn — / fdv
k=0

—>0fﬁ;rn—>oo
— 2¢ ]

Korollar 7.18. Fir W-Mafe auf (IR, B(IR)) sind dquivalent
(i) v, — v schwach

(ii) F,(x) — F(z) in allen Stetigkeitsstellen x von F (wobei F, () = v, (]—o0, z])
und F(z) = v(] — oo, z])).

Beweis:

(i)=(i) Ist F stetig in x, so ist | — 0o, z] eine v-randlose Menge. Also: Beh. folgt
aus (i)=-(v) im Satz.

(il)=(@1) Sei X, (w) =sup{z: F,(z) < w} und X (w) =sup{z: F(z) < w}
= AX, = Vn, Ax = v mit Al = Aj
(denn A%, (] = 00, 2]) = AN(X, (] — 00, 2])) = AY([0, F(2)]) = F(x))
X, X sind ZV auf ([0, 1], B([0, 1])).

a) Behauptung: X, (w) — X (w) fiir alle w € [0,1] \ N mit

N = {w]ay,b,[# 0} “Unstetigkeitsstellen von X “
a, = sup{z: F(z) <w}=X(w)
b, = inf{z: F(z) >w} = X(w;)
N ist abzédhlbar, denn die ]a,, b,[ sind disjunkt.
z.z. (1) liminf X,,(w) > X(w) Vw ¢ N
n—00

(denn: fiir z < X (w) mit F stetig in x gilt: F(z) < w
und damit fiir hinreichend grofie n: F,,(z) < w.
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D.h. X,(w) > = und damit (wegen x beliebig) X, (w) > X (w).)

z.2. (2) limsup X, (w) < X(w) Vw ¢ N

) Yw
(denn fiir z > X (w) mit F stetig in z gilt: F(x) > w.
= F(z) >w= X,(w) <z= X,(w) < X(w).)

b) Behauptung: X,, - X A!'-fs., denn \'(NV) = 0.
¢) Behauptung: [ ¢(X,)d\' — [ g(X)d\' Vg € Cy(R),
denn g(X,,) — ¢g(X) A-f.s. und g(X,,) < M = Behauptung wegen Satz

von majorisierten Konvergenz (fiir \' = Ajo,1f)

d) Behauptung: v, — v schwach, denn

/gdyn :/gd (A\x,) = /g(Xn)d/\l —>/g(X)d/\1 = /gdl/ Vg € Cy(R).[]

g) Konvergenz in Verteilung

Geg. (2,A,P), ZV (Xp)n, X.

Definition 7.19. X,, — X in Verteilung, falls Px, — Px schwach. (oder
X,= X, X, 5 X)

Achtung: Aus X,, 5 X und Y, % Y folgt nicht X, +Y, — X + Y.

Satz 7.20. X,, - X P-stochastisch = X,, — X in Verteilung. (Falls X konstant
ist, gilt auch die Umkehrung.)

Beweis: Sei f beschrankt, gleichmifBig stetig

= |B(f(X,) - /(X))
< B(f(Xa) = F(X0)]: (X X) < 8) + E(|.. :d(Xo, X) > 0)
=

= ‘ / fdPy, — / fdPy

f gleichmifig stetig = Ve : 36 : |f(x) — f(y)| <, falls d(z,y) <9
= (%) <e+2||flloo - P(d(X,,X) > 0) Umkehrung

- i

— 0 fiir n — oo (stochastische Konvergenz)

63



siehe unten!

Bemerkung: X,, — X in Verteilung =

E(f(Xa) = E(f(X))  VfeG(R).

13

Zum Beweis von “ <= “ in obigem Satz:
Sei Px, — Px =6, mit a € R.
Fiir € > 0 wéhle f,g € C(IR) mit f < Ly ¢4 < g und f(a) =1 = g(a). Dann

1st
[ fdPx, < P(X,€la—ea+¢€) < [gdPx,

I |
[fiPc=  f@)=1=g(a) = [gdPx
d.h. P(X, €]la—¢€,a+¢]) = 1 fir n — oo.
=P(|X,—a|<e)=P(|X,— X|<e¢)
m.a.W. P(|X, — X| > ¢€) — 0 fiir n — oo (Ve > 0). ]

Beispiel 7.21 (Zufillige Permutation).

etwa vertauschen von Hiiten, Ménnern (im Tanzkurs), ...

(1 = {Permutation von {1,...,N}}

Ky = Anzahl der Fixpunkte = (Ubung; Serie 1, Aufgabe 2):

—k
1™ 1
Z( ) —)E-e’I fir N —-

P(Ky=k) = (]D NF. —

o

m=

(“Poisson-Verteilung“ mit Parameter 1).

Beachte: F(Ky) =1VN,
denn sei A; = {i ist Fixpunkt } = P(4;) =

und E(Ky) = E (é_vjl IAi) =N-P(4)=1.

Unabhéngig von der Gréfe der Verwirrung!

1
N

Beispiel 7.22 (Warten auf seltene Ereignisse).

(2, A, P) Bernoulli-Versuchsfolge mit Erfolgswahrscheinlichkeit p > 0
T = Wartezeit bis zum ersten Erfolg = Anzahl der Spiele = K

= P(T=k)=p(l-p* " (keN)

= P(T >z)=(1-p)kl! (z € R) (“geometrisch verteilt“)

Statt 1 Versuch pro Zeiteinheit mit Erfolgswahrscheinlichkeit p machen wir nun
n Versuche pro Zeiteinheit mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, = 2.

Sei T;,, = Wartezeit bis zum 1.Erfolg "
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= L (Anzahl der Spiele bis zum 1.Erfolg) = % - K, bei Spiel mit

Erfolgswahrscheinlichkeit p, = 2

= P(T,>2) = P(K,>z-n)= (1~ %)[m}_l — e7P? fiir n — oo
(“exponential-verteilt*)

D.h. die Verteilung von 7;, konv. schwach gegen die Exponentialverteilung mit
Parameter p.

Konkret:
e T = Anzahl der jéhrlichen Zahnarztbesuche bis zum 1. Entdecken eines Lo-

ches
K19 = Anzahl der monatlichen ..., K355 = Anzahl der téglichen ...

e 7" = Anzahl der Messungen bis ein radioaktiver Zerfall festgestellt wird

Beispiel 7.23 (Trefferanzahl bei geringer Trefferwahrscheinlichkeit). Sei
X,, = Anzahl der Erfolge in den ersten n Spielen bei Spiel mit Erfolgsw. p, = %
(= E(X,) =n-p, =p, d.h. insbesondere X,, ist “klein“)

n k n—k
pF (1 =p,
L) sk -

- () (-

- A—k-n'("_l)"“'(”"““).(1_3)k-(l_i)n

= P(X,=k) = <

ko nk n n
— 1 NG| e
)\Ic
= e (“Poisson-Verteilung mit Parameter \“)

“Poisson-Approximation der Binomialverteilung*
D.h. Binomialverteilung mit Erfolgswahrscheinlichkeit % konvergiert schwach ge-
gen Poisson-Verteilung mit Parameter A.

z.B.
e Tote durch Hufschlag in Kavallerie-Regiment (n = Anzahl der Hufschléige)

e Anzahl der Kunden, die zwischen 13*° Uhr und 13% Uhr bei einer Bank ein-
treffen

(n = Anzahl der Hufschlige)

e Anzahl der Babies, die am 22.11. geboren werden (n = Frauen)
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e Anzahl der Verkehrsunfille an einem Tag (n = Autofahrer)

Beispiele 7.24 (fiir schwache Konvergenz / Konvergenz in Verteilung).

1. T,, = Wartezeit bis zum 1.Erfolg bei Spiel mit Erfolgswahrscheinlichkeit

Geometrische Verteilung:

[xn]—1
P(T, > z) = (1 - 3)
n

2. X, = Anzahl der Erfolge in den ersten n Spielen bei Spiel mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p, = 2
Binomialverteilung

Ps,({K}) =P(X, =k) = (") (&)*-(1=-2)""  (k=0,1,...,n)
X Pk} =Ze” (ke Ny
Poisson-Verteilung

3. X, = Anzahl der Erfolge in den ersten n Spielen bei Erfolgswahrscheinlichkeit
1

2
Binomialverteilung

Standardisierung

De Moivre / Laplace

Py, — N(0,1) = Standard-Normalverteilung.
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h) Zusammenfassung

[Lp-Konvergenz]

[stochasti sche Konvergenz]

konstant f.s, )

(faIISX

CKonv. N Verteilung)
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Teil 111

Unabhingigkeit
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Kapitel 8
Unabhéingigkeit

Fundamentaler Begriff der W-Theorie
(“W-Theorie=Mafltheorie4+Unabhéngigkeit*)

Gegeben stets (€2,.4, P) W-Raum
Definition 8.1. Ereignisse A, B € A heiflen unabhdngig voneinander, falls
P(ANB)=P(A)- P(B).
X,Y heifien unabhingig voneinander, falls VA, B € B(IR) :
P(Xe€ AYeB)=P(X e€A)-P(Y € B).

Beispiele 8.2.

e Be Amit P(B) =0:
jedes A € A ist unabhéngig von B
(denn P(B)=0= P(ANB)=0= P(ANB)=P(A)-P(B))

e Be Amit P(B) >0:
A € A ist unabhingig von B < P(A) = P(A|B)

P(ANB
(denn 50552 = 5 - P(A|B).)

e A und B unabhéngig < A und B¢ unabhingig < ...
(denn P(ANB¢) = P(A)— P(ANB)=P(A)—P(A)-P(B) = P(A)-P(B°).)

T
unabhéngig
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e ) =0, x QQ,A=A1®A2,P=P1®P2:>VA1 € ./41 und A, EAQ sind die
Mengen A = A; X 2y und B = ; X Ay unabhéngig
(denn P(A) = Py(A4),P(B) = Py(A3) und P(AN B) = P(A; x Ay) =
Pi(A1) - Py(A2))

e Konkret: 2x Wiirfeln Q = {1,...,6}?
A =“beim 1.Wurf eine 6“
B =“beim 2.Wurf eine 6
P(A) = %,P(B) = é,P(Aﬁ B) = %.
Bemerkung: Nicht unabhingig sind die Ereignisse
A =“es gibt viele Storche*

B =“es gibt viele Babys“

e A unabhingig von A < P(A) =0 oder P(A) =1

Definition 8.3.

(i) Fine Familie (A;);er von Ereignissen A; € A (mit I beliebig) heifst (stocha-
stisch) unabhéngig (bzgl. P), falls VJ C I endlich:

(i) Eine Familie (B;)ic; von Mengensystemen B; C A heifst unabhiingig, falls
fir jede Wahl A; € B; (i € I) gilt:
(A;)ier ist unabhdngig.

Bemerkungen:
e (7) ist Spezialfall von (i7) mit B; = {4;}

e (A;);cr unabhéngig < V endlichen J C I : (A;);cs unabhingig
=Vi,j € 1,i# j:A;und A; unabhéngig (“paarweise Unabhéngigkeit*)

Achtung: i.a. gilt nicht: paarweise Unabhéngigkeit = Unabhéngigkeit

Beispiel 8.4. 2x Wiirfeln
A; = “Augenzahl beim 1.Wurf ungerade“
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Ay = “Augenzahl beim 2.Wurf ungerade
Az = “Summe der Augenzahlen ungerade”
= A; und A, unabhéngig, A, und A; unabhéngig, A3 und A; unabhéingig
aber A, Ay und A3 nicht unabhéingig, denn

=0

Beispiel 8.5. (0 =[0,1], 4 = B(Q),P = A = Al |

2" —1
2k 2k +1
A = - - -
k=0
A A
A2 Ao
A As As
A(—m — — — — — — —
= P(4,) =3
k
P(A“ ﬂAm ﬂﬂAZk) =27k = HP(A”) (Vll,,lk € N)
=1

= (Ap), unabhingig !
Beispiel 8.6. Q =[], A=Q A4, P=QPF,

iel i€l i€l
— _ ) A; 1=17
FﬁrAiE.AisetzeAizwilAi =...= B-mltB-:{ v
(4:) jI;II ! ! Q; , i#J

(:QlX...XQZ'_1XAZ'XQZ'+1X...,faHSI:]N)

= (A;)ies ist unabhiingig (fiir belieb. A; € A;),

e ol - 1)

_ (@a) (HA,-) TP

1€J

Bemerkung: (“Verkleinern von Mengensystemen*):
Ist (B;)iecr eine unabhingige Familie von Mengensystemen B; C A und ist C; C B;
(Vi € I), so ist auch (C;);er unabhiingig.

Vergroflern von Mengensystemen zerstort i.a. die Unabhingigkeit.
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Satz 8.7. Sei (B;)icr unabhingige Familie von ()-stabilen Mengensystemen B; C

A (i € I). Dann gilt:
(i) Die Familie (0(B;))icr ist unabhdngig.

(ii) Sei I = (®) Ji eine disjunkte Zerlequng von I.

kEK
(a (U B,)) unabhdngig.
i€Jk keK

Beweis: (i) 0.B.d.A. I C J endlich !
Betrachte fiir j € T

D, = {Ajeo(Bj):Viel\{j},VA €B,:

(x) P (ﬂAi) =[P«

i€l el

Dann ist die Familie

D; ist ein Dynkin-System, denn
[ ] Q € D]

e Aus A; € D; folgt

(o) - lg) (0

i#]
[P -] P = (HP ) (AS), also AS € D;

i#£] (7}

e Aus Aj, € Dj,n € IN disjunkt, folgt ...|JA;, € D,. Denn:

(e los) - o) -2

i#] n ]

- ZP ) ] PA HP(A,-)-P(UAjn)

i#£] 1#£]

Also: D, ist Dynkin-System mit B; C D; C o(B;) und B; ist [}-stabil.
= D, = o(B;) (d.h. (x) gilt VA; € o(B;))
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(Bi)ie[ = (O'(Bj), Bi)i;{_-j ist unabhéngig (fur jedes j € I)
el

= (induktiv) (J(Bi)z),-e 7 ist unabhéingig
(17) Betrachte Cp, = {() 4; : J endlich C Ji, 4; € B;}

icJ
= Cy, ist [)-stabil und (Cy)rex unabhingig,

denn P(Cy, N...NCy,) = P (VA |n...n{ [ 4

iEJkl 1€Jx,

= [I PA)=P(C) ...  P(Ch).

iEJkl U...UJg,

= (mit (7)): (0(Ck))rex unabhingig. ]

Definition 8.8. Sei (B,), N Folge von o-Algebren auf Q0. Dann heifit By, =

No ( U Bm> o-Algebra der terminalen Ereignisse (oder asymptotische o-
n m>n

Algebra, tail-o-Algebra) der Folge (B,)n.

Beispiel 8.9. (2, A) oco-oft Miinzwurf
B, = 0(X,) =“Information aus dem n-ten Wurf*

4

ol U Bn ) =“Information aus den Wiirfen n,n +1,...¢
m>n
Bs =“Information aus der unendlich fernen Zukunft*
etwa {“Kopf“ kommt oo-oft } € By
n
oder {% M X; = afirn — oo} € B, fiir jedes a.

=1

Satz 8.10 (0-1-Gesetz von Kolmogorov). Ist (B,), N unabhingige Folge
von o-Algebren B, C A, so gilt fiir jedes terminale Ereignis A € B,
entweder P(A) = 0 oder P(A) = 1.

Beweis: Nach Voraussetzung: By, Bs, ..., By, Byim, - - - unabhéngig.

=VnelN:B,By,....B,,0( U Bm) unabhiingig (nach Satz 8.7(ii))

m>n
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=Vn € N : By, Bs,...,B,, By unabhingig (“Verkleinern*)
= By, Bs, ..., By unabhingig

=0 UBn) , B unabhéngig (nach Satz 8.7(ii))

= Boo, B unabhingig (“Verkleinern*)
= VA € By, : A unabhiingig von A = P(A) = P(A)* = P(A) € {0,1}. ]

Korollar 8.11. (A,,), unabhingige Folge von Ereignissen A, € A =

P(limsup A,) =0 oder =1

Beweis: (A,), unabhingig = (0(A,)), unabhiingig; lim sup A,, terminales Ereig-
nis. []

Bemerkung: limsup A, < doo viele n € IN mit w € A, d.h. “co-viele der
A, treten ein“

Lemma 8.12 (von Borel-Cantelli).
(i) > P(A,) < oo = P(limsup A,) = 0.
(i) Falls (Ay), unabhingig:

ZP(An) =00 = P(limsup 4,) = 1.

Beweis: von (ii): Sei m < M < oo. Aus Unabhéingigkeit folgt

M M M
P (ﬂ A;) =[] @ - P(4n) < [] e 74 = e Zon Pl

n=m

T
wegen 1 —z < e *( fiir z > 0)

M
Fiir m fix und M — oo ist nach Vor. ) P(4,) — oo und damit

o] M
P(ﬂ A;) = lim P(ﬂ A;;) = 0.
=  P(limsupA,) =P (ﬂ O An> = lim P(G An> =17

m n=m
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Beispiel 8.13 (“Affe an der Schreibmaschine*).

(2, A, P) = (0, Ao, P)™

Qo endlich, Ay = P(Qo), Po(wo) > 0(Vwy € Q) z.B. Gleichverteilumg auf €.
Jedes w € Q ist ein zufélliger (unendlich langer) Text,

Vorgabe eines n-Tupels z = (x1,...,x,) € Qf

(Text der Linge n) z.B. Shakespeares Gesammelte Werke

T(w) = inf{k e NU{oo}: (Wky-- s Wrin-1) = (T1,---,Zn)}
= Zeitpunkt des ersten Auftretens des Textes x im Text w

Wie grof} ist P(T" < o0)?
= P( Text x kommt irgendwann)

Losung: Bilde Blocke der Lénge n

n n n

A; = { Text kommt im i-ten Block }

= P(4;) =[] Po(z;) = @ > 0 (unabhéngig von i !)

=1
(Ai);cv unabhéngig, > P(4;) = oo

= P(limsup4;) =1

= Text kommt oo-oft.
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Kapitel 9

Unabhingige ZV und ihre
Verteilungen

a) Unabhiingige ZV

Gegeben sei der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).

Definition 9.1. Fine Familie (X;);c; (I beliebig) von ZV X; auf (Q, A, P) heifst
unabhiingig, falls (0(X;))icr unabhdngig ist.

Bemerkungen:
(1) Wegen o(X;) = {{X; € A} : A € B(IR)} ist das dquivalent zu

P(N)(Xi € A = [[ P(Xi € A (¥

VJ endlich C I und VA; € B(IR),i € J

(2) Ist (X;)ic; unabhingig und f; : IR — IR meBbar (Vi € I), so ist auch
(fi(Xi))ier unabhéngig.
(Denn o(f;(X;)) C o(X;) (Vi € I).)

b) Gemeinsame Verteilung von ZV

Gegeben sei eine ZV X; auf (2,4, P) (i € I) mit Verteilung Px, = X;(P) auf
(R, (). -
Die Abbildung X =@ X;: Q@ — R heifit Produktabbildungen.
el e (X (w))ier
Sie ist A/B( IR)!-mefibar.
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Definition 9.2. Das Bildmafi Px = X (P) auf (EI, B(R)) heifit gemeinsame
Verteilung der Familie (X;);er.

Beispiel 9.3. I ={1,...,n} B
=X=(X,....X,): Q—TR"
e (X1 (w), ..., Xn(w))

)

Py ist W-MaB auf (  IR", B(IR")), eindeutig bestimmt durch

n

Px(Alx. . XAn) = P(ﬂ{X, € AZ}) = P(X1 € Al und ... und Xn € An) VAZ € B(ﬁ)

=1

Satz 9.4. (X;);cr unabhingig <= Px = Q) Px,,
i€l
d.h. gemeinsame Verteilung = Produkt der einzelnen Verteilungen.

Beweis: Fiir beliebige J endlich C I und A; € B(IR) gilt:

Px([T4ixR"™Y) = P(O{Xi€ A})

ieJ? _ (1) ieJ? _ (2)
@Po)[[4xRY) = []P(xi€a)

Nun gilt ferner: (X;);cr unabhiingig < (2) VJ endlich C I

VA, € B(R)
und Py = @ Px, < (1) VJ endlich C I
el VA; € B(R) O

Korollar 9.5. X,,..., X,, unabhingig, Px, absolut-stetig bzgl. \'
mit Dichte f;
= Px < X" mit Dichte f(x1,...,2,) = fi(z1) - ... - fu(zy).

Beweis: | f ) dPX = PX(AI X ... X An) = HPXl(AZ) = HA[ f,(xz))\l(dx,)
=A@ falma)X(dr). O

A1 X...XAp

7



Beispiel 9.6. X, ..., X, unabhéingig, normalverteilt auf IR
mit F(X;) = o4, var(X;) = o2

= X = (Xy,...,X,) mit Verteilung Px auf IR", absolut-stetig bzgl. \"

B = 1) = (ro?) 7 exp (-3

lz—al? =Y |z; — a;)? a=(ay,...,0p), 0= (T1,...,Tp)
i=1
(“n-dimensionale Normalverteilung*)

Beispiel 9.7. X3,..., X, unabhingig, gleichverteilt auf [0, 1]
= gemeinsame Verteilung = Gleichverteilung auf [0, 1]".

Beispiel 9.8. X; = X, gleichverteilt auf [0, 1]

= gemeinsame Verteilung = Gleichverteilung auf der Diagonale von [0, 1]2.

c) Faltung von W-Maflen

Seien p, ..., p, W-MaBle auf (IR, B(IR)). Dann ist das Produktma$ 11 ® ... ® py,
ein W-Maf$ auf (IR", B(IR")).
Dessen Bildmaf unter der Abbildung s,: R" — IR
(1o @p) P X1+ .. Ty,
(stetig, also mefibar)
ist ein W-Ma$ auf (IR, B(IR)).

Definition 9.9. Es wird mit

fa k. k= 5u( 1 ® ... ® i)
—_—— — ———
W-Maf auf IR W-Maf auf IR™

bezeichnet und heifst Faltung (oder Faltungsprodukt) von pi, . . ., .

Proposition 9.10.
(i) Fir jedes mefbare f > Oauf R gilt
s esm) = [ fosdue...eum)
- f(sn(2)) (11 ® ... ® py)(dr)
- /]R /]Rf(xl otz (dz) - ()
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(i) Im Fall n = 2 gilt fiir jedes A € B(IR)
em)) = [ [ i@+

= /]R /]R Ts—g, (w2) po(dzo) i (dovy)
= /IR po(A — x1) i (dzy) = /]R p1(A — z2) p2(dzs)

(11i) Ist einer der beiden Faktoren p; absolut-stetig bzgl. \', etwa uy; = @1 - A, so
st auch py * po absolut-stetig mit Dichte ¢ gegeben durch

o(z) = / o1(¢ — 22)a(d).

To A

(w) Ist p; = @; - A fiiri=1,2
Ml*,u2:(901*€02)')‘1

mit o1 % @o(z) = [ @1(z — y)pa(y)dy = Faltung der Funktionen o1 und oo

Bemerkung: Obiges gilt nicht nur fiir W-Mafle auf IR, sondern fiir endliche
MaBe auf IR%.

Korollar 9.11. Die Faltung von endlichen Maflen ist

o kommutativ: 1y * flo = o * i1
o assoziativ: (i * fo) * 3 = 1 * (U2 * p3)
o distributiv: pq * (o + p3) = 1 * fho + p1 * U3

Analoges gilt fiir die Faltung von Funktionen.

Ferner gilt: 0y % 0y = 0z4y
und i * &g = [
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Bemerkung: Sei 9 > 0in £}(IR, B(IR), \) mit [¢dA =1
und sei 1e(r) = €+ (%). Dann gilt ¢ - A — J und

i * (e - ) — p schwach fiir € — 0

fiir jedes W-Maf p.
Beachte: p* (.- \) < .

d) Summen unabhingiger ZV

Satz 9.12. Seien X, ..., X, unabhingige, reelle ZV und S, = >_ X;.
i=1

Dann ist
PSn:PXl*---*PXn-

Beweis: Sei s, : R" — R, (z1,...,2,) — 21+ ...+ 2, und
X =(Xy,...,X,):Q— R" Dann ist S, = s, 0 X
= Ps,(A) = Piox(A) = P((sn0 X)7'(4)) = P(X7'(s;'(4)))

unabhingig

= Px(s7'(4)) = (Px, ®...® Px,)(5;(4))

Bildmaf
— (Py, %...% Px.)(A) (VA € B(R))[]

Beispiel 9.13. Binomialverteilung g2 = (Z)pk (1 —p) k. 6.
k=0
Seien Xj, ..., X, unabhingig nach ¥ =p-d; + (1 — p) - dg verteilt.
(dh. P(X;=1)=p, P(X;=0)=1—p Vi=1,...,n).
Dann ist S,, nach S verteilt.
M.a.w. BYx...x B0 =pP
—_——

n-mal
Beweis durch Induktion:

o1 *xB1 = (i (n ; 1>pk(1 —p" T E 5k) #(p+ 01+ (1 —p)-do)

[l
3
M2
VS
3
E
—_
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Das hatten wir bereits immer wieder verwendet!
Aufgrund der Assoziativitéit der Faltung folgt:
Sind X; und X, unabhéngig nach 3% bzw. 3f verteilt, so ist X; + X, nach

p .
g 1n,-verteilt.

Beispiel 9.14. Poisson-Verteilung 7(\) = e - Z
Sind X, X5, unabhiingig nach 7 (\;)-verteilt, so 1st X1+X2 nach 7 (A +\o)-verteilt.

Beweis: Sei pu; = Px, = w(\;)

= Pxiyx,({n}) = pxpe({n}) = kii p({n — k})pa({k})
e~ (M1ti2) kz: % mit A = A\ + Ay
R SRR

—1
= 1A}

Beispiel 9.15. Normalverteilung v, 52 = @402 - A' mit

|z — af?
~exp | — 552

Sind X, X, unabhéingig nach v, ,.-verteilt, so ist X; + X, nach

Vay +an,02 402~ verteilt.

N[ =

Va2 (T) = (2mo?)~
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Beweis:

P(T) = (Paye? * Pagoz) (T)
_ ﬂf—y—alP |Z/—CY2|2
= (2 L. _| - d
( 7T0102) /|R eXPp ( 20% 20‘% y

otoy \~
(pal—}-az,af—l—tf%(x)' 27

M

02 + o2
T—ar+a |jz—y—al? |y—
. exp | + - - d
/]R P ( 20% + 203 207 202 Y
1
2.2 \—% 2 2
0105 o1 + 05 9
Paitaz,02+o2 ("E) ’ (271-0_% T O'%) : /IR exp <_ 0_% - Jg (y .- ) )dy
-1

= Paitaz,oito} (=)

Beispiel 9.16. Gamma-Verteilung I'(¢, @) = ¢y - ' mit

ot | —az, t-1
%a(x):{ T " © T , >0

o , sonst.

t
B(X) :/xdF(t, )=+
«
e Sind X7, X5 unabhéng. nach T'(¢;, ) verteilt, so ist X; + X5 nach T'(¢; + o, )
verteilt.
(— Ubungsstunde) Denn:

atitte r —a(z— 1— - 2—
(Pr,0* 6,0)(Z) = FiTEy 'Ofe 0 (g =)t ey dy
1
I'(t)

— at | ,—ar | gt . 1 _ t1—1 tzfld )
T(t) € z F(tl) . F(tg) /( y) ) Y
0

N J/
-~

=1 wegen f Dty * Pty add =1
e Fiir t = 1: Exponentialverteilung: Exp(«)
Sind X3, ..., X, unabhiingig nach Exp(«) verteilt, so ist X; + ...+ X, nach
['(n, a) verteilt. (Ubung 7/2b)

e Firt=:, a= # Chiquadrat-Verteilung.
Sind X1, ..., X, unabhiingig v ,2-verteilt, so sind X7, ..., X2 unabhiingig
x*-verteilt = I (3, 503 )-verteilt (Ubung 7/4c)
und X7 + ...+ X2 ist x2-verteilt = I' (2, 555 )-verteilt

(= Chiquadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden).
|X| = (X2+4...4 X2)7 ist y-verteilt mit n Freiheitsgraden. (Ubung 8/4a)
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Beispiel 9.17. Cauchy-Verteilung C(a) = ¢, - A! mit

()_1 o
Pal® w2+ 2

Sind X7, X5 unabhéingig nach C(«;)-verteilt, so ist X7 + Xo

nach C(ay + ay)-verteilt.
Beweis spiter mit Fourier-Transformation!

Bemerkung: Ist X nach C(a)-verteilt, so ist 2X nach C(2«)-verteilt (nach-
rechnen!).

Folglich Px x Px = Pyx.

Also: Px,.x, = Px, * Px, =% X1, Xy unabhiéingig, d.h. in obigem Satz gilt keine
Umkehrung!

e) Produkte unabhingiger ZV

Satz 9.18.

(i) Seien X1,..., X, unabhingig und > 0. Dann ist

E(X,-...-Xp) = B(X))-...- B(X,). (%)

(1) Sind X1, ..., X, unabhingig und € L', so ist X1 -...- X, € L' und (x) gilt.

Beweis: Es geniigt (i) zu zeigen.

Wegen Unabhiingigkeit ist Px = () Py, die gemeinsame Verteilung von
i=1

X = (Xy,...,X,).

S B(X ... X)) = /xl-...-anX(d:c):/.../x1-...-anXI(dxl)...PXn(dxn)

= /xlpxl (dzy)-...- /anXn (dzn)
= E(X))-...- E(X,)

Beachte:
e Allgemein gilt X, Y € L2= X -Y € L.
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e Falls X, Y unabhingig, so gilt:
XYell=X-Ye!

(bzw. X,Yel’=>X-YeLl?)

In obigem Satz 9.18(i) gilt keine Umkehrung (siehe “Unkorreliertheit“). Aber

Korollar 9.19. X1,..., X, unabhingig <= Vfi,..., fn > 0 mefbar auf IR:

Beweis: “ = “ Aus der Unabhéngigkeit von (X;); folgt die Unabhéngigkeit von
(fi(X;)); und damit die Behauptung wegen Satz 14.9.(i).

“e=f VAL LA, € B(R) gilt (mit f; = 1,

?

):
P{XieApn...n{X, € A}) = E(fi(X1) - ... fu(X4))
— E(A(X)) .. E(fo(Xa)) = P(X1 € A1) - ... P(Xy € Ay) (]

f) Unabhingigkeit und Unkorreliertheit

Definition 9.20. Fiir X,Y € L*(Q, A, P) heifst

cov(X,Y) = E([X—-EX)]-[Y —-E®Y))
— E(X-Y)- E(X) E(Y)

Kovarianz von X und Y.
X undY heiflen unkorreliert, falls cov(X,Y) = 0.

Elementare Eigenschaften:
(i) X,Y unabhing. = unkorrel.

(ii) var(X) = cov(X, X)

(iii) X und X unkorreliert < X f.s. konstant
= X und Y unabhéngig (VY)

84



(iv) var(X +Y) = varX + 2 - cov(X,Y) + vary
(denn: 0.BAA. E(X)=E(Y)=0=var(X+Y)=E(X+Y)}) =..)

(v) X,Y unkorreliert < var(X +Y) = varX + varY

(vi) Stets: |cov(X,Y)| < vvarX - vvarY (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Die Zahl p(X,Y) = XXV _ ¢ [_1 1] heit Korrelationskoeffizient.

— Jvarx./vary
(vii) p(X,)Y)=+t1< Fa,: X =a-Y + § P-fs. (“vollige Abhéingigkeit )
(denn:
=var[X +t-Y] = varX 4+ 2t-cov(X,Y) + 2 - varY

= varX =+ 2t - VvarX - VvarY +t% - varY

vvarX
= (VvarX £t-VvarY)? =0 fiir t =
( ) + vvarY

= X +t-Y = Const. P{s.)

Satz 9.21. (X,,), C L? (paarweise) unkorreliert —>
k k
var (Z Xn) = Z varX,
n=1 n=1
(Gleichheit von Bienaymé).

k
Beweis: var((z Xn) =Y varX,, +2 > cov(X,, X)
n=1 n

n=m

Beachte: Fiir Indikatorfunktion 14,15 mit A, B € A gilt:
14, 15 unabhéngig < 14, I unkorreliert

(denn: cov(14,15) = P(ANB) — P(A)-P(B).)
Fiir allgemeine ZV gilt = und <£! (Keine mafitheoretische Induktion!)

Beispiel 9.22. X, (w) = sin(27n - w) auf (2, A, P) = ([0,1], B([0,1]), A!)
= Vn # m : X, und X, unkorreliert, denn cov(X,, X,,) =
Aber X,, und X, abhingig, denn fiir ¢ — 0:
P(| X, <€) = e-
P(|Xon| <€) = €-

P(|X,| <eund | Xy, <€) =~ e-

A=y oo
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Beispiel 9.23. Q = {1, 2,3} mit Gleichverteilung P

1 0
X=<0 Y=<(¢1
-1 0

Beispiel 9.24. (2, A, P) = (-3, 1], B(), \!)
X(w) =w, Y(w)=|wl
= FEX -Y)=0=E(X)- -E(Y)= X,Y unkorreliert. Aber X,Y abhingig.

g) Das Konstruktionsprinzip fiir unabhiingige ZV

Gegeben Verteilungen (=W-MafBe) y; auf (IR, B(IR)), i € I, I beliebig.
Gesucht W-Raum (€2, A, P) und unabhéingige ZV X; mit Verteilung Px, = p;, i €
1.

Losung: Q = R, A= B(R),P =&
- icl
und X;: Q@ — R Projektion.
w i Xi(w) = w;
= Px, = p; (wegen der Definition des Produktmafes) und
®Px.=Q®ui=P=Px,daX:Q— TR Identitit.

i€l

Ahnliches gilt: Beschreibt (€2;,.4;, P;) fiir jedes i € I ein Zufallsexperiment (mit
Q; C R, A; = B()),

so beschreibt (Q, A4, P) mit Q@ = [[, 4 = Q A;, P = Q) P; das Experiment,
das aus der unabhéngigen Durchfiihrung der Einzelexperimente besteht.

Die Projektionen X; : 2 — 2; bilden eine Familie unabhéngiger ZV.

Allgemein: Fiir jedes ¢ € I wird ein Zufallsexperiment durch
eine ZV Z; : Q; — R auf einem W-Raum (€, A;, P;) beschrieben.

Gesucht: Ein W-Raum (Q, A4, P) und ZV X : Q@ — TR, die die “unabhiingi-
ge Durchfiihrung der Einzelexperimente® beschreibt in folgendem Sinne:
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eViel: Z <X, dh. Py, = Py,
e die Familie (X;); ist unabhéingig

Losung: Q =[], A=Q A, P=QPF,
Xz(w) = Zi(wi), d.h. Xz = ZZ (@) ﬂ'i,X = ®Zz o T;
= Px, = Prion, = (Pr,)z, = (Pi) 7, also X; < Zi
= Q Px, = Q(F)z = (Q P;)x = Px, also Unabhéingigkeit

Obige Beispiele sind Spezialfille: Z; =id auf ; = R
bzw.

Alternative Losung: @ = R, A = B(R)!, P = Q(P)) 2, X:(w) = w; Projektion

h) Beispiel: “Maximum erraten“

Sie spielen mit Threm Tischnachbar folgendes Spiel:

e Er schreibt von IThnen nicht einsehbar auf n = 1000 Zetteln n verschiedene,
zufillige, reelle Zahlen X;, 7 = 1,...,n; dann werden die Zettel umgedreht

und gut durchmischt.

(Die X1,..., X, seien unabhéngig, identisch verteilt mit stetiger Verteilung.)

e Sie sollen erraten, auf welchem Zettel die grofite Zahl steht.

Hierzu diirfen Sie der Reihe nach die Zettel aufdecken; jeweils nach dem Auf-
decken des i-ten Zettels miissen Sie bekanntgeben, ob X; Ihrer Meinug nach

die groBte der Zahlen X1, ..., X, ist - oder nicht.
Natiirlich konnen Sie sich nur fiir ein 7 entscheiden.

e Sie bekommen 10 DM, wenn Sie richtig raten und miissen 1 DM zahlen, falls

Sie falsch liegen.
Ist das fiir Sie gut?

Voriiberlegung
e Y|, ..., Y, seien die Zahlen, die Thr Mitspieler der Reihe nach aufschreibt,

es sind ZV auf (Qy, Ao, Po) mit Py(Y; #Y;) =1 Vi # j.

) 2 = { Permutation von {1,...,n}} mit Gleichverteilung P;

e Xi,..., X, sind ZV auf Q = Qy x Q; mit P = Py ® P; mit
Xi(wo, wl) = le(i) (wo)
Offenbar gilt (X;);—1,.., identisch verteilt.
(denn: P(X; € A) = [ [ 14(Vor(oy(w0)) Poldeop) Pr(deoy) = L 3 Po(Y € A)

k=1
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e Sei nun A; = (N {X; > Xi} =“Rekord im i-ten Spiel“
k<i
= P(4;) = % und (4;); unabhiingig.

Strategie: Sie wihlen k& € {1,...,n}, warten die Spiele Xi,..., X} ab und ent-

scheiden sich dann fiir das erste i € {k+1,...,n}, fiir welches X; den bisherigen
Rekord max X; bricht,

Jj=1,...,k

inf{lE{k+1,...,n}:Xl>.n%akaj} , falls{k+1,....,n} #0
j=1,...,

n , Ssonst
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mit dieser Strategie zu gewinnen?

d.h.i=

P(Gewinnen) = P(|* A, N...NAL NANAN...NAS
k+1 -1 l n

I=k+1
= (Z P(A) /P(Af)) - [ P(A%) (A = Rekord im I-ten Spiel)
I=k+1 j=k+1

T
unabh.

> 1%/% Il (1‘%)

I=k+1 j=k+1
RSN
B [-1 n
I=k+1
k n (k/n) 1
~ — - = — < 1/e — _
(Inn —Ink) " ln((k) > <In(e'*) .
“ 13 "T n
fir 2 =e

x1/x

X

Also: Optimales k ~ 2 und damit P(Gewinn) ~ 1 ~ 0,365 und E(Gewinn) ~ 3.
= Lukratives Spiel!
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Kapitel 10

Die Gesetze der grofien Zahlen

a) Motivation

Seien (X;), N identisch verteilt (d.h. 4 = Px, hingt nicht von i € IN ab) mit

Fiir n € IN betrachte S, = ) X; und %Sn.

=1

Ziel: Fiir n —» oo “mittelt sich der Zufall weg®, d.h. es gilt:

9

7 Sn (W) - a = B(X;)
T T
empirischer Mittelwert Erwartungswert
= Mittelwert der Beobachtungswerte = Mittelwert der moglichen Aus-
Xi(w), ..., X,(w) fiir festes w € Q ginge X;(w),w € ,
(gemittelt iiber i = 1,...,n) fiir festes 1+ € IN.

(gemittelt iiber w € Q)

Bei einem Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist F(X;) = a =
p und

1
—Sn(w) = relative (Erfolgs-)Haufigkeit
n

D.h. Relative Haufigkeit — Wahrscheinlichkeit
b) Das Schwache Gesetz

Voraussetzungen:
o X;€ L% A P),ie€N,

e var(X;) < C <oo,a= E(X;) (VieN)
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o (Xi),cIN paarweise unkorreliert

Satz 10.1 (“Schwaches Gesetz der Groflen Zahlen“ (Khintchine)).

1
—S,, — « in L? und P-stochastische fiir n — oo.
n

Beweis: Stochastische Konvergenz folgt aus L?-Konvergenz. Letztere folgt aus

1 2 S, 1 C
_ _ - - < —
E ([nSn a] ) var ( " ) — varS, E var(X;) < - — 0

T
unkorr. ]

Bemerkungen:

e Statt varX; < C geniigt 5 > varX; — 0 (n — o0).
i=1

e Falls E(X;) beliebig, betrachte X; = X; — E(X;), @ =0, 15, —

Anwendungen:

1. Ars conjectundi (J. Bernoulli (1654-1705)): Bei Bernoulli-Experimenten:

1
Relative Erfolgshédufigkeit —S, — Erfolgswahrscheinlichkeit p, P-stochastisch fiir n — oo
n

= Interpretation der Wahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit

2. Gleichméflige Approximation durch Bernstein-Polynome

Sei f € C(]0,1]) und definiere das n-te Bernstein-Polynom f,, durch

S0 Beren ((3)

falls S, = Z X; mit Xq,..., X, unabhéngig, identisch Bernoulli-verteilt
=1

PXi=1) =z =1— Py(X; = 0).
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= [falz) = f(2)] = )

|

[ (2)]- e
< m]lr(%) -0
< e-&[%—x §5]+2-||f||oo-Pw[%—x >6]

daVe>0:30>0:|y—z|<d=|f(y) — flx)] <e
e+ 2 ||flleo - Cs

Sn 1 Sn z-(1—x) 1
- x‘>5}_52 Var<n> 2 _4(52n—>0(n—>oo)

IN

mit05 = Pw[

T.
Chebychev

= sup|fu(a) = £(z)| =0 (n = o0)

Satz 10.2. Vf € C([0,1]) : Die Bernstein-Polynome f, konvergieren gleichmdfig
gegen f.

Korollar 10.3. Approximationssatz von Weierstraf

3. Monte Carlo-Integration

Sei f € £7(]0,1], B, Ajjo,1)-
X1, Xy, ... seien unabhéngig, gleichverteilt in [0, 1] und
L= L(F(X0) + o+ (X)),

1
Satz 10.4. I, — [ f(z)dz P-stochastisch
0

Beweis:
Die ZV f(X;), ¢IN sind unabhéngig, identisch verteilt mit Erwartungswert

B(() = [ 10 = [ f@dPs(e) = [ f@)ds  und
BE(f(X))?) = ...:/f2(x)dx<oo.

Schwache Gesetz:

I, = %( FOXD) 4+ (X)) — E(F(X,) = / f(@)dz  P-stochastisch]
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Verschirfung des Schwachen Gesetzes (nun ohne E(X?) < 00).

Satz 10.5. (X;), v unabhdngig, identisch verteilt mit

z - P(|X1| > z) = 0 fir z — oc.
Sn=30iaXi,  on=E(X1 - Lx, <))

1
Dann gilt: -S, —a, —0 P-stochastisch
n

Bemerkungen:
(1) E(|X1]) <o =2z - P(|X1| >2) < E(|X1] - Ijjx,5n}) = 0 und oy, = E(X7).

(2) Es gilt auch die Umkehrung: Wenn «,, existieren mit %Sn —a, — 0 P-
stochastisch, dann auch z - P(|X;| > z) - 0, z — o0

Bewezs: .
L. Stutzen: X, p = Xy - Ijjx,<n}, E(Xpp) = o, S, = > Xnp
k=1

= P(S, # S') < P(Xy # Xpy fiir ein k < n) <n-P(|Xy| > n) — 0 nach
Voraussetzung.

2.
1 1 1 1
Pl |=S, —an| >€¢) < =-.var|=S] )= - varX,,
n €2 n €2n ’
< L opxzy=d /w% P(|Xoa| > t)dt
~ én = mt
1 n
= — [ 2tP(|Xy| > t)dt
o | 2P
1 [k 2 |
< 2—/ 2tP(|X,| > t)dt+— supt - P(|X1| > t) — 0 fiir n — oo (Ve
€n Jo €° >k
— 0 filr n — 00 — 0 fiilr k — o0
3. Zusammen
S, s

r( >e) <

Bemerkung: Unkorreliertheit reicht nicht; geht verloren beim Stutzen.

> e> + P(S, #S,) =0 (Ve > 0)]

__an
n

__an
n

Weitere Verschirfung
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Satz 10.6. (X,,), unabhdngig, b, > 0 mit b, — co. Es gelte:

OZP(|Xk| > b,) — 0 und
k=1

1 ¢ "
ob—2 ZE(X,? : I{|Xk|sbn}) — 0 fiir n — oo.

n k=1

n

kX_ZlE(Xk - A x,<bn})

Dann gilt fir S, = > Xy und a,
k=1

(Sp —an)/b, — 0

stochastisch

Beweis: Ubung! Setze X, = Xi - Iy x,|<s,}- Ansonsten wie eben.

c) Das Starke Gesetz

L]

Satz 10.7 (Kolmogorov). (X;), N seien paarweise unabhingig, identisch ver-

teilt € L. Dann )
1S, — B(X) P-fs.
n

Beweis: (nach Etemadi): }
(1) 0.B.d.A. X; > 0 (ansonsten Ubergang zu (X'i)ie]N)’

Vi = Xi - Iixciy “Stutzen®, T, = 30 Y
=1

= P(X; # Y, fiir unendl. viele i) = P(X; =00) =0
= geniigt z.z. 7T, — E(X;) P-fs. mit T, = >_ Y;.

n
=1

(2) Sei e > 0,a > 1 und k(n) = [@"] = ganzzahliger Anteil von o™.

Chebyshev: > P(|Ty(m) — ETim)| > ek(n)) < . > - (n)Qvaer(n)
n=1 n=1
1 1 W 1 & o '
=3 nz:; R ()2 ;varY; ) Zz:l:varY; . z_: 0L da paarweise unabh.
n(n_Zi
1 402 &1
Se_Zil—or?.Zi_Q vary;
i=1
00 1 00 4 00 o a+2 ) 7;_2
denn Zk(n)QSZﬂ:LI'Z(a ) <4 T
k(n)>i an>i n>Ini




(3) Berechnung von Z Fvar(Y;) <

o0

<> ;E(YQ) =

=1

[M]8
@w|’—‘

/ 2t - P(Y; > t)dt
0

1

<.
I

I
Mg

1
1—2/275 PX1>t)d
0

=1

00 o0

1
- /0 Zﬁ 2t P(X; > t)dt

1=1
i>t

4/ P(X1 > t)dt = 4E(X;) < o0
0

IA

1 1 1
denn: - < —=+ —
iZkZQ k2 gz-(l—i—l)
1 1 /1 1 19
. 4o <Z(VkeN
i kM(i i+1> ptpsy kel

und daher 2¢- )" %2 < 4. Also zusammen
>t

1 40? N1
Z P(| Ty — E(Thkn))| > €-k(n)) < —- T Z Z2varY

nelN i=1
1 1602
Y B(X)<oo  (Ve>0)

e 1—a2

IN

(4) Schlieflich E (+T%) = ¢ ZE( ;) — E(Xy) fiir k — oo,

denn E(Y;) —» E(X1) fur i —> oo (monotone bzw. majorisierte Konvergenz)
Also Ve > 0:
)

ZP (‘ Tk(n — E(Xy)| >
<3 ([ = ey B> 5)
+#{nen\1:‘%n) >§}<00

d.h. “schnelle stochastische Konvergenz von (i), N gegen E(X1).
= (mit folgendem Lemma): )Tk( y = E(X,) P-fs.

E(Tyw)) — E(X1)
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also “fast sichere Konvergenz“ entlang der Teilfolge (k(n)), .\

(5) Fiir die restlichen k € N : 3n: k(n) <k <k(n+1)

1 1 1 1 1
:>—:7Tn<_T< Tn = - Tn
a " k(n+ 1) FO S RS Gy k) T O Ty kD
1 1 1
= —FE(X;) <liminf -7} <limsup -7y < a- E(X;) P-fs. (Va > 1)
1
= %Tk — E(X;) Pfs[]

Lemma 10.8. (X,), N bel. ZV mit

iP(|Xn| >€) < 00 (Ve > 0)

n=1
(“schnelle stochastische Konvergenz“)

—n Xn — 0 P-f.s.

Beweis: Wegen der Borel-Cantelli-Lemma folgt aus der Annahme
P(|X,| > € fiir unendlich viele n € IN) = 0,

daBf limsup | X,,| < e P-fs., Ve > 0. = Behauptung.

n—oo

Korollar 10.9. (X;), N (paarweise) unabhdngig, identisch verteilt, > 0

1 n
= ~N" X, — E(X)) €[, P-f.s.
n; — E(X1) €[0,00]  P-fs

Beweis: Nur noch zu zeigen, falls F(X;) = +oo. In diesem Fall

1¢ 1 -
=3 "X > =) (XiAN) "3 E(X; A N) P-£s. (fiir jedes N € IN)
n =1 n

=1

Aber E(X; AN) 25 E(X}) = +oc.

D X "% +oo PAos.. u

=1

=

S|
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Beispiel 10.10. X;, X5, ... unabhingig, Cauchy-verteilt C'(«)

= S, nach C(n - a)-verteilt

1
= =S, nach C(a)-verteilt
n

d.h. %Sn denkt nicht daran, gegen irgendeine Zahl zu konvergieren!

+o0
Beachte: B(|X;]) = [ |z|dPx,(z) =2 [ 2L dy = +oo

a?+zx?

(und dann natiirlich auch F(X?) = +00)

Alternative Version des Starken Gesetzes (fiir nicht identisch verteilte ZV):

Satz 10.11. (X;), N unabhingig € L mit E(X;) =0, b; /* oo

3 LvarX; < co. Dann gilt
i=1

b
1
— 5, —0 P-fs.
bn
Bewess: s. Bauer, Durrett
o
Typisch: b, =n = Kolmogorov-Kriterium: )_ 5varX; < oo. ]

=1

d) Konvergenz der empirischen Verteilungen

Starke Gesetz sagt: Empirischer Mittelwert kann zur Schitzung des Erwartungs-
wertes E(X) verwendet werden.
Womit kann man die Verteilung Px schitzen?

Definition 10.12. Fir ZV (X;), N heift die Abbildung

o Qx BR) — [0,1]

(@A) = 3 LX) =~ D B (4)

empirische Verteilung der ersten n Beobachtungen.

Fiir jedes w € Q ist p,(w,.) = 1 3 0x,(.) ein W-MaB auf (R, B(IR)).
i=1
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Satz 10.13 (Glivenko-Cantelli). Seien (X;), v unabhdngig, identisch verteilt
und reell.
Dann gilt fiir P-fast alle w € ) :

pn(w,.) — Px, schwach

d.h. die empirische Verteilung konvergiert schwach gegen die Verteilung.

Beweis: Wir zeigen Konvergenz der “empirischen Verteilungsfunktion*

1 n
Fo(w,2) = pu(w,] = 00,2]) =~ o) (Xi(w))
T N e’
YY) e £
gegen die “theoretische” Verteilungsfunktion
F(z) = Px, (] — 00,2]) = P({X1 < 2})

an jeder Stetigkeitsstelle x von F.
Nun gilt Va wege des Starken Gesetzes:

(%) Fo(w,z) — E(j_ (X1 (w))) = F(x) P-fs.,
dhVz:9dN, € A, P(N;) =0:Yw e Q\ N, : (%)
Wihle N=|J N,=P(N)=0undVweQ\N:
« rational

Vr,Vs,r e Q mit s <z <r:

F(s) = limF,(w,s) <liminf F,(w,z) < limsup F,(w, )

n

< lim Fy(w,r) = F(r)
= falls F stetig in z: F(x) = lim F, (w, z). ]
Einschub: Einige Paradoxa der W-Theorie
a) Petersburger Paradoxon
Die ZV X beschreibe die Auszahlung beim sogenannten Petersburger Spiel:
Sie bekommen 2" DM, falls Sie bei einer Serie von Miinzwiirfen beim n-ten Wurf
zum 1. Mal “Zahl“ erhalten, also X = 27 mit T=Wartezeit auf “Zahl“.

Was ist ein verniinftiger Eintrittsprreis ¢, um dieses Spiel spielen zu diirfen?
Kanonischer Kandidat:



Aber: Niemand zahlt oo viel, um dieses Spiel zu spielen.
(Beachte: mit p = 7 gewinnt man genau 2 DM,
p = 2 gewinnt man max. 4 DM, ...)

Erkldrung 1: Betrachte Folge (Xi)ie]N unabhéngig, identisch verteilt mit obiger
Verteilung

Dann gilt zwar 1 3 X; — E(X) = 400 P-fs.
i=1

(was fiir ¢ = oo spricht), aber auch

1 n
E(X)_EZXi = 00 sicher
i=1

“gemittelter Verlust®

Man kann zeigen:

1
Aoy, : —S,—a, =0 P-fs.
n
log 2
aber &Sn -1—0 P-stochastisch
n-logn

Etwas gewagt!

Erkldrung 2: Das mathematische Modell ist unrealistisch, denn Ihr Mitspieler
besitz maximal M = 2™ DM
= realistisch% NX=XANM

S EX)=Y2"-P(X;=2")+2™- P(X; > 2™) =m + 1
n=1

Also: fairer Preis ¢ = m + 1.
z.B. M = 2 Billionen DM = 2*! DM (=~ Staatsverschuldung der BRD)
¢ =42 DM
(Eine weitere Beschrinkung folgt aus der Anzahl der Spiele, die Sie in Threm
Leben schaffen.)

Bemerkung: Auch unter dieser Modifikation ist das Spiel sehr riskant, denn
E(X?) =) 2.2 "422m.2m=3.2" 2 = varX ~3-M

n=1
Chebyshev: P( 18, — E(X)| > e) < 5—-3-M (e=10)
d.h. ungefihr n = M = 2! Spiele, um einigermafien sicher durchschnittlich
¢ =42 DM zu gewinnen.

b) Das Wartezeitenproblem
An einer Bushaltestelle fahren im Mittel pro Stunde o Busse ab.
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Die Wartezeiten 17,75, ... zwischen den aufeinanderfolgenden Bussen seien un-
abhiingig Exp(a)-verteilt (= E(T;) = 1)

[e%

P Ve .
~ t

T
T, 213

Wie lange mufi man im Mittel auf einen Bus warten, falls man zu einer bestimm-

ten Zeit ¢t kommt?

Antwort (1): 31, denn X +Y =T} fiirein k € Nund X = Y

Antwort (2): 1, denn X spielt keine Rolle (Gedéchtnislosigkeit der Exponenti-
alverteilung)

(2) ist richtig! (1) falsch.
Satz 10.14. a) X und Y unabhingig
b) Y Exp(a)-verteilt, also E(Y) = £
¢) B(X)=1(1-e*)
Also: Typischerweise erwischt man bei gegebenen ¢ ein k& = k(t) € IN mit Ty,
grof}, namlich
1 2
B(X) + E(Y) = E(ly) = ~(2 - ) ~ >

«

Beweis: Bestimme gemeinsame Verteilung von X und Y.
Sei hierzu S, =11 + ...+ T, ist ['(n, a)-verteilt

= P(S, <z)= /z fn(s)ds mit f,(s) = s emos,
0 !

Beachte: f: fn(s) =« (Vs)
n=1
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Betrachte nun fiir z € [0,¢] und y € [0, 0]

PTy>y+t)+ Y P(Sa<t—2,T >y+t—5,)

n=1

e~olt+y) +ZPSn,Tn+1)({(3 ry:s<t—xz,r>y+t—s})

a(t+y) //
ST) s<t—uwm,

r>y+t—s

an

{s<t— ac}

t—x

e—a(t—f—y) . (1 Lo / easds) — e W . g
0

P(X >z,Y >y)

}fn( s)-a-e “dsdr

= e ot+y) ey tt—s) 4o

S P(Y >y)=e (Vy>0), dh. Y ist Exp(a)-verteilt
_ —az < r<
= P(X >z) = { e_at , Vsast “gestauchte” Exp(a)-Verteilung
e , T>1
! 1
:>E(X):/ Toa-e®dr+t-eT = —(1—e )
0 o'

Ferner folgt: X, Y unabhingig.

¢) Simpsons Paradoxon

Vereinfacht: M= W=<
A 90 40% 10 80%
B 10 4% 90 8%
Ges 100 36.4% 100 15.2%
genauer: A | nay pam | Naw  Daw
B | nBm PBM |MBW PBW
Ges| ny  pum | nw Pw
Ny = Nam +NBM
PAM *NAM + PBM " MBM 90-0.4+10-0.04
nas 100
10-0.8+90-0.08
= = =15.2
bw 100 b
M.a.W.  P(Erfolg|AN M) < P(Erfolgl AN W)
P(Erfolg| BN M) < P(Erfolg| BN W)
aber  P(Erfolg|M) > P(Erfolg|W)
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Erkldrung:

Ma o~ Wa my o Wp i Mg+ Wa+Wh
Aus 77* < 7= und e < folgt nicht 77 e < Wi

d) Bertrands Paradoxon

Bertrand 1889:
Gegeben ein Kreis und ein eingeschriebenes gleichseitiges Dreieck

Gesucht P(zufillig gewéhlte Sehne des Kreises > Dreiecksseite)

Losung 1. Sehne S = S(z, ¢) mit = Abstand zu 0= Mittelpunkt
mit z € [0,7], ¢ € [0, 27]

Losung 2. Sehne S = S(¢, P) mit ¢ = <], (Sehne, Tangente) € [0, 5], P= Sphire

= P()=Poely )=y
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Kapitel 11

Grofle Abweichungen

Stets (€2, A, P) W-Raum, (X;), [y unabhéngig, identisch verteilte, integrierbDare
ZV mit Verteilung p = Py, und o = E(Xj;).

i=1
a) Voriiberlegung
Das Gesetz der GZ besagt: %Sn — «a P-f.s. fiir n — oc.

Aber: keine Aussage iiber Konvergenzgeschwindigkeit (vgl. Petersburger Para-
doxon)
Falls X; € £? (und nicht nur € £'), so besagt

> <U2
Ze¢) s -

; (Vn € IN)

1 1
Chebyshev: P <‘—Sn -« —
n n

mit 0 = varX; = E(X?) — o = [2?u(dz) — o2

Also: Konvergenz wie %

Tatséchlich ist die Konvergenz meist wesentlich schneller.
Wir werden (unter stirkeren Voraussetzungen) zeigen.

Die Wahrscheinlichkeit groer Abweichungen (engl. large deviation) ist exponen-
tiell klein, d.h.
(

mit geeigneter Ratenfunktion 7, : IR — [0, oo] bestimmt durch p = Py;,.

1
—Sn —al > 6) ~ e O fiir n — 0o
n
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b) Die Raten-Funktion

Wir wihlen als Raten-Funktion die “Cramér-Transformierte von pu

1,(x) = supltz — log(t)] (€ W)
telR

(“Legendre-Transformierte von log fi(t)“), wobei

mw:/wwm:Ew%

die (verallgemeinerte) Laplace-Transformierte von p ist.
Offenbar ist fi(t) €]0,00] (V¢ € IR) und 2(0) =1 = I,(z) € [0,00] (Vz € R).
Wegen Konvexitit von z +— €'* folgt aus Jensen-Ungleichung

ﬂ(t) — E(etXi) 2 etE(Xi) — eta

und damit
t-a—loga(t) <0 (VteR).

Also: I,(a) =0.

.. 0 , T=
Beispiel 11.1. py=4§, = 1,(z) —{ too . za
denn fi(t) = e
Beispiel 11.2. ;= Exp(A), A >0
o +o0 t> A
= A(t) = / e e Mdr = { N
0 o <A
_ A—t| [ Ax—1-log(Az) , >0
= I,(x) = stl<1§ [tx—i—log }_{-i—oo 2 <0
T
1
t=A——
x

Lemma 11.3.

(1) log fu ist konvez, ebenso I,.

(it) 1, ist antiton auf | — 0o, ] und isoton auf [o, 00|
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(i11) Falls i(t) < oo fiir alle t € [—to, to] (fiir ein ty > 0), so ist
I,(z) — oo fiir |z| — oo.
Falls ji(t) < oo fiir alle t € IR, so ist

]u(x)
|z|

(iv) Falls ji(t) < oo (Vt € IR), so ist i € C*°(R).

— o0 fiir |z| — oc.

Beweis:

(i) Konvexitdt von log i folgt aus der Holder-Ungleichung:

log i(M1 + (1— M) = log / R )

< log ([ / etlwx)r | [ eutan)] )

= A-logji(t) + (1 —A) -log ift2) (VA € [0,1])

M(z)+ (1= NI(z2) = futp()\[xltl — log fi(t1)] + (1 — A)[zata — log fi(t2)])

Sup ((Az1+ (1 = A)zo]t —log fi(t)) = I (Az1 + (1 — A)z2)

v

(ii) folgt aus der Konvexitit von I, und aus I, (o) > 0 = I,(a).

(iii) Aus fi(ty) < oo folgt

1
lim inf =) = liminf [sup;(tz — logfi(t))/x]
T—>00 T T—r00
> lim inf 08 108 Al0)
T—00 €T

= lim I(z) = +o0 , analog lim I(z) = +o0.

T—00 T——00

=1

Mit selbem Argument folgt nun @) _ o fiir |z| — oo, falls i < co auf IR.

|z

(iv) Ubung

c) Der Satz von Cramér
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Proposition 11.4. Vn € IN:
1
Ve>a: P <—Sn > x) <exp(—n-I,(z))
n

1
Ve<a: P <55n < :v) <exp(—n-I,(x))

Beweis: Es geniigt eine der beiden letzten Ungleichungen zu beweisen. O.B.d.A.
ist hierbei x = 0 und a < 0.

(Ansonsten: X,, - —X,, bzw. X, —» X,, — z.)

Dann gilt V¢ > 0:

1
P (_Sn > 0) = P(Xi+4...+ X, >0) = P(e!nt-FXn) > 1)
n

< B(eftetXa)y = /.../eml e p(dey) . p(dey)
—

1
= log P (ﬁSn > 0) < n-logfi(t) (Vt > 0)
1 1 .

= —togP (15,20) > sup(—log(t) = 1,0

n n 0

denn Vt < 0: —logi(t) < t-a—logp(t) < I,(a) =0
>

= Behauptung. ]

Satz 11.5 (von Cramér). Sei ji(t) < oo fiir alle t € R. Dann gilt fiir alle
Borelmengen B C IR:

—inf I(z) < lim infllogP (15‘“ € B)
n

IE% n—oo 1

< lim supllogP (lSn € B) < — inf I(z)
n n

n—00 z€eB

(mit B = Inneres von B, B = Abschluf$ von B).

Beweis: Obere Abschétzung bereits bewiesen:
Némlich o ¢ B = Ja; < a < ag, 1,9 € 0B, B C| — 00, 1| U [axg, 00|

=P (%Sn € B) < exp(—n-I(a1)) +exp(—n-I(az))

< 2-exp(—n - inf I(z))
zEB
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Fiir untere Abschéitzung zeigen wir: Vzy € IR, Vo > 0 :

lim infl log P ( < 5) > —1I(z) (%)

n—oc M

1
_Sn — 2o
n

Denn daraus folgt VG offen C IR:

1 S,

. . — _n > _ .

hrfr_l)glfn log P ( € G) > ;Ielgf(x), (xx)
und hieraus natiirlich die Behauptung.
Zum Beweis von () fiir fixes zo € R:
1. Fall: 3t > 0: I(z9) = txo — log fu(t).
Betrachte das W-Maf§

1

Fiir (Xi)iE]N unabhéngig, identisch verteilt nach p; diirfen wir erwarten, daf

n
1 ~
o ngz — Ig.

K3

L~ 1 Foo
Denn: E(|X;|) = = / z| - e u(dr) < oo
(1X:[) oA |z] (dz)

~ 1 too d
und B(X) =~ [ - eulde) = J-(logji(s))
Nun gilt nach Annahme: s — sz — log fi(s) nimmt Maximum an der Stelle s = ¢

an.
Also £ (szo — 1og ji(s))js=t = 0 und damit

Nach dem schwachen Gesetz gilt

(

(Also: das fiir p-verteilte ZV Ereignis einer grofien Abweichung wird fiir ;-
verteilte ZV zu einem hochstwahrscheinlichem Ereignis)
Nun ist fiir f: IR — IR, mefibar

/f(S‘n)dP - /.../f(:vl+...—i—acn)pt(dxl)...ut(dxn)
_ /.../%-f(xl+...+xn)u(dx1)...u(dxn)
fi(t)”

jo [ e g

1 ~
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und daher (wegen ¢t > 0) fiir alle n € IN

1
P (‘—Sn — Xy
n

<(5> = / dP

{1250 =s0|<s}

v

exp(t(Sp, —n - (zo +0)))dP
{[3snas|<o} <0

= P ( < 5) ()™ - exp(—tn - (zo + 6))

:p<

1
= lim inf — log P (

1~
—Sn—$0
n

1 -
HSH —1x9| < 6) ~exp(—n - I(zg) — n - td)

1
_Sn — Zo
n—oo M n

(Beachte: links isoton in ¢, rechts antiton)

1
= liminf — log P (‘lsn — X
n

n—oo 71,

< (S) 2 —I(IE()),
= Behauptung.
2. Fall: 4t < 0 : analog

3. Fall: Vt € IR : I(xo) > txo — log fu(t)
Wegen I(zg) = sup(  txo —loga(t) ) folgt: 3t, — +oo oder It, — —o0,
—— —

R
e konkav,endlich,stetig

0.B.d.A.:
3t,, — oo mit t,zq — log i(t,) = I(zo) = / exp(t, (X1 — z¢))dP — 0
{X1 <o}
und [ exp(ta(Xs = 20))dP = exp(~(tazo ~ 108 iltn))) = exp(~I(z0)

Also zusammen

/ exp(tn (X1 — 20))dP — exp(—I(z))
{X1>x0}
= P(X; > z) =0und P(X; = z0) = exp(—1I(z))

= P (%sn - x()) > exp(—n- I(zo)) (¥n)

1 1
= liminf —log P (‘HSH — T

n—oc MmN

< 5> > —1I(zo)[]
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d) Entropie
Ziel: Alternative Charakterisierung der Raten-Funktion

Gegeben: W-Mafle pu, v auf (©,.A4).

Definition 11.6.

H(w|) = flogj—Zdy , fallsv < p
B = +00 , Sonst

heifst relative Entropie von v bezgl. p.

Lemma 11.7.
(i) H(v|p) € [0, 00

(ii) Hv|p) < oo 3f :v = f-pund [flogfdu < oo (mit0-log0d=0)
(iii) Hwlp) =0 & v =p
Beweis: H(v|u) < 0o = 3f : v = f - u und

Hvlw = [log fav = [ £10g fan> [(f = 1)du=0

wobei die Ungleichung aus logz > 1 — L folgt. (= (i) & (ii)). Ferner gilt

H(v|p) =0
= f-logf=f—-1 pfi.
= f=1 pfi.
= v=yp O

Beispiel 11.8. em = N(a,0?), v = N(8,7?)

dv — B)2 )2
= f(x):@(x):%-exp (—(IQT? + ($202a) )
= H(v|p) = IOgg + %‘2(72 o2+ (a— B)?)

Also: H(v|p) = “Abstand zwischen v und p“, jedoch nicht symmetrisch.
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Bemerkung:

(i) Ist v = > ppdp und p = > qxdg, so ist
keZ keZ

H(v|p) = Z <log%> Pk, falls % < o0 Vk, und = 400 sonst

(ii) Ist v ein W-MaB auf Z, so definiert man die Entropie von v durch

Hv) = - Zpk log px, mit pr = v({k}) und mit 0 - log0 = 0.
keZ

= —H(v| Zék) > 0, denn pglogpr > 0 (Vpg € [0, 1))

(iii) Unter allen W-Maflen v auf {1,...,n} hat die Gleichverteilung v = £ >~ 4,
k=1

maximale Entropie
Denn: H(v) = —H(v|vy)+H(v) <H(vy) Vv und = H(rp) & v =1y

(iv) Unter allen W-Maflen v auf N = {1,2,...} mit vorgegeben Erwartungswert
(EW) 3" k-pr = a hat die geometrische Verteilung vp = Y (1—p)F¥1-p- &

k=1 keIN
mit p = é max. Entropie.
Denn: H(v) — H(vy) = - Zpk log p + Z (1- pl(k —1)log(l — p) + log p|
1
= = pelogps+ (1 —p)log(l —p)- , +logp

— _Zpklogpk—i-logl— Zpk (k_l +logp- Zp’“

——
— l—l =1
p
= = pelogpe+ Y prlog((1—p)*~'-p) = —H(v|rp) <0
v=1yy&=0

(v) Ist v = f - Al ein absolut-stetiges Mafl auf IR mit beschrinkter Dichte, so
definiert man die “Entropie“ von v durch

+oo

Hi)=— [ f()log f(a)dz = —H(s|A).

(vi) Unter allen absolut-stetigen W-Maflen v auf IRy mit EW = « hat die Ver-
teilung Exp(«) maximaler Entropie.
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(vii) Unter allen absolut-stetigen W-MaBen auf IR, mit EW= o und Var= o? hat
die Normalverteilung v, ,» maximale Entropie.

Lemma 11.9. Sei uy W-Map mit i(t) < oo (Vt € R). Dann
Vt,V W-Mafle v

H(wlu) — ¢t / - v(de) +logilt) = H(vlw) >0
und “= 0“Sv= 1y

Beweis: 0. BdA. Hyjp) <oo=2rvuy=>v <L uy

= H(v|p) = /logZ—Zdz/

= log %em = tx — log ji(t)

d d
v Kt
= lo —dl/+/lo — dv
/ & dp & dp
= H(v|m)+t- /xdu —log i1(t).[]
———
>0und =0 v =1y
Satz 11.10. p wie oben
(1)  H(uglp) = min{H(v|p) : v W-Mafl mit /acdy = /xdut =: 4}
d.h. py hat minimale relative Entropie unter allen W-Mafien mit gleichem EW
(1) H(pe|p) = supls - o — log ji(s)] = Lu(cu)

Beweis:
(i) folgt sofort aus Lemma 11.9

(ii) Nach Lemma 11.9 (mit s statt ¢t und p; statt v):

H(pe|p) = s - oy — log is) + H(pelps) [

e) Satz von Sanov

Satz von Cramér = Prinzip der Grofilen Abweichung vom Starken Gesetz der

GZ
Satz von Sanov = Prinzip der Groflen Abweichung vom Satz von Glivenko-

Cantelli
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Gegeben: (2, A4, P), (X;), v unabhéngig, identisch verteilt, reell mit Verteilung
m = PXi-
Sei

pulw, ) = %Z 5x.() € Mi(RR) = {W-MaBe auf (IR, B(R))}

die empirische Verteilung (Vw € Q).
Glivenko-Cantelli besagt: Fiir P-fast alle w € Q: p,(w,.) — p schwach.

Satz 11.11 (Satz von Sanov). VB C M;(IR):
1
—inf H(v|p) < liminf—log P(p, € B)

vER n—oo M

1
< limsup —log P(p, € B) < — inf H(v|u)
n VEB

103, B = Inneres bzw. Abschlu8 von B in M, bzgl. schwacher Topologie!

Ohne Beweis! (s.Deuschel /Stroock)
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Teil IV

Grenzwertsatze
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Kapitel 12

Fourier-Transformierte und
charakteristische Funktionen

Gegeben: W-Raum (92, A, P), reelle ZV X, W-Ma8} u auf (IR, B(IR)), u = Px.

Definition 12.1. Fourier-Transformierte von i bzw. charakteristische Funk-
tion von X heifst die Abbildung IR — C definiert durch

alt) = / ¢ () = / cos(tz)p(dz) + i - / sin(tx) (dz)
= E(e"*) = E(costX) +i- E(sintX)
= px(t)-

Satz 12.2 (von Bochner). Eine Funktion ¢ : IR — C ist die Fourier-Transformierte
1 eines W-Mafles i auf IR genau dann, wenn gilt:

(i) )] < ¢(0) =1
(i) ¢ ist gleichmdfig stetig

(#i) @ ist “positiv semidefinit®, d.h. Vn,Vt1,...,t, € R,V ..., A\, € C:

Z /\l/_\k . (p(tl — tk) Z 0.
l,k=1
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Beweis: von “=“ (Umkehrung wird nicht benétigt.)

@) o)) = [B(") < BE(le"])) =1, ¢(0)=1
Geometrisch: e?* auf Einheitssphiire in € = EW in Einheitskreis
ss t+h) — o) =|E i(t+h)X  JitX < E i(t+h)X  itX —F ihX_1 — 0 fiir h —
(ii) [p(t+h) — (1) = |Ee | < Ele e =El¢ | — 0 fiir 0
—0
(majorisierte Konvergenz)

(111) Z )\lj\k . QD(tl - tk) = Z )\lj\k . /ei(tl_tk)'X/J(d(E)
L,k Lk

-/ > X] . lz M- X] y(de)

- / F(z) - F(g)u(dz) > 0

Weitere Eigenschaften:

(iv) o_x(t) = ox(=t) = px(1)
(v) Qax+s(t) = e o(at)

(vi) X,Y unabhingig = oxiv = @x * @y, allgemein:

—

M *

%
denn: pxv(t) =

~

¢ (1 4 1) (dz) = / / 1) (g Vo (d)

611 (dry) - / ¢y (dry) = P(t) - D (1)

und damit ox1y = Pxiy =Px* Py =Px-Py = px - py.

I
=)

——

Beispiele 12.3.
1. =0, = fi(t) = cosat + i - sinat = e
Insbesondere: u = 0y = fi(t) =1

2. p = Gleichverteilung auf [a, b] = f(t) = e;:l(’;_e;;“
Speziell: a = —b = [i(t) = Sint(btb)
3. p=Exp(1) = nu(t) = 1iit
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1 , 22 1 22
Denn: ¢(t) = \/—27/6’“-6_de= \/—2_7T/cos(tx) ce” Tdx
:E2
= ¢'(t) = \/%/ —z -sin(tz) e zdzx

mzd 1 227 T00
= ——— | t-cos(tx)-e zdr +—— |sin(tx)-e 2
= (t) o= lsin(i) e ]
= —t-p(t)
t? t?
=logp(t) = —— +logy(0) = p(t) =exp (——)
2 R/—/ 2
=0

5. Cauchy-Verteilung p(dz) = X+ — L dr = C(dz)

= (t) = exp(=|t])
(Ubung!)
Folgerung 12.4. (unter Verwendung des folgenden Eindeutigkeitssatzes)

ad 4 Va,a2 * Vﬁﬂ_z = Va—|—,3,02+7'2a
") 751 (t) - 7o (tr)

. 12 —
= ¢itath), exp (—5(02 + 7'2)) = Va+tB,02472 (t)

denn: vy o2 * Vg o2 (t)

ad 5. CoxCpg = Cyip, denn
Cox Cp(t) = Ci(at) - Ci(Bt) = exp(=(a + B)|t]) = Carp(t)

Satz 12.5 (Eindeutigkeitssatz und Inversionsformel).

(i) p ist eindeutig durch ¢, bestimmt.

(i1) Fir a <b gilt:

o, ) + gulo b} = Jim o [ S oy
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Beweis: Offenbar (ii)=>(i). Zu (ii): Sei

T _—ita _ _—ith T —ita __ ,—ith
Ir = / %w(t)dt=/ / T depu(dn)dt
T it T it

_ _
= [, ey
= ‘f:e_itydy‘ <b-—a

_ / / T gt )

(3) ~ §Tpocl®) _
O Em) ) utas) =2 a0+ 7 it

T _: o0 +£ , Y > 0
t t 2
denn: / sin(ty) dt — sin(ty) dt=<¢ 0 , y=0 ]
0 0 -5, ¥y<o0

Korollar 12.6. Ist || = || € L'(IR, \'), so ist p = f - A\ mit

1

1
Py - (=) AN-fa z€eR

flz) =

Beweis: Fiir M-fa. z € R gilt

flz) = llmlu(]x—e z +¢€f)

e—0 2¢

: : 1 ' —itx 1 ite —ite
= lim lim — e " — [ — e "] p(t)dt

e~0T—00 270 [ 2ite

L - sin(te)

S/

-~

1 © 1
2T

Die Dichte f = z—‘)f ist dabei beschriankt und stetig!

1 (T
Bemerkung: u({z}) = lim —/ e "op(t)dt
T—o0 2T _-T
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Proposition 12.7. Ist das n-te Moment [ |z|"p(dz) < oo, so ist

o=n€C(R) und ¢™(0)=i"- /x"d,u =" -E(X")

Beweis: Ubung! ]

Satz 12.8 (Stetigkeitssatz von Lévy). (i) Aus u, — u (schwach) folgt i1, —
I (punktweise).

(i1) Falls ti, — ¢ (punktweise) mit ¢ : IR — € stetig in 0, so folgt:
Ip mit ¢ = 1 und p, — o (schwach).

Bemerkungen:
(a) In (i) gilt sogar: &, — @ lokal gleichméBig

(b) In (ii) ist Stetigkeit von ¢ in 0 wesentlich.
Beispiel: p1,, = v(0,n) Normalverteilung

0, t#£0

= ) = exp(-n) + { |

Aber Ay py — p!
(Denn i, (] — 00,2]) = 5 Vz € R)

Beweis:
(i) Vt € R : x — €% ist beschrinkt und stetig. Also wegen p, —

n(®) = [ e paldr) [ i) = 7o),
d.h. 11, — [i pkt.weise.
(ii) Annahme: In — ¢  punktweise.

Sei R = IR U {oo} die Einpunkt-Kompaktifizierung von IR.
Setze u, € M1(IR) fort zu fi,, € M;(IR) durch fi,,({o0}) =0 (Vn).

Zum Beweis von (ii) verwenden wir folgende elementare Folgerung aus dem Satz
von Prokorov (den wir zu Beginn des néchsten Semesters herleiten).
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Lemma 12.9. M (IR) ist kompakt.

Fortsetzung des Bew. von (ii):

Also ist {fin}, N relativ-kompakt, 3 Teilfolge fi,, und Maf i € Mi(R) :
iy, — [

Fiir 6 > 0 gilt:

1 [° IR
5 [ i = g [ [ e @

1 L sin(dz)
= 55 [ [ e atnan) = [
snl0r) -z e R\ {0}

= [ fs@n @) mit fi@) =4 07 reR\R € GR)
R 1 z=0
Daher
e 1[0
—/ p(t)dt = lim —/ fm,, (t)dt  Majorisierte Konvergenz wegen |, | <1
25 -5 k—o00 2(5 —$
= Jim [ g)in, )

= [ @it = [ fi@utin)
mit 4 = IR - /i = Einschrinkung von fi auf R € M(IR)

Beh.: p(R)=1

Denn: y(R) = lim /IR foa) (o)
N
1 4

= lim —/ o(t)dt = ¢(0) =1 (wegen Stetigkeit in 0!)
—0 26 -5

Also p € M;(IR). B
Ferner gilt wegen fi,, — fi in M;(IR) : VG offen C IR :

lim inf 1, (G) = liminf in, (G) > 1(G) = p(G)
— 00

dh.  py, = pin M;(IR).
Also nach (i): f,, — fi. Andererseits nach Voraussetzung: fi,, — ¢.
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Also 11 = ¢ und damit p eindeutig!
Schliefilich Vf € Cy(IR) : V Teilfolge (ny) : 3 Teilfolge (ny,):

fing, =
= [ fdpin,, — [ fdp
= [ fdu — [ fdp
=ty — ]
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Kapitel 13

Der Zentrale Grenzwertsatz

Ausgangsfrage: Gegeben (X;), vy unabhéngig, identisch verteilt € L2,

Was kann man iiber S,, = ) X; sagen ?
1—1

1=

1
e —S,— a= FE(X;) Pfs. (Starke Gesetz)
n

* P( > ) ~efom,

falls E(exptX;) < oo (Vt) (Grofle Abweichung, Satz von Cramér)

1
-5, —«
n

e var (%Sn) = %V&I‘Sn =varX; (Vn € IN)

Konvergiert %[Sn — E(Sp)]?
Setze Sn = B(5h) =S, = E(S;) =0,varS; =

VvarS,

Satz 13.1. (ZGS) Unter obiger Voraussetzung:
Ps: — 1o schwach

oder, dquivalent dazu: Vr € IR :

P(S; <z)—> ®(x)=(2m)~

D
8 8
CBI
oS

&

Bemerkungen:
(i) Fiir Binomialverteilte X; kann man P(S} < x) explizit berechnen. Der ZGS

folgt dann aus der Stirlingschen Formel (= Satz von DeMoivre-Laplace).
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(ii) Obiger ZGS ist Spezialfall des folgenden Satzes von Lindeberg-Feller.

Beweis: 0.B.d.A. E(Xj) =0, var(Xy) =1

(ansonsten Ubergang zu X} = %@) = Sr=-=+-85,

Wegen X € L2 ist px, € C? mit py, (0) =1,

¢, (0) = i/deXk =1-E(Xs) =0 und

A0 = - [ardpg ——BC2) = -1

Also

—e T
t2
— exp (—5) = 51 (t) fiir n — oo (und ¢ fix )

= PS;*L_>V01 []

_1

2
Die Funktion ®(z) = (2m)7z [ e~ 2 dt = 1, (] — 00, z]) ist tabelliert.

A

B(0) = 0,5, B(1) = 0,8413..., B(2) = 0,9773..., B(3) = 0,9987 ...
O(—z) =1—- 0(x)

121



ag(x)a
d(X)
X X
Beispiel 13.2. Miinzwurf
(Xk)cIN unabhéngig, identisch verteilt mit
1

P(X =0) = P(Xp =1) =,

S, = ZXk Anzahl von “Zahl“

1 1
E(Xk) = 5, var(Xk) = Z
1
ZGS: P ( S, — g‘ <z 4) ~ vo. ([~, 7])

Konkret z = 2 (“20-Regel“):

P

n
—— < ~
S, 2‘_\/77,) 0,95

“30-Regel“:

P (LSn > 30) = P (%Sn < —30) ~ 0,001

N

P (Lsn > 20) = P (%Sn < —20) ~ 0,02

Vn
falls EX; = 0 Konkret n = 10.000:

P(4.900 < S, <5.100) ~ 0,95
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Beispiel 13.3. Roulette
36 nummerierte Felder (18 rot,18 schwarz) + 2 griine Felder (0 und 00)

18 20
PX;=1)=—, P(X;=—1)=—
1 1)2
EX)=—-—,varX;=1— | — ) ~0,9972~ 1
19 19
1/19 vn
P(S,>0)=P(S>n- ~1-0( Y-
= P 20) (S"—\/ﬁ 0,9972) (19)

z.B. n = 19% = 361:
P(Sgel > 0) ~1-— (I)(l) ~ 0, 1587

n = 100: 10
P(Slooz(])zl—@(E) %0,3

Beispiel 13.4.
Vergleich mit exakten Werten: n = 16 (“klein®)
Exakte Binomialverteilung

16
P(Si=8) = ( 8) 2716 =0,1964

Normalapproximation

Histogramm-Korrektur
~=
P(Sis=8) = P(|S16—8/<0,5)=P(|S7s] <0,25)
®(0,25) — ®(—0,25) = 0,1974.

Beispiel 13.5. Geburten in der Schweiz zwischen 1871-1900

m= 1.359.670 &, w= 1.285.086 <

Vertriigt sich das mit der Hypothese P() = P(%) = 3 7

M.a.W.: Wie wahrscheinlich ist obiges Ereignis unter diesem W-Maf3?
Insgesamt n = 2.644.756 = m + w

E(S,) = g — 1322378 = Y

1
VvarS, = 5\/5 ~ 813
462

1
P(S,>m) = P(S:>46)~1— &(46) ~ ¢ 0 R e~ 1000 g 107500

Antwort: Die Hypothese

ist definitiv auszuschlieflen.
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Allgemeine Version des ZGWS (Lindeberg-Feller)

Xn,n =1,2,... seien nur noch unabhingig, nicht notwendig identisch, verteilte
zentrierte (E[X,] = 0) ZV.

Endliche Varianz: 02 := E[X?] < 00
2= FE[S?] = zn:a?, n >0, 7, > 0 ab einem ny
- (= n7? fiir i.i.d.)
Hinreichende Bedingung fiir ZGWS ist die Lindeberg-Bedingung:
(L) Ve >0 gilt

L,(e) = Z / X7dP = o(7)
1= X, > emm)

La(e) ™ Jixiseyiioy X10P

7'3 n- 02

X2dP - 0)

{[X1|zev/na}
(L)  impliziert neben dem ZGWS (s.u.) auch die Fellersche Bedingung

(d.h.

Lemma 13.6. )
o*
. .o . . J —
(L) impliziert (F) nh_{rolo max P 0

Beweis:
o? 1
max - < max — |€'7; + | X;[?dP
1<j<n 72 T 1<j<n 72
{1 |>emn}
wegen (L) =3 €. Da € beliebig, folgt (F). ]
Bemerkungen:

(F) bedeutet, dal keine Einzelvarianz asymptotisch von der gleichen Gréfienord-
nung wie die Gesamtvarianz ist.

X
Tn

(F) impliziert dann, da8 {

vgl. Bauer, Loeve,. .. (klassische Lehrbuchliteratur).

} “asymptotisch vernachlassigbar® ist,
Jme
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Satz 13.7 (Lindeberg-Feller). Aquivalent sind:
(i) Die Lindeberg-Bedingung gilt.

(#) Die Fellersche Bedingung und der Zentrale Grenzwertsatz

S . .
LAY v, i Verteilung
Tn
gelten.
Beweis:

1. Sei (L) erfiillt. Das vorhergehende Lemma 13.6 zeigt dann die Giiltigkeit von
(F). Zeige noch ZGWS.

Abschatzen der Differenz zwischen den charakteristischen Funktionen:

b
Aalt) = o () = 71(t)] = [z () = ][
7j=1 ™ 7j=1
1
n_ 2
Unabhéngig von X; und ) 4 =1
=
» e
< D lex(t)—e
=t ™
n n
(denn: Haj—Hbj = [(a1—b)ag-...-an+bi(ag—bo)ag-... - ap+...
j=1 j=1

by by (an — b))

falls: a,b <1 < Z|aj — b

=1

Taylorentwicklung von charakteristischen Funktionen. (vgl. Ubung, Serie 12,
A2).

Ist 41 ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit [zdy = 0, [ 2°u(dz) =: o7, gilt

mit [©,(t)] < sup [@"(0t) — 1"(0)] < sup / e — 1]2?p(dx)
0<6<1 0<6<1

< sup / €% — 1|2%pu(dz) + sup / e — 1|2%u(dz)
0<o<1 0<o<1
{l|<d} {le[>0}

< e+ 2/ 22 p(dr)
{|z|=4}
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bei vorgegebenem ¢ > 0 durch Wahl von § = d(e,t) = €

(denn | [;** ”’tdt‘ efte — 1| < [fta] < [t||z| < e fiir [z] < 5(e,t) == )
2
_%.2
e 7 2 ist charakteristische Funktion von v o2 Wende Taylorentwicklung auf
0,4

™

v ]2 und ¢x; an. Dann gilt wegen var (é) = var(v 032,) fiir vorgegebenes €
0 n

™ 0,7_7
und 6§ = d(e, ).
20 < Y|ex -6, 40|
< 2+ Y / 24P +Y [ oty (do)
72 0,
gee P
— 0 fiirn - o0 1 (9)

wegen L"g N)

Zeige: R,(0) — 0 (“Lindeberg fiir Normalverteilung*)

n

R,(6) = X::—:; / 7?vp 1 (dz) < Z—n / z*vy 1 (d)

1<z n
= / .CEQVO’l (dﬂf) nﬂ)o 0
0Tn
{la > —="— )
maX1Si§n 0;
—_—
oo (da (F) gilt)
{.}=0

Insgesamt:

lim A,(t) < et® fiir jedes € somit

n—oo

lim A,(t) =0

n—00

und der ZGWS folgt aus dem Stetigkeitssatz von Levy.

2. ZGWS + (F) = (L).
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(F) liefert

2492 2 2
loF t o

1-— (B < 22— < max P <e

‘ QD—L);()‘ T 272 T 2 1<h<n 72

denn p(t) =1 —0?- 5+ O(1) - 5 mit [O(t) < sup |¢"(s) = ¢"(0)] < [ [eP —

0<s<t
L|z?p(dz) < 2 [ 2?u(dz) = 20 fiir n > n(e,t),j=1,...,n
Reihenentwicklung von log ¢ x, (t), n > n(e,t)

™

D logepx, (t) — (soxj(t) - 1) < > lex ) -1
j=1 " o j=11 ™
n n 2t2 t2
it
< GZ 90%(15)—1‘ §e- 57 = €5 d.h
j=1 j=1 "
denn Z log ¢ x; (1) 7EWS —%

Jj= mn

= 7115202 (gp%(t) - 1)
7j=1
Betrachtet man den Realanteil, so folgt
(xx) ﬁ—i / 1-— cost— Z / 1 — cos t£ dP+R, (1)
2 =1 =1 n
TTHIX; <o} {1297}

mit R,(t) — 0 fiir n — oo
2 .
Da 1l —cosz < %, so ist

a tX; 2 ) 12 L,(6)
> / <1—cos;)dP<FZ / deP:5(1— T2>'

._ n
1= x5 ]<6m} 1= x5 <oma)

Andererseits

Z / <1—cos T”)dP§2ZP[\XJ‘|Z(5Tn]< o QZO

i—1 n i—1
IZHIXG >0} J

1
Chebyshev
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Diese zwei Ungleichungen in (x) eingesetzt ergibt

B2 [ (rman((5)) £ 00 5

Tn Tn
=X <om}
damit lim L’T‘é‘s) < =5, t — oo liefert dann die Giiltigkeit von (L). ]

ZGWS enthilt keine Aussage iiber Konvergenzgeschwindigkeit. Diese Aussage
liefert der folgende

Satz 13.8 (Berry, Esséen). Flir jedes § > 0 existiert ein 0 < Cy < 0o mit

Sn 1 z _y_2 9is
Pl—=< - 0= 2d C E[|X; +
swp P[22 <a] - o 7 iy < o Y B

(2.B. Cy = 6.) (nur sinnvoll, falls (24 6)-te Momente ezistieren)

j=1

Beweisskizze: fir § =1, X,, i.i.d. (vgl. Ganssler/ Stute: W-Theorie)
1. Esséen Ungleichung
Seien F' und G Verteilungsfunktion mit |G'(z)| < m, dann

1
:;H%\F(x) —G(z)| < ;/_T

24
dt+—,}n fiir alle T > 0

T or(t) — ¢alt) ‘
t ™

2. Verfeinerung der Abschétzung mit Taylorentwicklung bis zur dritten Ablei-
tung
8 [t® 5t

2 87’3
A, (t) < Byl e " mitT=-———7
()—m7<6'*m> Tt T = s B

3. Setze dies in Esséen-Ungleichung ein.
Ergibt Berry-Esséen. ]

Beispiel 13.9. (Xj); iid = 7, = v/no,
Ciodm Y. BlIX;[H] = O B Xy 2+
n j=1 n
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Kapitel 14

Poissonkonvergenz*

Satz 14.1. Seien X,;,j = 1,...,n, unabhdngig Bernoulli-verteilt mit Erfolgspa-
rameter py ;,

n
lrgnrr?%(npn’m — 0, len,m — )\a 0 S DPn,j S 1a A>0
m=

Dann gilt mit S, = X1+ ...+ Xon
Sn — X schwach ,

wobei X die Poisson-Verteilung mit Parameter \ hat.

Beweis:

n

Elexp(itS,)] = [ [ Elexp(itXy;)] = [ (it + pnj(e" - 1)).

j=1 j=1

Nun gilt

exp (an,j(e“ - 1)) I+ e 1))‘
7j=1 =1
< Z |exp(pn,j (e" = 1)) = (1 + pny)(e" — 1)‘ (vgl. Beweis von Lindeberg-Feller)
j=1

n n
2 it 2 2
< len,j e =17 <2 (lew) (lglﬂﬁpn,o — 0
J= Jj=
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n
AuBerdem konvergiert wegen Y p, ; — A der Ausdruck
7j=1

P (Zp”’j(eit - 1)) —exp(A(e —1)) = Y e (/\«ZZ:)

Oder auch, falls p,, ; = p,

k k! n ey
1L np. np, 1
_ = _ : _ NPn _ NPn _ k,—A
N k'qun (1 n )J (1 n ) k')\e L
\ i)\ . e —1
— \F

Der Satz heifit “Schwaches Gesetz der kleinen Zahlen® oder auch “Gesetz der
seltenen Ereignisse“, da eine Summe von ZV, die mit kleiner Wahrscheinlichkeit
positiv sind, betrachtet wird.

Dieses Gesetz wurde von Siméon D. Poisson (1781-1840) in seinem Buch (erschie-
nen 1837)

“Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et en matiere
civile, précedées des regles générates du calcul des probabilités® formuliert.

Beispiele 14.2.
a) Seien &,1,..., &, unabhingige und uniform auf [—n, n] verteilte Zufallsvaria-

blen. Definiere
Xn,i = ][(a,b)(gm') mit —n<a<b<n,
(b—a)

d.h. pn,i = T und

. Pni = 2 .
=1

Fir S, == X,1 + ...+ X, gilt dann

S, = Z mit Z P (Z’_T“) _verteilt.

Réaumliche Verteilung zufilliger Punkte.

130



b) Bakterienkolonie auf einer Petrischale. (Schale mit N&hrfliissigkeit. Lasse Test-
fliissigkeit mit Bakterien darauf tropfen. Wo Bakterien hinkommen, entstehen

Bakterienkolonien)

N, = Anzahl von Quadraten mit k& schwarzen Punkten

k 0 1 2 3 4 ) 6
Ny, 5 119 | 26 | 26 | 21 | 13 | 8
N,(k,2.9623) | 6.1 | 18.0 | 26.7|26.4 | 19.6 | 11.7| 9.5

N =) N,=118, %ka =2.93

Weitere Beispiele fiir riumliche Verteilung.

¢) Bombentreffer auf London (eingeteilt in N = 576 Quadrate)

k 0 1 2 3 4 | 5 und mehr
229 211 93 35 7 1
N,(k,0.9223) | 226.74 | 211.29 | 98.54 | 30.62 | 7.14 1.57

1
N D KNk = A= 09323

d) Ein anderes Beispiel fiir ein binomialverteiltes Ereignis:
Radioaktiver Zerfall. N = 2608 Zeitintervalle von 7.5 Sekunden/Lénge.
Fiir jedes Zeitintervall wurde die Anzahl der Zerfille gezéhlt (d.h. Klicken des

Geigenzihlers). Ny, = Anzahl der Zeitintervalle, in denen es k-mal klickte.

k 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 <10
N, o7 | 203 | 383 925 932 408 273 139 45 27 16
N,(k,3.870) | 54.3 | 210.5 | 407.3 | 525.49 | 508.41 | 393.51 | 253.81 | 140.32 | 67.8 | 29.18 | 17.07

Giite der Approximation eines p mit Hilfe der y2-Statistik.

r-Klassen: IR = A; U...U A,.
N Beobachtungen, davon Nj in Klasse k =1,...,r

T

TBeob. = Z

i=1

(N; = Nu(4)))?

r—1
(= X2,2) Y, Yiiid )

=1

In unserem Fall Ay ={k}, k=1,...,r =1, A, = [r,o0].

1

31
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Beispiele 14.3.

(1) Petrischale
P[X? | > Tpgew.] = 0.97

(d.h. Produziert man Poisson (2.9623)-verteilte Zufallsvariablen und berech-
net deren Ty, so ist deren Ty, in 97% der Fille grofler als unsere beobachteten

TBeob.)

(2) Bomben auf London
88% der theoretischen Experimente hitten eine grofiere Ty,

d.h. beide Beispiele konnen sehr gut durch Poisson-Verteilungen beschrieben wer-
den

Vergleich mit ZGWS

(Aus der Telefonsteinzeit)

2000 Kunden wollen méglicherweise von A nach B telefonieren. Minimiere Anzahl
N der Leitungen, so dafl unter normalen Bedingungen nur einer von 100 Anrufen
nicht verbunden werden kann.

“Normale Bedingungen®, d.h. pro Stunde telefoniert jeder 2 Minuten.

Fiir einen festen Zeitpunkt ist die Anzahl der Anrufe eine B(2000, 55)-verteilte
Zufallsvariable. Finde also kleinstes /N mit

1
P[Sa000 > N] < 0.01,  Sago0 2 B(2000, %)

Poisson-Approximation A= % ~ 66.67

=  P[Xaxn > 87]<0.0097
P[X 2000 > 86] ~ 0.013

Also reichen 87 Leitungen.
Normal-Approximation 1 — ®(z) =0.01 & z ~ 2.327
Dann ist gefordert, dafl

N —np

ALy
mit n = 2000, p = % = N > 85.350527, d.h. 86 wiirden reichen.

> 2.327

Poisson-Verteilung und Warteschlangen (vgl. Ubung, Serie 10, A3)
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Satz 14.4. Ist N(s,t) die Anzahl der Kunden, die an einem Schalter in der Zeit

zwischen s und t ankommen, und setzen wir voraus, dafs
(i) Die Anzahl der Kunden in disjunkten Zeitintervallen ist unabhingig und

(i) ihre Verteilung hdngt nur von t — s ab,
(i1i) P[N(0,h) = 1] = Ah + o(h),

(i) P[N(0,h) > 2] = o(h),
Nun ist N(t) := N(0,t) Poisson-verteilt mit Parameter At.

Denn: ¢ fest
Xpm = 1, falls N((m —1)t/n,mt/n) =1
Xnm = 0 sonst

n
Dann ist pym = P[Xpm = 1] = AL +0 ( ) und somit Y pp ., —> At, woraus:

t
n
m=1

5 X = 7
m=1

mit Poisson-Verteilung (At) folgt:

P> Xom# N(t)] <Y P[Xpm# N((m —1)t/n,mt/n)]
m=1 m=1

. t

Zn-o(—) — 0, d.h
n

m=1

Z Xnm — N(t) = 0 P-stochastisch
m=1

Anwendung des Satzes von Slutsky (Ubung, Serie 9, A2)

N@) = Nt = 3 Xyt 3 Xy = ¥
111:1 , m=1
-0 Y ~ Poisson(\t)-verteilt
in Wahrscheinlichkeit

N

(Ni)e>0 heifit dann Poisson-Prozes8.
Dieser ergibt sich auch aus

Ny =max{k : X; + ...+ X <t} mit X, i.i.d. exp(}).
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Das sieht man aus dem Beispiel a) iiber die Verteilung von Punkten auf [0, 2n].
&nis ©=1,...,n unabhingig und gleichverteilt auf [0, 2n].

Ordne

Dann fiir s < ¢

n! s\k [(2n—t\"F
Pl < s <t <&ppuynl = K — k) (%) (T)

- /0 /jn (Z)k(n — k) (%)H (2”2; ”)H_l dndv

Aus dieser gemeinsamen Verteilung erhilt man die Verteilung von

1 Y n—l1 nooo [T1 _1
Pt m <= [ (1= LY a5 [ ey
(€411 — Eiin < 7] /0 5 o y L 9¢

d.h. exponential (

5)-verteilt.
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Kapitel 15

Der Satz vom iterierten
Logarithmus

Vorgehen nach:

e V.S. Borkar: Prob. Theory. An advanced course. Springer

e K.L. Chung: A first course in Prob. Theory. Academic Press '74

a) Ausgangsproblem
Gegeben (Q, A, P), (X;), N unabhingig, identisch verteilt € £* mit E(X;) = 0

und 0 < 02 = var(X;) < co.
Wie verhilt sich S, (w) fiir grofie n?
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Antworten:

l.a) : Ve > 0,Vc > 0,V hinreichend grofien n :
1
P (—\Sn| < c) >1-—e
n
Also Aussage fiir individuelles n € IN.
1
b) (Starkes Gesetz): P (lim sup —|S,| = O) = 1 Aussage fiir individuelles w € Q
no N
2.a) (ZGS): Ve > 0,V hinreichend grofien n :

1
P (T|Sn| <c- 0) ~ 1,1 ([—c¢, c]) Aussage fiir individuelles n € IN
n

1
(z.B. “30-Regel“: P <—

Vn

= (LS,L < —30))

Sp > 30) ~ 0.001

9

Gesucht Folge (ay,), isoton, reell mit

1
P (lim sup —|Sy,| = c) =1 Aussage fiir individuelles w € Q

n—oo Qn

fiir ein 0 < ¢ < 0.
Hinweis:
Die Funktion lim sup i\SM ist stets meflbar bzgl. der terminalen o-Algebra.
Also gilt: Je € [0, oo] mit limsup ;-] Sy,|(w) = c fiir P-fast alle w € Q.
n—oo

Gesucht sind also (a,), mit 0 < ¢ < oo.

Nun gilt:

e a,=n=c=0 (s.0.)

e a, =+/n-logn = ¢ =0, denn nach dem Starken Gesetz der GZ von Kolmo-
gorov gilt iSn — 0 P-fs., falls ) a% < 00.
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e a, =+/n=c= o0, dennVc<oogiltmitAn={w:ﬁ|5n|<c}.

P ({liisip %\Sﬂ < c}) = P (LRJIQA,C)
= lim P (ﬂ Ak> < limsup P(A,)

n—r00
n—0o0
k>n

= D2 (] -G CD <1

1
= P ({limsup%\Sﬂ < c}) =0
e a, = +/2n-log(logn) (“iterierter Logarithmus“) = c=o¢

Khintchine '24 (“normale Zahlen*)
Kolmogorov '29 (£3, unabhingig)
Hartman, Wintner ’41 (i.i.d., £?)
Strassen ’64

b) Voraussetzungen

(2, A, P), (X;), v unabhéngig € £* (nicht identisch verteilt) mit E(X;) = 0.
Sei S,, = Z X;. Setze

=1

o=

s = -iE(|Xi|2)- :[Zvarxif:[varsn]%

=

umd & = | E(X)
[ i=1 J

Annahmen:
(1) Sp — 00 (n — 00)
und Je > 0:

() (log 5) ! - (5_n

Sn)3—>0 (n — 00)

Bemerkung: Sind die (X;); identisch verteilt mit o = (varX;)z > 0 und
7= (B|X;P)3, so ist
S, =v/n-0 = 00
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und

&\’ 1 e (1. ns ’ c
(log s,)'te - (—) = <§logn+ loga) . = — — 0 fiir n — oo.

Sn

Also: Voraussetzung (i) und (ii) erfiillt.

Definition 15.1. @, (z \/2/\ x? -loglogz fiir A > 0 und x > e.

Satz 15.2 (Gesetz vom iterierten Logarithmus).
Unter obigen Vor.:

o lim sup Sn =1 P-f.s.
nsoo /252 loglog sy,
. Sn

° lim inf =-1 P-f.s.
n—oo /252 loglog s,

Lemma 15.3.
a) Aus Bedingung (ii) folgt die “Lyapunov-Bedingung*:

. 1 - 240
36>0: @-ZE(\X” ) =0 (n— o)

i=1

(und zwar mit 6 =1).
b) Aus der Lyapunov-Bedingung folgt die Lindeberg-Bedingung.

Beweis:
a) Offensichtlich.

b) Ve > 0 und |z| > € s, gilt: |2]?T0 > |z)? - (e - 5,)°

Also:

1 2 246
2 [ e < gmy [ oW
I= x5 > e} i= 1{|X >esn)

1
S 35 2+6 ZE |X; **). L]

6
j=1

Zum Beweis des Satzes werden 3 Propositionen und 3 Lemmata benétigt.
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Lemma 15.4.

1 1 22 2 1 22
(— - —) e 2 < / e Tdy< —e T (Yz>0)
w T

Proposition 15.5. V6 €]0,¢[: 3C1, Cy,ng : Vn > ng :

Cy
(log s) 1+
&

(log sn)l_% ‘

P(Sn > §01+6(5n)) <

Y

P(Sn > ¢1-5(sn))

Beweis: Nach Berry-Esséen gilt: 3C' : Vx,Vn :

1 [ 2 2\’
T Jg

Ferner gilt fiir  — oo (siche Ubung )

2 I 22
e rdy~ —-e 2
z x

Fiir z = /2(1 £ 6) loglog s,, gilt daher

N

1 1

1 2
— e 2dy = . . 15.2
V2m /m Y VAT (1 £ 6)loglogs, (logsy)'* (15-2)

Nach Voraussetzung (ii) gilt fiir e > § : 3C" :

&)’ %
(%) = T .
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Also mit (15.1)-(15.3):

1 _ 2
P(Sn>901:|:(5(5n)) ~ \/—2—7]_ / € yz_dy
2(1£9) loglogn
1 1 < Toggyy
VAr(1£6)loglogs, (logs,)* | 2 (1ogsn2)1—%

Lemma 15.6. Seien E;, F; € A (1 =1,...,n) Ereignisse mit:
e Vj: F; ist unabhingig von EfNE5N...NEF ;N E; und

e Ja>0:VYj:P(F;)>a.

Dann: (UE ﬂF>>a P(OE]>

Beweis:

J=1

v
v

p (O(Ej N Fj)> = P ( ELNF)N...N(E; 1NF;_1)° N (E;N Fj)>

j=1
> P(EiN...NE;_{NE;)
j=1
= a-P (U Ej> u
j=1

Betrachte nun die Mengen

El ={w: S, (w) > ¢114(s,)} und
E, ={w: Sp(w) > v1-s(sn)}-

Proposition 15.7.

<ﬂ U E+) = P(limsup EF) = P(E} unendlich oft ) =

k n>k
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Beweis: Sei ¢ > 1 beliebig vorgegeben.
= 3 isotone Folge (n(k))r € IN mit

Snk) < & < Sp)1-

Behauptung 1: s, ~ ¢* fiir £ — oo.

Denn nach Lemma 15.3 gilt die Lindeberg-Bedingung und somit : [max Z—’ —
VAN e

0 (Vn — o0).

k
Snh)+l g (k — oc) und folglich ¢

Sn(k) Sn(k)
Sei nun k£ € IN (fix) und j € IN mit n(k) < j < n(k +1).
Definiere

Daher — 1.

Fy={w: ‘Sn(k+1)(w) - Sj(w)] < 5n(k+1)}-
Nach Chebyshev:

P(F)>1- var(Sn(e+1) — 5j) S ek T e _ ( Sn(k) > . l?
C

2
Sn(k+1)

Also fiir hinreichend grofle k:

1
P(Fj)ZQ—CQ

Mit Lemma 15.6 folgt hieraus: Behauptung 2:

n(k+1)—1 . n(k-+1)—1

+ +

PloU BinF|z55-P U &
J=n(k) j=n(k)

denn F; € 0(X; :4 > j+ 1) ist unabhéngig von Ei,..., E; € o(X; : i < j).
Nun ist

Ef N F; C{w: Spryr)(w) > S5(W) = Sner1) > w146(55) = Snksny - (15.1)

Behauptung 3: V3 €]0, 1[: V hinreichend groe £ : Vj = n(k),...,n(k+1) —1:

g01+5($j) — Sn(k+1) > Wﬂ.(1+5)(5n(k+1))- (15.2)

o2

Denn:

~ @ 10-55 (Sn(k+1))

Sn(k+1
©145(85) = @11a(Snm) = Q144 ( s ))

(Sn(k+1))

o) onern) = VB

sn(kt1) = 0P (Sn(kt1)))
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Wihle nun 8 < 1 und ¢ > 1 beide hinreichend nahe bei 1, so dafl

1+6 b}
ﬁ-( 2 >>1+5 (15.3)

und setze
G = A{w : Snra1) (W) > @18 (Snr)) -

[Dann enspricht G, dem E;L(Hl)

Aus (15.1.),(15.2.),(15.3.) folgt:

mit 4 ersetzt durch 2]

EJ—-'—QF}'CGk

fiir k£ hinreichend grof und j = n(k),...,n(k+1) — 1.
Insbesondere also

n(k+1)—1
U EnFca;. (15.4)
j=n(k)
Also
00 n(k+1)—1 Beh.(2) 00 n(k+1)—1
Se(TU B) " e[ U sor
k=1 j:n(k) k=1 j:n(k)
(15.4) °
< 2¢2 - Z P(Gk)
k=1
Prop.15.5 i
ey S
i (108 sn(k41)) 2
< 2¢% - L& < o0.
i (k-logc)t*s

Nach Borel-Cantelli-Lemma (trivialer Teil) folgt daraus:

n(k+1)—1
p J E; | unendlichoft | =0.
j=n(k)
Das ist dquivalent zur Behauptung. ]

Sei nun wieder ¢ > 1 beliebig und (n(k)), .y wie eben.
Setze t = 7,1y — Sig und

Dk = {w : Sn(k+1) (Ld) — Sn(k) (w) > @1_%(tk)}
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Lemma 15.8. P(Dy, unendlich oft ) =1

Beweis: Die ZV (Spk+1) — Sn(k)) zeIN sind unabhéngig, folglich auch die Mengen
(Dk)eIN- Ferner gilt

1 1
2 o (1_ 1) 2 _ 2 2tk
1, ~ (1 02) Sn(k+1) (1 02> c .

Daher nach Voraussetzung (ii):
3
Enern) — Eae < (fn(k+1)>3 N (1 B l) : <§n(k+1)>3
t3 - th c? Sn(k+1)
(o) = (e )
= =00 ———
(log sn(e+1)) '+ (logtg)'+
fiir groBe k.

Anwendung von Proposition 15.5 auf Sy11) — Spk) (statt S,) und g (statt J)
liefert

Q

C o

P(Dy) > ~
(D) 2 (logty)" % k' %

= Z P(Dk) =0
k
= (nicht-trivialer Teil von Borel-Cantelli:) P(Djy unendlich oft ) =1 ]

Proposition 15.9. P(E, unendlich oft ) =1

Beweis: Nach Proposition 15.7 (angewandt auf —X,, mit 6 = 1) gilt P-f.s.
Snk) > —¢@2(Snk)) fiir alle hinreichend grofien k. (15.1)
Nach Lemma 15.8 gilt P-fs.
Sn(k+1) — Sn(k) = gol_%(tk) fiir unendlich viele &. (15.2)
Also P-fss.
Sn(k+1) > gol_%(tk) — pa(spk)) fiir unendlich viele k.

Nun ist loglogt? = loglog Si(k) und s, ~ cF.

Also ist Va < 1,V hinreichend grofle &:

5 1 2
15 (te) — pa(sn(r)) = - (\/1 —5 V1l 5- C—2> * 01 (Sn(k+1))-



Letzteres ist > ¢1_5(Sn(k+1)), falls man ¢ hinreichend grof und « hinreichend
nahe an 1 wéhlt.
Dann folgt P-f.s.

Snk+1) > P1-5(8pk+1))  fiir unendlich viele &[]

Beweis des Satzes 15.2:
Nach Proposition 15.7 und 15.9 gilt Vd < e:

1— 4§ < limsup Sn <1+ P-fs.
n—00 (Pl(sn)

Wihle nun § = £ fiir n = 2,3,.... Dann folgt

lim sup Sn =1 P-fs..
n—oo (Pl(sn)

Die zweite Behauptung des Satzes folgt daraus durch Ubergang von (X;)i zu

Satz 15.10. (von Hartman, Wintner) Seien (X;), .y unabhdngig, identisch ver-
teilt € L2 mit B(X;) =0 und
0% = var(X;) < co. Dann gilt P-f.s.

Sn
li B d
lﬁi‘ip 2nloglogn ’ o
. Sn
Iminf ——— = —0.

n—oo +/2nloglogn

Beweis: Falls zusétzlich X; € £3 : s.o, ansonsten: siehe Bauer ]

c) Ausblicke

Satz 15.11. (Strassen) Unter den eben gemachten Voraussetzungen gilt:
Die Menge der Hiufungspunkte der Folge

(i)
2nloglogn /) ,cIN
ist genau das Intervall [—o, o].
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Seien (X;), v unabhéngig, identisch verteilt mit F(X;) = 0, var(X;) = 1.
Sei S, = Y. X; und S : &> S(¢) die lineare Interpolation von n — S,,.
i=1

Betrachte Z,: [0,1] x 2 — IR,

(tw) = Zu(B)(w) = S0

d.h. fiir jedes w € Q ist Z,(.)(w) ein Element aus C([0, 1],IR).

Satz 15.12.

(Strassens Gesetz vom iteriertem Logarithmus, Strassens Invarianzprinzip):

Fiir P-f.a. w € Q ist die Menge der Hiufungspunkte der Folge (Z,(.)(w)),cIN
genau

K= e 1@ = [ oty mit [ Py < 1),

Hinweis: Fiir f € K gilt f(1)? = (fol g(y)aly)2 < fol d*(y)dy < 1.
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