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Kapitel 0

Einfithrung

0.1 Analysis und gew6hnliche DGI.

Die Erfindung der Analyis (= Differential- und Integralrechnung) durch Newton
(1643-1727) und Leibniz (1646-1716) loste den Siegeszug der Mathematik bei
der Beschreibung von Naturphdnomenen und 6konomischen Zusammenhéngen
aus und fithrte zur Mathematisierung von Physik, Chemie, Biologie, Technik,
Okonomie, . ..

Gewohnliche Differentialgleichungen dienen der Modellierung von Phinomenen
der realen Welt: dy; = b(t,y;)dt. Der Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung erlaubt dquivalente Formulierung in differentieller und integreller
Form:

T
yr = b(t,yr) bzw. yr =yo+ [b(t, y)dt
0

0.2 Stochastische Analysis und stochastische Dif-
ferentialgleichungen

Die Stochastische Analysis hat die Beschreibung von Naturphinomenen zum
Ziel, die stochastischen (= nicht deterministischen) Einfliissen unterworfen sind.
Dies geschieht z.B. mittels stochastischer Differentialgleichungen der Form

Formal fithrt das zu ) )
Y; = b(t,Yy) + o(t, Yz)M,. (2)

b(t,Y:) bezeichnet hier den Einfluss des (deterministischen) ,,Signals“, o(t, Y;) M,
den Einflu} des (stochastischen) ,,Rauschens.

Fiir (My);>0 wéhlt man ein stetiges Martingal (also einen stochastischen Prozefl
ohne erkennbare Signalkomponente), typischerweise die Brownsche Bewegung

(BB).
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Problem: fiir solche (M;) ist fast keine Trajektorie differenzierbar! Es gibt keine
pfadweise stochastische Differentiation! (Lediglich eine Art ,,stochastische Diffe-
rentiation im distributiven Sinne*“ im Rahmen des sog. Malliavin-Kalkiils, von
Paul Malliavin ab 1978 entwickelt.)

Ausweg: Wir vergessen die differentielle Interpretation (2) und definieren (1)
mittels der folgenden integralen Version

T T
Yo = Yo+ / b, Yi)dE + / o(t, Yy)dM, 3)
0 0
T
Hierzu miissen wir stochastischen Integralen der Form f X,;dM; eine Bedeutung

0
geben (fiir (M;); Martingal, (X;); ,messbarer” stochastischer Prozef).
Das geht! Ité Integral (Kyoshi It6).

e R. Paley, N. Wiener, A. Zygmund (1933): (X;) determ, (M;) BB
o K. It6 (1942,44): (X;) stoch., (M;) BB
e H. Kunita, S. Watanabe (1967): (X;) stoch., (M;) Martingal

0.3 Die Idee des It6-Integrals

T
Definition 0.3.1. Y;(w) = [ X¢(w)dM;(w) als L?-Limes der Approximationen
0
A(n
Vrw)= 30 Xu (@) (Muar(@) = My, sz (@) 4)
t;€A(n)

fiir Partitionen A(n) von [0, oo[ mit Feinheit |A(n)| — 0.
Fiir eine grofie Klasse von (M;) und (X;) existiert dieser Limes und es gilt:

o (Y3); ist stetiges Martingal

¢
o BE(Y?)=E [ XZd(M),
0

mit (M) = quadratische Variation von M = (M;)¢>0 (2.B. (M), =t fiir

BB).
Achtung: Diese Eigenschaften gelten nicht, falls man in (4) X;, , durch X,
(riickléufiges Ito-Integral) oder 3(Xy, , 4+ Xy, ) (Stratonovich-Integral) ersetzt!
Allerdings gilt fiir das Ito-Integral nicht df (M;) = f (My)dM; (das gilt fiir

klassische Integrale und fiir das Stratonovich-Integral), sondern die Ité-Formel

GO = f (MM, + 5 (M) d(M).

(Kettenregel fiir stochastische Integrale)
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0.4 Stochastische DGI und partielle DGI

d 2
Sei (M;); die d-dim BB mit infinitesimalem Erzeuger %A = % > 82 und (Y3):

die Losung der SDGI dY; = b(Y;)dt + o(Y;)dM;.
Dann hat (Y;); folgenden infinitesimalen Erzeuger

1 < 02 d )
L=3 > aij(x)iamif)xj + Zbi(l’)%

3,j=1 i=1
mit b (Drift-Vektor) wie oben und a = oo* (Diffusionsmatrix), d.h. a;;(z) =

d

> oi(x) - o).
k=1
Es gilt also

lim (B, (V) ~ () = (L) @),

= Partielle DGI lassen sich mit Hilfe stochstischer DGI 16sen!
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Kapitel 1

Filtrationen und
Stoppzeiten

Im folgenden sei stets vorgegeben ein W.-Raum (92, F, P).

1.1 Stoch. Prozesse (Wiederholung)

Definition 1.1.1. Sei (E,€&) ein Meffiraum. Eine Familie X = (X});>0 heifit
stochastischer Prozess (auf (2, F,P) mit Werten in (E,£)), falls V& > 0 :
X: : Q — E ist F-mefibar (genauer: F/E-mefibar) (d.h. eine Zufallsvariable).
t € [0,00[ wird als Zeit interpretiert, F als Zustandsraum (meist £ = R¢ und
& = B(RY)).

Fiir fixes w € Q heifit die Abbildung

Xew): Ry — E, t— Xi(w)
Trajektorie. Wir verwenden folgende dquivalente Interpretationen:

X: Ry xQ—E, (tw)r— Xt(w)

X:Q— E* we X,(w) (zufilliges Auswihlen von Trajektorien).

Zwei stochastische Prozesse X,Y (auf selbem W-Raum (2, F, P) mit selbem
Zustandsraum (E, £)) heiflen

e Modifikationen voneinander, falls
P(X;=Y;) =1firallet >0.

o ununterscheidbar , falls P(X; = Y; fir alle ¢t > 0) = 1, m.a.W. P(X, =
Y,) =1.
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Bemerkung 1.1.2. Ununterscheidbar = Mod. voneinander!
Umkehrung gilt i.a. nicht! (z.B. Q = [0,1], P = A}, X (w) = 0, (V¢,w) und

1 falls t = w
Yiw) = { 0 sonst

Lemma 1.1.3. Seien f.a. Trajektorien von X,Y rechisseitig stetig. Dann gilt:
Ununterscheidbar < Mod. voneinander.

Beweis. Ubung. 0

1.2 Filtrationen

Definition 1.2.1. Eine Familie (F%)>0 heiit Filtration (=Filtrierung) falls

V0 <s<t<oo: Fs F;sind o-Algebren auf Q mit Fy, C F; C F.

Intuitiv: F; enthilt die bis zum Zeitpunkt ¢ € [0, oo[ verfiighare Information.

(Erlaubt Unterscheidung von Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft.)

Ist (2, F, P) W-Raum und ist (F;);>¢ eine Filtierung mit F; C F (Vt), so heifit

(Q, F, Fi, P) filtrierter W-Raum. Man setzt:

Fir = N Fs, Fie = 0(Fs s < t),Fo- = {0,Q} und Fso = o(F : t > 0) =
s>t

U(ftJthZO):U(]:t, tZO)

Offenbar gilt F;— C F; C Fi4.

(Fi) heifit rechtsstetig, falls F, = Fry  (Vt > 0). (Z.B. ist (Fi4)e>0 eine rechts-

stetige Filtration.)

Der filtrierte W-Raum (2, F, F, P) heiit vollstindig, wenn Fq alle (F,P)-

Nullmengen enthélt.

Eine Menge A C Q heifit (F, P)-Nullmenge, falls 34’ € F mit A’ O A und

PA)=0

Bemerkungen 1.2.2. a) Ist (Q,F, F;, P) vollst., so ist jeder der W-Riume

(Q, F:, P) vollsténdig.

b) Umkehrung gilt nicht!
Es gibt i.a. mehr (F, P)-Nullmengen als (Fp, P)-Nullmengen.

¢) Man erhilt einen vollstdndigen filtr. W-Raum durch Augmentieren: erset-
ze F und F; durch 7' = o(FUN) bzw. F' = o(F, UN) mit
N = Menge der(F, P)-Nullmengen.

(Hinweis: Statt (F, P)-Nullmengen verwenden manche Autoren bei obiger De-
finition (F, P)-Nullmengen.)

Definition 1.2.3. Der filtrierte W-Raum (Q, F, F;, P) geniigt den iblichen Be-
dingungen (bzw. ist ein standard filtrierter W-Raum), falls er vollsténdig ist und
die Filtration (F;) rechtsstetig ist.

Bemerkung 1.2.4. Standard-Erweiterung: 1. Augmentieren: 7;" und 7,
2. bergang zu rechten Limiten = (Q, 7/, ,F’, P) standard filtrierter W-Raum.
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1.3 Adaptierte Prozesse

Definition 1.3.1.  a) Gegeben: Stochastischer Prozess X auf (Q, F, P) mit
Werten in (E, £).

FX o= o(Xs:8<t)
heiBit die von X erzeugte Filtration'.
b) X heiit an eine vorgegebene Filtration (Fi):>o adaptiert, falls
FiX € Fi(¥t > 0) oder m.a.W., falls
X  Fr-meBbar (V¢ > 0).
Beispiele 1.3.2.  a) (X;) ist an (F~) adaptiert. (Trivial)

b) Sei f € L' (2, F, P) und (F3):>0 gegeben. Definiere X; := E(f|F;)
= (Xy)i>0 an (F;)i>0 adaptiert.

c) Geg.: (Xi)i>o und (Y)i>0 ununterscheidbar, (X;):>o an (F;) adaptiert

und (Q, F, F, P) vollstédndig = (Y3)i>0 an (F;) adaptiert.
(Achtung: Hier reicht nicht, dafi (2, F, P) vollst. ist!)

1.4 Progressiv messbare Prozesse

Definition 1.4.1. Ein Prozess X heif3t progressiv messbar bzgl. einer Filtration
(Fi)s, falls fiir alle t > 0 : die Abbildung

X:[0,t]xQ—=E, (s,w)— Xs(w)
B([0,t]) ® Fi-messbar ist.
Proposition 1.4.2. Sei X ein stochastischer Prozess mit Werten im topologo-
schen Raum E, rechtsstetig (d.h. alle(!) Trajektorien t — Xi(w) sind rechtsste-
tig) (oder linksstetig), und adaptiert an (Fi)i>0. Dann ist X progressiv messbar.

Beweis. Sei X rechtsstetig, t > 0 fix. Wir approximieren X durch X ™ mit

X (W) = X(pp1yo—n (w) fiir s €]kt27™, (k + 1)t27"), k=0,1,...,2" -1,

und X(()”)(w) = Xo(w). Dann ist X : (s,w) — Xs(”)(w) B([0,t]) ® Fi-messbar.
Wegen Rechtsstetigkeit: lim XS(")(w) = X;(w) fiir alle (s,w) € [0,¢] x .
= X :[0,t] x Q — F ist B([0,t]) ® Fi-mefBibar. O

LOft bezeichnet man die von einem Prozess X erzeugte Filtration (F:¥) mit (F°) und
ihre Standard-Erweiterung dann mit (Fy).
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1.5 Stoppzeiten

Definition 1.5.1. Eine Abbildung T : Q — [0, cc] heifit Stoppzeit bzgl. (Fy),
falls V¢t > 0:
{T < t} S ft,

wobei {T <t} :={weQ:T(w) <t}
Sie heifit schwache Stoppzeit (oder Optionszeit) bzgl. (F), falls Vi > 0

{T <t} € F.

Bemerkungen 1.5.2.  a) Jede Stoppzeit ist schwache Stoppzeit. Jede “kon-
stante Zeit” T =ty ist eine Stoppzeit.

b) T ist schwache Stoppzeit bzgl. (F;) < T ist Stoppzeit bzgl. (Fiy).
¢) (F:) rechtsstetig = Jede schwache Stoppzeit ist Stoppzeit.
d) T ist Stoppzeit < X; = 1jo 7((t) ist adaptiert, (denn {X; = 0} = {T < t}).

Proposition 1.5.3.  a) Mit S und T sind auch SAT,SVT,S+T (schwache)
Stoppzeiten.

b) Mit T,,(¥n € N) ist auch supT,, eine (schwache) Stoppzeit und inf T,, eine
schwache Stoppzeit.

(Denn: {S%an < t} = Q{Tn <t} und {i%an < t} = LJ{T,L <t}.)

¢) Jede schwache Stoppzeit T lafit sich monoton durch Stoppzeiten T, mit
endlichem Wertebereich approximieren:
T, =(k+127" auf {k27" <T < (k+1)27"},k=0,1,...,4™,
T, :=+00 sonst.
=T,—T1T,T,>Tht1>T und T, > T auf {T < co}.

Proposition 1.5.4 (Galmarino’s Test). Sei Q = C(R;,R%) (oder Q = D(R,,R?) =
{w: Ry — R? cadlag)) Xi(w) = w(t) und F; = FiX. Dann ist T (schwache)
Stoppzeit genau dann, wenn ¥Vt > 0,w,w’ € Q gilt:

<T(w) (§ tund Vs <t:Xg(w)= Xs(w’)> = T(w) =T(W").
<)

1.6 Treffer- und Eintrittszeiten
Definition 1.6.1. Sei (X;) an (F;) adaptierter Prozefund A C E.
Ty(w):=inf{t > 0: X;(w) € A} Eintrittszeit von A

Th(w):=1inf{t > 0: X¢(w) € A}  Trefferzeit von A

(jeweils mit inf ) := +00.)
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Satz 1.6.2. Sei X = (X;)i>0 adaptiert. (an vorgeg. (Fi):) und rechtsstetig (d.h.
E ist topologischer Raum und alle Trajektorien Xo(w) sind rechtsstetig).

a) T% =Ty schw. Stoppzeit (VA offen C E)

b) Ist X sogar stetig und E metrisierbar, so ist
T4 Stoppzeit (VA C E abgeschlossen)
und Ty schw. Stoppzeit (VA F,-Menge, d.h. A =J A, mit A, abgeschlos-
sen).

¢) (ohne Beweis) Geniigt (Q, F,Fy, P) den iiblichen Bedingungen, so ist Ta
Stoppzeit (VA € & =B(E))

Beweis.  a) Stets ist {Ty >t} = {X; ¢ A : Vs € [0,t[} und {T} > t} =
{X, ¢ A:Vs €]0,t[}. Daher bei offenem A und rechtsstetigem X:

Taztp={Tazt} = {X;¢A:Vse[0,1[NQ}
= (] {X.¢A)er

s€[0,t[NQ
= T4 ist schw. Stoppzeit.

b) Fiir A abgeschlossen gilt A =, B, mit B, := {z : d(z, 4) < 1}.
= Ty = sup,, Tp, ist schwache Stoppzeit nach a).
Es gilt sogar Vn : Ta > T, auf {T4 > 0} N {Tp, < }.
=>Vt>0:{Ts <t} =N, {TB, <t} e F.

Ist A = JA, mit A, abgeschlossen (= T4, Stoppzeit), so ist T4 =
inf T, schwache Stoppzeit.
n

O

Beispiele 1.6.3. = C(R,,R%), X Koordinatenprozess (d.h. X;(w) = w(t))
und Ft = ftX.

Sei A C R%, # () offen.

= T ist schwache Stoppzeit, aber keine Stoppzeit.

= F; 7é -7:t+ .

Intuitive Begriindung (genaueres s. Ubung ” Galmarino’s Test”):

Withle w mit w(0) ¢ A und w(t) € A fiir ein ¢t > 0, d.h. fiir to = T (w) gilt:
0 < tg < oco. Wegen Stetigkeit ist w(tg) = 0A. Def. neuen Pfad w’ € 2 durch
W'(t) = w(t Atp). Offenbar w’ ¢ A(Vt > 0) und damit 7% (w’) = +oco. Nun gilt:

w(t)=w'(t) Vt<tg

=Vl eF,:weleuw el (Galmarino)

Aber offensichtlich w € {T} <to} und w’' ¢ {T% < to}

= {T% <to} ¢ Fi, = T keine Stoppzeit = (F;) nicht rechtsstetig.

Weitere Beispiele fiir (schwache) Stoppzeiten:
A, B C F disjunkt, Ty :=0,n € Ny
T2n+1 = 1nf{t >To, : Xt € A}
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T2n+2 = 1nf{t > T2n+1 X, € B}
(z.B. A =R?\ B, schlecht bei BB, dann f.s. T, =T, Vn)

Keine (schwache) Stoppzeit

Letzte (oder vorletzte etc.) Austrittszeit aus A

Ly=sup{t>0:X, € A}

Denn (intuitiv): Ist La(w) = t so weil w das zum Zeitpunkt ¢ (und auch un-
mittelbar danach) noch nicht!! (sondern erst am Ende seiner Tage.)

1.7 Die T-Vergangenheit
Definition 1.7.1. Fiir Stoppzeit T sei
Fr={A € Fe : AN{T <t} € F, fiir alle t > 0}

die o-Algebra der T-Vergangenheit.
Analog 148t sich fiir schwache Stoppzeiten T' definieren

Fry ={A€ Fy : An{T <t} € F, fiir alle t > 0}

Beides sind tatséchlich o-Algebren (Beweis wie im diskreten Fall). Jede
Stoppzeit T ist Fp-meBbar, jede schwache Stoppzeit Fri-mefbar. Fr besteht
aus den Ereignissen, die bis zum zufilligen Zeitpunkt T eintreten. Stets ist
Fr C -7:T+- Fir T =t ist Fpr = F; und ]:T-i- = ft_;,_.

Bemerkungen 1.7.2. Wie im diskreten Fall gelten folgende Eigenschaften:
a) S<T=Fs CFr
b) Fear = FsNFrp
¢) E(|Fsar) = E(E(|Fs)|Fr)
d) T, schwache Stoppzeit (Vn € N), T = irﬁf T, (= schwache Stoppzeit)

= ﬂ}—Tn+ ZfTJr

Kurze Wiederholung: Sei G, := F;,. Dann gilt:
T schwache Stoppzeit bzgl. (7;) < T Stoppzeit bzgl. (G;) und Fry = Grp.

Satz 1.7.3. Sei X progr. meflb. und T eine Stoppzeit.

a) Xr:{T < oo} = E, wr Xp(w) ist Fr-messbar.

b) Der gestoppte Prozefs X1 : (t,w) Xrwyat(w) ist progressiv mefibar.
(sowohl bzgl. (Fi)¢ als auch bzgl. (Fiar)t>0)-
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Beweis. a) T ist Fp-messbar = fiir fixes ¢ > 0 gilt:
T {T <t} - [0,t] xQ, w— (T(w),w)

ist 7 N{T <t}/B([0,t]) ® F;-messbar, denn fiir B € B([0,¢]) und A € F;
gilt:

{T* e BxAIN{T' <t} ={T eB}nNAN{T' <t} e F
Progressive Messbarkeit von X : Ry x Q — E bedeutet B([0,t]) ® F;/E-
Messbarkeit von X auf [0,¢] x Q.
= F, N{T < t}/E-Messbarkeit von Xp = X o T* auf {T < t}.

Das gilt V¢t > 0
= X ist Fr/E-messbar auf {T' < co}.

b) Fiir fixes t > 0 gilt:
T : Q2= [0,t] x Q, w— (T'(w) At,w) ist Fear/B([0,t]) ® Fr-messbar
= Ty :0,t] x Q — [0,t] x Q ist B(]0,t]) ® Fiar-messbar.
Da X progressiv messbar ist, gilt:
XT = XoTy :[0,t] x Q — E, (s,w) — XTI (w)ist B([0,t]) ® Fiar/E-
messbar
O

1.8 Treffer-Verteilung

Korollar 1.8.1. Sei X progr. messbar und T schwache Stoppzeit. Dann de-
feniert

vr(C)=P(Xr € C,T <o0) (VC &)
ein Maf vr auf (E,E).
Speziell fiir T = T4 heiffit vp “Trefferverteilung”. Ist T < oo f.s., so ist vy ein
W-Map, nimlich das Bildmap vy = (X1).P = Po X"
Beweis. Sei P°(C) = P(CN{T < oo}) = P° MaB auf (Q, F) bzw. iquiv. auf
Q000N F) mit Q° := {T < oo} C Q. Auf Q0 ist Xr Fr -messbar, also
F-messbar.
=vr=Plo X;l ist Maf. O

Lemma 1.8.2. Sei X stetig und T =Ta mit A C E abgeschlossen. Dann sind
die Vert. von T und X, also P(T € -) und vp(-) = P(Xp € -,T < 00), durch
die endl.-dimensionalen Verteilungen von X festgelegt.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir vr. Es geniigt z.z. vr(C) ist VC C E
abgeschlossen durch die endl.-dim. Verteilungen festgelegt. Hierfiir gilt

I/T(C) = P({XTGC}Q{T<OO})
= P{3teRy:Vse[0,t: X¢s¢ Aund X; € ANC})

- P(UN U N X BuaA}n{X: € Byyu(ANC)HD

keNn>k teQy s€Q4n[0,¢]

(
= P{3keN:Vn>k:3HecQp:Vsc 0t} X, ¢ Bi/n(A), Xs € By (ANC)})
(
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Kapitel 2

Martingale in stetiger Zeit

Stets vorgegeben: Filtrierter W-Raum (2, F, F;, P), E = RL.

2.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

Definition 2.1.1. Ein stoch. Prozess X = (X;)¢>0 heiit Submartingal (bzgl.
(F1)), talls

o X an (F;) adaptiert
o R-wertig mit F(|X;|) < oo (Vt >0)
o Es gilt die Submartingal-Ungleichung:

VO <s<t:EX)|F,)> X, fs. (2.1)

X heiflit Supermartingal , falls —X ein Submartingal ist.
Es heifit Martingal , falls es sowohl Sub- als auch Supermartingal ist.

Bemerkungen 2.1.2. Jedes (Sub-)Martingal X bzgl. (F;) ist auch ein (Sub-)
Martingal bzgl. der von ihm erzeugten Filtr. (ftX), sowie bzgl. jeder Filtr. (G)
mit ftX C G; C Fi.

Ebenso bzgl. der augmentierten Filtration (F;), denn E(.|F;) = E(.|F) f.s.
La. ist jedoch fiir G; D F; der Prozess X kein (Sub-)Martingal mehr bzgl. (G;).
Die Submartingal-Ungleichung (2.1) bedeutet: V0 < s < t,VA € Fy :

/ X,dP > / X,dP
A A
Beispiel 2.1.3. (trivial)

Sei /y = F (Vt > 0). Dann gilt: (X;) Submart. & Vs <t : X; € L' und
Xs S Xt f.s.

17



18 KAPITEL 2. MARTINGALE IN STETIGER ZEIT

Faustregel: Martingale Beschreiben faire Spiele,
Supermartingale beschreiben realistische Spiele:

E(X,|Fs): was ich aus jetziger Sicht zukiinftig erwarten darf
X,: was ich jetzt habe.

Proposition 2.1.4 (Standardbeispiele). Sei X die d-dim. BB und F; = F;~.
Fra,y € R? bezeichne x-y das kanonische Skalarprodukt. Dann sind Martingale:

a) y- X firy € RY, insbes. die Koordinatenprozesse X} firi=1,...,d.
b) 1X,[2 — dt
c) exp(y- Xy — %|y|2t) fiir y € R?

Beweis. a) SeiY; =y-X; und s < t.
E(Y;f|f5) = yE( (Xt - XS) |f5)+yE( X ‘fs) = y'Xs =Y,
S——— ~~

unabhingig von Fg meflbar bzgl. Fg

b) E(Iththe) = B(1X: — X,|* +2X, - (Xi — X)) + [ X *|Fs) = d(t — ) +
0+ | Xl

c) SeiY =exp(y- X; — %t)

2

E(i|F) = ezt . B(eVXeX) . oV Xe | F))
— efgt oY Xs .E(ey-(thXs)) =Y,
—_——

evy?/2-(t—s)

denn sei Z; in 0 startende d-dim. BB:

E(ev?) = /ey'zdPZt(dz)

22

/eyz C(2mt)"Y? e F dz
Rd

2 2 yt)?
= eTt/(th)_d/2 . e_(T)dz

Rd
. <
U
Bemerkung 2.1.5. a) XY Mart. = X+Y, X -Y,a- X Mart. (Va € R)
b) X,Y Submart. = X +Y, X VY ,a- X Submart. (VYo >0)

¢) X Mart. und ¢ : R — R konvex (oder X Submart. und ¢ : R — R konvex
und isoton) und E(|p(X;)]) < oo (¥t > 0)
= (¢(X¢))i>0 Submart.
(Z.B. (X:_)tzo).
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d) X Mart. & X Submart. mit ¢ — E(X;) konst.

Beweis. a), b) trivial. ¢) Jensen
d)“<" Setze Z := E(X|Fs) — Xs = BE(Xy — X|Fs)
=Z>0und E(Z)=0=Z=0f{s.
“=7 FE(X; — Xs|Fs) = 0. O

2.2 Maximalungleichungen

Satz 2.2.1. Sei (X;)i>0 Submartingal, T C |

0, 0o[ abzdhlbar (oder X rechtsste-
tiges Subm, T = [0, 00[) und X*(w) = sup X¢(w).
teT

Dann gilt

a) A P(X* 2 ) < sup B(X;")
teT

b) Ist sogar X > 0 oder Mart., dann gilt ¥p > 1:

p
X"y < —— jlelgHthlp

Lemma 2.2.2. Fir a,b C R gilt unter obigen Vorr.:
(b—a) - B(Ur(a,b, X())) < sup B((X; — )*)
teT

Hierbes
Ur(a,b,X(w)) = sup{ne€Np:Ft; <ta<-- <ty €T
th (W) > b, Xt2 (UJ) <a, Xt3 (W) > b, ey Xth (w) < (1}
= Anzahl der absteigenden Uberquerungen von [a,b] durch Xo(w)|r.

Beweis von Satz und Lemma: Aussage bekannt fiir 7" endlich. Whle isotone
Folge (T},) mit T,, endlich, | J7T,, = T. Die Behauptungen folgen mit Satz v.d.
monotonen Konvergenz.

2.3 Regulierungsresultate

Satz 2.3.1. Sei (X;); ein (F;);-Submartingal mit X, € L' (V¢ >0).

a) Dann IQ* € F,P(Q*)=1:VYw e Q*:
Vi>0 er. Xpy(w)= lim Xs(w) wund
s\.t,s€Q

Vi >0 ex. Xi—(w) = lim Xs(w).
s,/ 't,s€Q
(Fiir w ¢ QF setze man X4 (w) = limsup X (w).)
b) Dann ist X;y € L' und ¥Vt >0 :
E(Xt+|-7:t) 2 Xt f.S. (*)

Dabei gilt Gleichheit in (%), falls t — E(X;) rechtsstetig ist. Also insbe-
sondere, falls X ein Martingal ist.
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¢) (Xig)e>o ist ein Subm. bzgl. (Fiy) (und (Xi—)i>o eines bzgl. (Fi—).)
Ist (X;) ein Mart., so sind beides Martingale (bzgl. d. jeweiligen Filtr.).
d) Fast jede Trajektorie von (Yy) = (X;y) ist Tglll , d.h.:
cadlag

Y(w):t — Yy (w) ist rechisstetig u. besitzt linke (Lllgmiten
(rc)
(cad) (lag)

Beweis.  a) Wir zeigen: Fiir f.a. w € Q exisitiert X;_(w) (V). Es gilt:

{w ¢ lim  X(w) ex. nicht fiir ein ¢ > 0}
s,/'t,s€Q

= U {w : lim X, (w) ex. nicht fiir ein ¢ € [O,n]}

s 't,se
neN 4 Q

= U U {w: liminf X (w) <a < b < limsup fiir eintG[O,n]}
neN a,beQ,a<b s/t,5€Q s,/'t,s€Q

C U U {w : U[o,n]mt@(a, b, X (w)) = +OO} )
neNa,beQ,a<b
Nun ist

IN

sup E((X;—0b)")
te[0,n]NQ

BE(X,—-b)7") <o

E (U mng(a; b, X (w)))

SN

= P{w:U (U[Om]ﬁQ(a,b,X(w))) =+400})=0
= P{w: lim X, (w) ex. nicht fiir ein ¢t > 0}) = 0.
s,/'t,s€Q
b) Fix ¢t > 0 und (¢, )ne—n € Q mit ¢, N\, ¢ fiir n — —o0.
= (Xt, )ne—n ist ein Submart. bzgl. (F, Jne—n (,riicklaufiges Submartin-
gal®) mit

sup B(|Xy,|) < 2-supEX, —inf EX,,

< 2-EX}' —EX; <o
= Xy € LY Xy, — X4y in L' (mit Konvergenzsatz f. riickliufige Sub-
martingale).

Aus Xt < E(th|ft) fOlgt daher Xt < E(Xt_;,_‘ft)

Ferner (wegen L!'-Konvergenz) E(X;,) = lim, . . F(X;, ), und falls
t — E(X;) rechtsstetig, folgt E(X;) = E(X:+).

= X = E(Xt+|]:t>
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¢) Fix s < t und sei s,, eine Folge mit ¢ > s, \, s. Dann gilt
X, < E(Xy|Fs,) < E(E(X4|F)|Fs,) = E(X4|Fs, ). Ferner
E(X4|Fs,) — E(Xi4+|Fs+) (wegen Konvergenzsatz f. riicklaufige Sub-
martingale) = X3+ < E(Xt+|-7:s+)-

d) Rechtsstetig klar, linke Limiten wegen a), angewandt auf das Subm. (X4 ).
O

Korollar 2.3.2. Sei X rechtsstetiges Subm. bzgl. (Fy).
a) Dann ist es Subm. bzgl. (Fiy) und bzgl. dessen Augmentierung.
b) Fast jede Trajektorie ist cadlag.

Korollar 2.3.3. Sei X (Sub)mart. bzgl. (F;), welche ibliche Bed. erfillt, und
sei t — E(Xy) rechtsstetig (z.B. konstant, falls X Martingal).
Dann 3 Mod Y von X mit cadlag- Traj. und Y ist (Sub-)Martingal bzgl. (F).

Beweis. Wihle Y; = X von vorhin. Bleibt zu zeigen: (Y;) ist Modif. von (X¢),
d.h.

Vi>0: PY;=X;) =1
Nun gilt aber nach b) aus vorigem Satz:
E(Xt+|ft) == Xt f.s.

und wegen F; = Fyy:
E(Xt+|ft) = Xt+ f.s.

2.4 Konvergenzsitze

Satz 2.4.1 (Subm.-Konv.). Sei (X;) rechtsstetiges Submartingal mit sup, E(X;") <
00. Dann 3X ., := tlim Xi fos.

Korollar 2.4.2. Sei (X;); rechtsstetiges, nicht-neg. Supermart. = IX =
lim X; f.s.

Satz 2.4.3. Sei (X;); rechtsstetiges, nicht-neg. Submart. (oder rechtsstet. Mart.).
Dann sind dquivalent:

i1) tlim X emistiert in L.

i) 3Xoo € L' 1 Xoo = tlim Xy f.s. mit
(Xt)teo,00) 18t Submart. (bzw. Mart.) bzgl. (Ft)re[0,00)-

i) {X¢:t €0,00[} ist gleichgradig integrierbar.
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Bemerkungen 2.4.4.  a) Die Auss. sind erfiillt, falls sup, || X|, < oo fiir
ein p > 1. In diesem Fall X, € LP und X; — X, in LP.

b) Die Implik. (i) = (ii) = (4i¢) gelten bereits f. rechtsstet. Submart.

c¢) Ist X rechtsstet. Mart., so ist ferner dquivalent zu (i), (iii):
(iv) IXoo € L' : V£ > 0 : X; = B(Xoo|F).

d) {Y; :t € I} gleichgr. integr. : <
supE(\Yt| . 1{|Yt\>M}) — 0 fir M — .
tel

2.5 Optional Sampling

Satz 2.5.1. Seien X rechtsst. Submart. bzgl. (F;) und S, T beschrinkte Stopp-
zeiten mit S < T. Dann gilt

E(Xrp|Fs) > Xs  fs.

Beweis. Sei tg > T und zunichst X > 0(=€ Ll). Approx. S und T durch
Stoppzeiten S,,, T, < tg mit endlichem Wertebereich, S,, \, S, T, \, T

= Xsn — Xs,XTn — X7.

Nun gilt (Doob Lemma): Xg, < E(Xy,|Fs,)

= {Xg, : n € N} gleichgr. integr. (denn {E(X;,|Fs,)} ist gleichgr. integr.)

= Xg, — Xg in L', analog X1, — X7 in L.

Ferner gilt

[ Xs,dP < [ Xr,dP VYA€ Fs, =VAeFs CFs,

A A n

= [XgdP < [ XrdP VAe Fg

A A
= Behauptung fiir X; > 0.
= analog: Behauptung fiir Xt(n) =X;V(—n)
= Behauptung fiir bel. X; mit monotoner Konvergenz. O

Korollar 2.5.2. Sei X rechtsst., adaptiert, integr. Aquivalent sind

i) X ist Submartingal.

ii) ¥ beschr. Stoppz. S < T gilt: E(Xg) < E(Xr). (Bei Mart.: 0BdA S =0.)
bzw.

i*) X ist Martingal.
ii*) V beschr. Stoppzeit T ist E(Xr) = E(Xy).

Beweis. i) = ii), i*) = 4i*) : Optional sampling,.

1) = 1): Sel s < t, A € Fs. Definiere S :=s-14 +t- 140, d.h.
s ,fallswe A

S(w) = t , sonst.

und T =t > s Stoppzeiten.
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= E(X;—Xs)-1a) =E(Xr —Xg) >0 = Beh.
i1*) = i*): Zuerst gilt V beschr. Stoppz. S < T: E(Xg) = E(Xr) = E(Xo) =
X und —X sind Submartingale = X Martingal. O

Korollar 2.5.3 (Optional Stopping). Sei X rechtsstet. (Sub-)Martingal und T
Stoppzeit. Dann ist auch X7 = (Xiar)i>0 ein (Sub-)Martingal.

2.6 Anwendung auf BB

Proposition 2.6.1. Sei (X, P,) 1-dim BB startend in x© €]a,b] und T, =
T{a},Tb = T{b} Dann ist

a) Ex(T,) = Ex(Tp) = +0
b) E,(To NTp) = (x —a)(b—x)

¢) Po(T, <Ty) = =2, P(T, <T,) = &=

Beweis.  a) folgt aus b) mit b " co bzw. a \, —o00, denn
E.(Ty) > E.(Ty NTp) = (z — a)(b— x) — oo fiir b — oo.

b) folgt aus niichstem Satz fiir d = 1.
¢) Wegen P,(T, =T,) =0 gilt

(1) Po(To <Tp) + Po(T, < T,) = 1.
Ferner ist Y; = Xyar, a1, ein beschr. Martingal (< |a| V |b]) = (Op-
tional Sampling).

(2) 2= E,(Yy) = Ey(Yoo) = Eo(Xponr,) = a- Po(Ty < Tp)) +b- Po(T, <
T,).

O

Satz 2.6.2. Sei X die in x startende d-dim. standard BB (d.h. P = Wiener

Mafs, E=R% Xg=2), ye RYr > |z —y|. T, := ToB, (y) = TgBT(y), Dann ist

r’—lz—y|?
a) E(Ty) = — 5~ und
b) vr, (-) das zu 1 normierte OberflichenmafS o, auf OB (z).

Beweis. b) Sei C eine Borel-Teilmenge von 9B,(0) und A eine orthogonale
d x d-Matrix. Aufgrund der Rotationsinvarianz der BB gilt:

VT(O) = P(XT S C) = P((AOX)T S C)
= P(Xp e A7'C) =vp(A710)
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= v ist rotationsinvariant und normiert = Beh.
Fiir jede beschr. oder nicht neg. Borel-Funktion f auf R? folgt:

E(f(Xr,, ) = / f(w)on(dy)
9B,(0)

Wir zeigen die Behauptung fiir y = 0 (allgemein mit der Translationsinva-
rianz der BB). Offenbar ist T := Typ, (o) = TSBT(O) < o0 wegen iterierten
Logarithmus’ (z.B.).

Nun ist M; := | X;|?> — d - t — |z|*> Martingal mit My = 0.

= | Xiar|?> —d- (t AT) — |z|> Martingal

=d-E(tAT)=E(|Xinr|?) — |z <72 —|2]* (V1)

=d-E(T) <r?—|z]?

Umgekehrt folgt aus dem Lemma von Fatou und der Stetigkeit von X:

4-E(T) = lim E(|Xonr[?) — | > E(Jim |[Xoxr ) — [2f? = 2 — [af?

O



