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1. Aufgabenblatt vom 11.4.2008

Aufgabe 1- Elementare bedingte Erwartung (10 Punkte)

Sei X eine integrierbare Zufallsvariable mit Werten in R und Y eine Zufallsvariable mit Werten in IN. Man
kann dann alternativ zu der Definition in der Vorlesung definieren:
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Bezeichne mit F die von Y erzeugte Sigma-Algebra. Zeige dann die folgenden Eigenschaften
a) Die Zufallsvariable E[X|Y] ist F- messbar.

b) E[X|Y] ist integrierbar und fiir jedes F-messbare Ereigniss A gilt B|[14E[X]Y]] = E[X14].

Die beiden Definitionen stimmen also iiberein.

Aufgabe 2- Monotonie der bedingten Erwartung (10 Punkte)

Seien X und Y integrierbare (oder positive) Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, IP)
und F eine Untersigmaalgebra von A. Zeige die folgende Monotonieeigenschaft:

X>Y fs= E[X|F]>E[Y|F] fs.

Aufgabe 3 - Bedingen gauf3scher Zufallsvariablen (10 Punkte)

Die gemeinsame Verteilung eines unbeobachteten Signals X und eines Beobachtungswerts Y sei eine zweidi-
mensionale Normalverteilung mit Mittelwert m = (mx,my) und Kovarianzmatrix
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Berechne den Prognosewert E[X|Y] fir das Signal X gegeben die Beobachtung Y, sowie den mittleren
quadratischen Prognosefehler Var (X|Y).
Hinweis: Var (X|Y) = E[X?|Y] - E[X|Y]%

Aufgabe 4 - Permutationen (10 Punkte)

Sei d € IN beliebig. Betrachte das Mengensystem F aller messbaren Teilmengen A mit folgender Eigenschaft:
Fiir alle Permutationen o von {1,...,d} gilt

(xl,....xd) cA= (xU(l),...,ZEU(d)) € A.

a) Zeige, dass F eine Untersigmaalgebra von B(RY) ist.

b) Sei nun s ein beliebiges WahscheinlichkeitsmaB auf R. Versehe den Produktraum (R?, B(R%)) mit dem
ProduktmaB ;®?. Dann gilt fiir jede Zufallsvariable X auf (RY, B(R?), u®9)

1
E[le] = EZX(xg(l),...,l‘a(d)) fb,

wobei die Summe iiber alle Permutionen reicht.



