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1. (Martingaldefinition). X1 und Y1 seien unabhängige, beide gemäß P := 1
2
(δ{−1} +

δ{1}) binomial verteilte Zufallsvariablen. Mit diesen werde eine weitere Zufallsvariable Z
per

Z :=

{
+1, falls X1 + Y1 = 0

−1, falls X1 + Y1 6= 0

definiert. Ferner setze man X2 := X1 + Z sowie Y2 := Y1 + Z. Man zeige: (Xi)i=1,2 und
(Yi)i=1,2 sind Martingale, jedoch ist (Xi +Yi)i=1,2 kein Martingal. Wann ist die Summe von
Martingalen wieder ein Martingal?

2. (Stoppsatz). Sei (Xn)n≥0 ein (Super-)Martingal und T eine Stoppzeit mit T < ∞
f.s. Zeige, dass E[XT ] = E[X0] (bzw. E[XT ] ≤ E[X0]), falls :

a) X beschränkt ist, d.h. es ex. M > 0 mit |Xn| ≤M f.s. ∀n.

b) E[T ] <∞ undX beschränkte Inkremente hat, d.h. es ex.M > 0 mit |Xn+1−Xn| ≤M
f.s. ∀n.

c) Unter welchen anderen Voraussetzungen kann man die Aussage folgern?

3. (Martingaltransformation und -zerlegung).

a) Seien X = (Xn)n≥0 ein Martingal und Z = (Zn)n≥0 ein vorhersagbarer Prozeß mit
Xn, Zn ∈ L2 für alle n ≥ 0. Sei ferner Y := Z · X. Berechne E[Yn] und zeige die
L2-Isometrie

EY 2
n = E

[ n∑
k=1

Z2
k |Xk −Xk−1|2

]
, n ∈ N .

b) Sei (Xn)n∈N ein Martingal. Zeige: es existiert ein wachsender vorhersagbarer Prozeß
A = (An)n≥0, sodass (eXn−An)n≥0 ein Martingal ist. Berechne A.

4. (Galton–Watson–Prozeß). Seien ξ
(n)
i , i, n ≥ 0, i.i.d. Zuffalsvariablen mit Werten in

N0. Man definiere den Galton–Watson–Prozeß, wie folgt:

X0 := 1, Xn+1 =

{
ξ
(n)
1 + · · ·+ ξ

(n)
Xn
, falls Xn > 0,

0, falls Xn = 0,
n ∈ N0 .
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Xn beschreibt die Anzahl der Individuen einer Population in der n-ten Generation; ξ
(n)
i ist

die Anzahl der Nachkommen des i-ten Individuums in der n-ten Generation. Seien weiter
Fn := σ(ξ

(m)
i ; 0 ≤ m ≤ n− 1) und µ := Eξ(m)

i .

a) Zeige, dass (µ−nXn)n≥0 ein Martingal bezüglich (Fn)n≥0 ist.

b) Wir nehmen nun µ < 1 an. Zeige: es ex. n0 = n0(ω), sodass Xn = 0 ∀n ≥ n0 f.s.
Insbesondere gilt also µ−nXn → 0 f.s.

*c) Kommentiere den Durschnittswert von 1, 36 Kindern pro Frau in der Bundesrepublik.
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