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Einleitung

»Stochastik* ist ein Oberbegriff fiir die Bereiche ,,Wahrscheinlichkeitstheorie” und ,,Statistik”. Inhalt dieses
Teils der Vorlesung ist eine erste Einfithrung in grundlegende Strukturen und Aussagen der Stochastik,
wobei wir uns zunichst auf Zufallsvariablen mit diskretem, d.h. endlichem oder abzihlbar unendlichem
Wertebereich beschrianken. Bevor wir die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie einfiihren, wollen
wir kurz dariiber nachdenken, wie Methoden der Stochastik bei der mathematischen Modellierung von
Anwendungsproblemen eingesetzt werden. Dabei wird sich zeigen, dass stochastische Modelle hiufig auch
dann sinnvoll eingesetzt werden konnen, wenn das zu beschreibende Phidnomen gar nicht zufillig ist.

Zufall und mathematische Modelle

Beschiftigt man sich mit Grundlagen der Stochastik, dann kommt einem vermutlich die Frage ,,Was ist
Zufall?** in den Sinn. Diese Frage konnen und wollen wir hier natiirlich nicht beantworten. Wir konnen aus
ihr aber eine andere, viel konkretere Frage ableiten: ,,Welche Objekte, Phinomene oder Vorginge kdnnen wir
sinnvoll unter Verwendung von Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie untersuchen?”. Hier fallen uns auf
Anhieb eine ganze Reihe entsprechender ,,Zufallsvorgiinge” ein, die aber gar nicht immer wirklich zufillig
sind:

Zufallszahlengenerator. Ein Zufallszahlengenerator ist ein Algorithmus, der eine Folge ug,ui, uo,. ..
von Pseudozufallszahlen im Intervall [0, 1] erzeugt. Beispielsweise generiert der von Marsaglia 1972
eingefiihrte lineare Kongruenzgenerator Binédrzahlen zwischen 0 und 1 mit 32 Nachkommastellen auf
folgende Weise: Wir setzen m = 232 und wihlen einen Startwert (“seed”) xo € {0,...,m — 1}. Dann
wird eine Folge xp, X1, X2,... von ganzen Zahlen zwischen 0 und m — 1 induktiv durch die folgende
Rekursion definiert:

Xne1 = (69069 - x, + 1) mod m,

und man setzt schlieBlich u, := x, - 2732. Offensichtlich ist sowohl die Folge (x,)nen von Zahlen
zwischen 0 und 232, als auch die Folge (uy)nen von Pseudozufallszahlen zwischen O und 1 rein
deterministisch. Trotzdem verhilt sich (1), <y in vielerlei Hinsicht wie eine echte Zufallsfolge: Durch
eine ganze Reihe statistischer Tests kann man die Folge (u,) nicht von einer echten Zufallsfolge
unterscheiden, und in den meisten Simulationen erhélt man bei Verwendung von (u,,) Ergebnisse, die
denen fiir eine echte Zufallsfolge nahezu entsprechen.

Wiirfelsequenz. Eine Folge von Augenzahlen beim Wiirfeln ist ein Standardbeispiel einer Zufallsfolge.
Tatséchlich ist diese Folge aber auch nicht wirklich zufillig, denn die Endposition des Wiirfels konnte
man im Prinzip aus den Gesetzen der klassischen Mechanik berechnen, wenn man die Bewegung der
Hand des Spielers genau beschreiben konnte. Da diese Bewegung zu kompliziert ist, verwendet man
ein elementares stochastisches Modell, das in der Regel die Folge der Augenzahlen sehr gut beschreibt.

Bewegung von Gasmolekiilen. Lisst man quantenmechanische Effekte au3er acht, dann bewegen sich auch
die Molekiile in einem Gas bei einer gewissen Temperatur nach einem deterministischen Bewegungs-
gesetz. Da schon ein Mol mehr als 10?3 Molekiile enthiilt, ist eine deterministische Modellierung auf
der mikroskopischen Ebene fiir viele Zwecke zu aufwindig. In der statistischen Physik beschreibt man
daher die Zustidnde der Molekiile durch Zufallsvariablen, und leitet daraus die Gesetze der Thermo-
dynamik her.
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In den bisher genannten Beispielen setzt man ein stochastisches Modell an, da eine deterministische
Beschreibung zu aufwiindig ist. In den meisten praktischen Situationen fehlen uns auch einfach Informationen
iiber das zu beschreibende Objekt:

Unbekanntes Objekt. Wenn wir eine bestimmte Grofe, eine Beobachtungssequenz, einen Text oder ein
Bild, einen Stammbaum etc. nicht genau kennen, sondern nur indirekte Informationen vorliegen
haben (z.B. aus einem verrauschten Signal oder einer DNA-Analyse), dann ist eine stochastische
Modellierung des gesuchten Objekts hidufig angemessen. Das gewidhlte Modell oder zumindest die
Modellparameter hiangen dabei von der uns vorliegenden Information ab !

Aktienkurs. Bei der Modellierung eines Aktienkurses kommen mehrere der bisher genannten Aspekte
zusammen: Es gibt sehr viele Einflussfaktoren, den zugrundeliegenden Mechanismus kennen wir
nicht (oder nur einen sehr begrenzten Teil davon), und das gewihlte stochastische Modell hiangt stark
von unserem Vorwissen ab.

o

Abbildung 1: B : Q — C([0,00),R%), B(w) = (B;(w));0.

Beobachtungsvorgang in der Quantenphysik.. In der Quantenmechanik sind die Zustinde nicht mehr
deterministisch, sondern werden durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte beschrieben. Der beobachtete
Wert eines Zustands ist daher echt zufillig. Unter www . randomnumbers.info kann man eine Liste
mit Zufallszahlen herunterladen, die mithilfe von quantenphysikalischen Effekten erzeugt worden sind.

Wie wir sehen, werden stochastische Modelle nicht nur bei ,,echtem Zufall eingesetzt, sondern immer dann,
wenn viele Einflussfaktoren beteiligt sind oder unzureichende Informationen iiber das zugrunde liegende
System vorhanden sind. Fiir die Modellierung ist es nicht unbedingt notig zu wissen, ob tatséchlich Zufall
im Spiel ist. Ob ein mathematisches Modell ein Anwendungsproblem angemessen beschreibt, kann nur
empirisch entschieden werden. Dabei geht man folgendermaBien vor:

* Aus dem Anwendungsproblem gewinnt man durch Abstraktion und Idealisierungen ein stochastisches
Modell, das in der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie formuliert ist.

* Ist das Modell festgelegt, dann konnen mit den mathematischen Methoden der Wahrscheinlichkeits-
theorie Folgerungen aus den Grundannahmen hergeleitet werden.

* Diese Folgerungen liefern dann Vorhersagen fiir das Anwendungsproblem.

vi Universitit Bonn
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Abstraktion

Anwendungs- Mathematisches mathematisches
problem Modell Argument

Vorhersage

Abbildung 2: Mathematische Modellierung.

* SchlieBlich iiberpriift man, ob die Vorhersagen mit den tatsidchlichen Beobachtungen iibereinstimmen.
Falls nicht, versucht man ggf. das Modell zu korrigieren.

In dieser Vorlesung beschrinken wir uns meist auf den zweiten Schritt, in einigen einfachen Situationen
werden wir aber auch kurz auf den ersten Schritt eingehen. Wichtig ist, dass die Folgerungen im zweiten
Schritt streng logisch aus den Grundannahmen hergeleitet werden. Das Anwendungsproblem liefert zwar
hiufig sehr niitzliche Intuition fiir mogliche Aussagen oder sogar Beweisverfahren. Der Beweis selbst erfolgt
aber inner-mathematisch unter ausschlie3licher Verwendung der formal klar spezifizierten Modellannahmen!
Die Anwendungsebene und heuristische Argumentationen sollten wir nicht verdridngen, aber es ist wichtig,
dass wir klar zwischen Intuition bzw. Heuristik und formalen Beweisen trennen.

Die Idealisierung im mathematischen Modell ermdglicht die Beschreibung einer Vielzahl ganz unter-
schiedlicher Anwendungssituationen mit dhnlichen mathematischen Methoden und Modellen. Beispielswei-
se hat sich die Theorie der stochastischen Prozesse in den letzten 100 Jahren ausgehend von Problemen
der Physik und der Finanzmathematik sowie innermathematischen Fragestellungen rasant entwickelt. Heute
spielen stochastische Prozesse eine zentrale Rolle in diesen Bereichen, aber auch in vielen anderen Gebieten,
zum Beispiel in der mathematischen Biologie oder in der Informatik. Das oben beschriebene Schema der
stochastischen Modellierung wird manchmal sogar bei rein mathematischen Problemen wie der Verteilung
von Primzahlen verwendet.

Wir wollen uns abschlieend Aspekte des beschriebenen Modellierungsprozesses noch einmal in einem
Beispiel ansehen. In diesem Fall ist das mathematische Modell vorgegeben, und es soll untersucht werden,
welcher von mehreren Datensédtzen am besten zu dem Modell passt.

Beispiel (0-1 Zufallsfolgen). Wir betrachten fiinf Datensitze, die jeweils aus 120 Nullen oder Einsen
bestehen:

tb 0001011001010001101000011011010010001100010001100111000110100111001100101110000
10110010110001101001110110101101011010010

pa 0110010001111100000000000000010101010111111111101010101010111110000000000000100
00110001010101001000000000011010010010010

pb 1111010101000000101010100000010101010000000010111111010100011001100011100001111
00000111110001011110101000010101111010100

ta 0000011000101101110100111011100111111001000010010110110011010001001001010011111
01111110010000100000010110011000010110101

fa 1010101000100111010100101110010111000010010110010101011101010101000101011010101
11000011101010001100110100101000100100100

Eine dieser 0-1 Folgen wurde mit einem modernen Zufallszahlengenerator erzeugt und ist praktisch
nicht von echten Zufallszahlen zu unterscheiden. Die anderen Folgen wurden von verschiedenen Personen
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von Hand erzeugt, die gebeten wurden, eine moglichst zuféllige 0-1 Folge x1, x2,. . ., x120 zu erstellen.
Das iibliche mathematische Modell fiir eine solche Zufallsfolge sieht folgendermallen aus:

Die Werte xp,xp,... sind Realisierungen einer Folge Xj, X5, ... von unabhingigen, auf {0, 1}
gleichverteilten Zufallsvariablen.

(m)

Obwohl Vokabeln wie ,,Zufallsvariable” oder ,,unabhidngig” der Anschauung entlehnt sind, haben diese
Begriffe eine eindeutig spezifizierte mathematische Bedeutung, siehe unten. Daher kénnen wir nun
mathematische Folgerungen aus (m) herleiten.

Wenn wir uns die Zahlenfolgen genauer ansehen, stellen wir fest, dass diese sich zum Teil sehr deutlich
in den Léngen der auftretenden Blocke von aufeinanderfolgenden Nullen bzw. Einsen unterscheiden.
Einen solchen Block nennt man einen “Run”. Jede 0-1 Folge lésst sich eindeutig in Runs maximaler
Lénge zerlegen. Sei R,, die Ldnge des n-ten Runs in der Zufallsfolge Xj, X», . . .. Mit Wahrscheinlichkeit
1/2 folgt auf eine Null eine Eins bzw. umgekehrt, das heiit der Run endet im néchsten Schritt. Daraus
folgt, daB die Liange R, eines Runs mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gleich 1, mit Wahrscheinlichkeit 1/4 =
(1/2)? gleich 2, und allgemein mit Wahrscheinlichkeit 27" gleich # ist. Zudem kann man beweisen, dass
die Zufallsvariablen R;, R;,... wieder unabhingig sind. Die durchschnittliche Linge eines Runs ist 2.
Daher erwarten wir bei 120 Zeichen ca. 60 Runs, darunter ca. 30 Runs der Linge 1, ca. 30 Runs der
Lénge > 2, ca. 15 Runs der Linge > 3, ca. 7,5 Runs der Lange > 4, ca. 3,75 Runs der Linge > 5, ca.
1,875 Runs der Liange > 6, und ca. 0,9375 Runs der Linge > 7.

Tatsdchlich finden sich in den Datensédtzen tb und fa nur jeweils zwei Runs mit Linge 4 und kein
einziger Run mit Ldnge > 5. Daher wiirden wir nicht erwarten, dass diese Folgen von einem guten
Zufallszahlengenerator erzeugt worden sind, obwohl prinzipiell ein solcher Ausgang natiirlich moglich
ist. In der Tat kann man beweisen, dass im Modell (m) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es keinen Run
der Linge > 5 gibt, sehr klein ist. Umgekehrt finden sich im Datensatz pa Runs mit Lingen 13 und 15.
Erneut ist die Wahrscheinlichkeit dafiir duflerst gering, wenn wir das Modell (m) annehmen.

Zusammenfassend ist (m) kein geeignetes mathematisches Modell zur Beschreibung der Datensitze
tb,fa und pa. Fiir die Datensitze pb und insbesondere ta liegen die Anzahlen der Runs verschiedener
Lénge néher bei den im Mittel erwarteten Werten, sodass (m) ein geeignetes Modell zur Beschreibung
dieser Folgen sein konnte. Moglicherweise zeigen aber auch noch weitergehende Tests, dass das Modell
doch nicht geeignet ist. Tatséchlich stammt nur die Folge ta von einem Zufallszahlengenerator, und die
anderen Folgen wurden von Hand erzeugt.

Abschlieend sei noch bemerkt, dass die Unbrauchbarkeit des Modells (m) fiir die Folgen tb, fa
und pa eine stochastische Modellierung natiirlich nicht ausschliet. Zum Beispiel konnte man versuchen
die Datensitze tb und fa durch eine Folge von Zufallsvariablen mit negativen Korrelationen, und den
Datensatz pa durch eine Folge von Zufallsvariablen mit positiven Korrelationen zu beschreiben.

viii Universitit Bonn



1 Diskrete Zufallsvariablen

Grundlegende Objekte im axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie nach Kolmogorov sind die
Menge Q der in einem Modell in Betracht gezogenen Fille w, die Kollektion (A der betrachteten Ereignisse
A, sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilung P, die jedem Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit P[A] zwischen
0 und 1 zuordnet. Dabei sind Ereignisse Teilmengen von €, und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine
Abbildung von A nach [0, 1]. Zudem sind Zufallsvariablen X von zentralem Interesse, die jedem Fall w
einen Wert X(w) zuweisen. Zur [llustration betrachten wir drei elementare Beispiele bevor wir die genannten
Objekte formal definieren.

Beispiel (Wiirfeln und Miinzwiirfe).

Eberle

a)

b)

EinmAaL WURFELN:

Die Menge der moglichen Fille ist Q = {1,2,3,4,5,6}. Die Elemente w € Q bezeichnet man auch
als Elementarereignisse und identifiziert sie mit den einelementigen Mengen {w}. Allgemeine
Ereignisse werden durch Teilmengen von Q beschrieben, zum Beispiel:

~Augenzahl ist 3 {3}

»~Augenzahl ist gerade* {2,4,6}
,,Augenzahl ist nicht gerade* {1,3,5} = {2,4,6}€¢
~Augenzahl ist grofer als 3 {4,5,6}

~Augenzahl ist gerade und groBer als 3 {4,6} = {2,4,6} N {4,5,6}
~Augenzahl gerade oder groBer als 3% {2,4,5,6} = {2,4,6} U {4,5,6}

Hierbei schreiben wir A€ fiir das Komplement Q\ A der Menge A in der vorgegebenen Grundmenge
Q. fiir die Wahrscheinlichkeiten sollte im Falle eines ,,fairen* Wiirfels gelten:

1
P[753“] = 67

Anzahl giinstige Fille 1{2,4,6}| 3 1
P ”A hl d “l= e 1. e = =—- =7
[-Augenzahl gerade™] = - I Tiche Falle ~ [{1,2.3.4.5.6]] _ 6 2

4 2
P[,,Augenzahl gerade oder groBer als 3“] = §= 73

Beispiele fiir Zufallsvariablen sind
X(w) = w, ~Augenzahl des Wurfs®, oder

) = {1 falls w € {1,2,3,4,5),

,-Gewinn bei einem fairen Spiel*.
=5 fallsw =6,

In einem anderen (detaillierteren) Modell hitte man die Menge Q auch anders wihlen konnen,
z.B. konnte Q alle moglichen stabilen Anordnungen des Wiirfels auf dem Tisch beinhalten. Wir
werden spiter sehen, dass die konkrete Wahl der Menge Q oft gar nicht wesentlich ist - wichtig sind
vielmehr die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die relevanten Zufallsvariablen Werte in bestimmten
Bereichen annehmen.

ENDLICH VIELE FAIRE MUNZWURFE:
Es ist naheliegend, als Menge der moglichen Fille

Q= {w=(x1,...,x) | x; € {0,1}} = {0,1}"

zu betrachten, wobei n die Anzahl der Miinzwiirfe ist, und O fiir ,,Kopf* sowie 1 fiir ,,Zahl* steht.
Alle Ausginge sind genau dann gleich wahrscheinlich, wenn P[{w}] = 27" fiir alle w € Q gilt. Dies
wird im folgenden angenommen. Zufallsvariablen von Interesse sind beispielsweise das Ergebnis
des i-ten Wurfs

Xi (w) = X,

Stochastik 1



1 Diskrete Zufallsvariablen

oder die Hiufigkeit i}
Sn(w) = D" Xi(w)
i=1
von Zahl bei n Miinzwiirfen. Das Ereignis ,,i-ter Wurf ist Kopf* wird durch die Menge
A = {0 e Q| Xi(w) =0} = X7'(0)

beschrieben. Diese Menge bezeichnen wir in intuitiver Kurznotation auch mit {X; = 0}. Es gilt

PIXi=0] = P[{X; =0}] = PlAi] = 5.

Das Ereignis ,,genau k-mal Zahl“ wird entsprechend durch die Menge
A ={weQ|S(w) =k} = {S, =k}

beschrieben und hat die Wahrscheinlichkeit

¢) UNENDLICH VIELE MUNZWURFE:
Hier kann man als Menge der moglichen Fille den Raum

Q = {w=(x1x,...) | x €{0,1}} = {0, 1}

aller bindren Folgen ansetzen. Diese Menge ist iiberabzéhlbar, da die durch die Dualdarstellung
reeller Zahlen definierte Abbildung

(o)

(x1,x2,...) ¥ in'zfi

i=1

von Q nach [0, 1] surjektiv ist. Dies hat zur Folge, dass es nicht moglich ist, jeder Teilmenge von Q
in konsistenter Weise eine Wahrscheinlichkeit zuzuordnen. Die formale Definition von Ereignissen
und Wahrscheinlichkeiten ist daher in diesem Fall aufwéndiger, und wird erst in der Vorlesung
EINFUHRUNG IN DIE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE systematisch behandelt.

1.1 Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

Wir werden nun die Kolmogorovsche Definition eines Wahrscheinlichkeitsraums motivieren und formulieren,
erste einfache Folgerungen daraus ableiten, und elementare Beispiele betrachten. Ein Wahrscheinlichkeits-
raum besteht aus einer nichtleeren Menge €2, die bis auf weiteres fest gewihlt sei, einer Kollektion A von
Teilmengen von Q (den Ereignissen) und einer Abbildung P : Q — [0, 1], die bestimmte Axiome erfiillen.

Ereignisse als Mengen

Seien A, B, und A;, i € I, Ereignisse, d.h. Teilmengen von €. Hierbei ist / eine beliebige Indexmenge.
Anschaulich stellen wir uns vor, dass ein Element w € Q zufillig ausgewihlt wird, und das Ereignis A eintritt,
falls w in A enthalten ist. ,,Zufillig* bedeutet dabei nicht unbedingt, dass alle Fille gleich wahrscheinlich
sind ! Wir werden manchmal auch die folgenden Notationen fiir die Menge A verwenden:

A={weQ|weA}={we A} ={,Atrittein“ }.

Da Ereignisse durch Mengen beschrieben werden, konnen wir mengentheoretische Operationen benutzen,
um mehrere Ereignisse zu kombinieren. Wir wollen uns iiberlegen, was Ereignisse wie A€, AU B, (;¢; A

2 Universitit Bonn



1.1 Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit
usw. anschaulich bedeuten. Um dies herauszufinden, betrachtet man einen moglichen Fall w und untersucht,
wann dieser eintritt. Beispielsweise gilt

weAUB = w € A oder w € B,

also in anschaulicher Sprechweise:

,,A U B tritt ein® S ,,A tritt ein oder B tritt ein®.
Entsprechend gilt
a)EUAl- = es gibteini € I mit w € A;,
iel
also
»Uier A; tritt ein® S ,mindestens eines der Ereignisse A; tritt ein‘.

Auf analoge Weise iiberlegen wir uns die Bedeutungen der folgenden Mengenoperationen:

ANB ,Aund B treten ein®,

Nier Ai »jedes der A; tritt ein®,

A€ =Q \ A ,,A tritt nicht ein®,

A=10 Lunmogliches Ereignis® (tritt nie ein),
A=Q ,.sicheres Ereignis‘ (tritt immer ein),

A ={w} -Elementarereignis® (tritt nur im Fall w ein).

Die Kollektion A aller im Modell zugelassenen bzw. in Betracht gezogenen Ereignisse besteht aus
Teilmengen von Q, d.h A ist eine Teilmenge der Potenzmenge

PQ) = {A|ACQ}

Die Kollektion (A sollte unter den oben betrachteten Mengenoperationen (Vereinigungen, Durchschnitte,
Komplementbildung) abgeschlossen sein. Genauer fordern wir die Abgeschlossenheit nur unter abzéhlbaren
Vereinigungen und Durchschnitten, da A andernfalls immer gleich der Potenzmenge sein miisste sobald alle
einelementigen Mengen enthalten sind. Eine effiziente Formulierung der Abgeschlossenheit unter abzihlba-
ren Mengenoperationen fiihrt auf die folgende Definition:

Definition 1.1. Eine Kollektion A C £(Q) von Teilmengen von Q heifit o--Algebra, falls gilt:
(1) Qe A,
(i) fiir alle A € A gilt: A€ e A,

(iii) fiir Ay, Ay, ... € A gilt: U, Ai € A.

Bemerkung. Aus der Definition folgt bereits, dass eine o-Algebra A unter allen oben betrachteten endlichen
und abzihlbar unendlichen Mengenoperationen abgeschlossen ist, denn:

(a) Nach (i) und (ii) ist 0 = Q€ € A.
(b) Sind A, A,,... € A, dann folgt nach (ii) und (iii): N2y Ai = (U2 AS)C e AL
(c) Sind A, B € A, dann folgt nach (iii) und (a): AUB=AUBUQUOU... e HA.

(d) Entsprechend folgt AN B € A aus (b) und (i).

A. Eberle Stochastik (v. 4. Februar 2022) 3



1 Diskrete Zufallsvariablen

Beispiele. a) POTENZMENGE.
Die Potenzmenge A = P(Q) ist stets eine o--Algebra. In diskreten Modellen, in denen Q abzéhlbar
ist, werden wir diese o--Algebra hiufig verwenden. Bei nichtdiskreten Modellen kann man dagegen
nicht jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf einer o-Algebra A c P(Q) zu einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf P(Q) erweitern, siehe Beispiel ).

b) PARTIELLE INFORMATION.
Wir betrachten das Modell fiir n Miinzwiirfe mit

Q = {w=(x1....,x) [ x €{0,1}} = {0, 1}".
Sei k < n. Dann ist die Kollektion 7 aller Mengen A C Q, die sich in der Form
A = {(x1,....,x0) €Q| (x1,...,x¢) € B} = Bx{0,1}"7*

mit B C {0, 1}* darstellen lassen, eine o-Algebra. Die Ereignisse in der o-Algebra % sind genau
diejenigen, von denen wir schon wissen ob sie eintreten oder nicht, wenn wir nur den Ausgang der
ersten k Miinzwiirfe kennen. Die o-Algebra ¥ beschreibt also die Information aus den ersten k
Miinzwiirfen.

c) BorELSCHE o-ALGEBRA. Man kann zeigen, dass es auf der Potenzmenge des reellen Intervalls
Q = [0, 1] keine Wahrscheinlichkeitsverteilung P gibt, die jedem Teilintervall (a, b) die Linge als
Wabhrscheinlichkeit zuordnet. Andererseits gibt es eine kleinste o-Algebra B, die alle Teilintervalle
enthilt. Auf der o-Algebra B existiert eine kontinuierliche Gleichverteilung mit der gerade be-
schriebenen Eigenschaft, siehe ANavLysis III. Sie enthélt zwar alle offenen und alle abgeschlossenen
Teilmengen von [0, 1], ist aber echt kleiner als die Potenzmenge P ([0, 1]).

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei Q eine nichtleere Menge und A C P(Q) eine o-Algebra. Wir wollen nun die Abbildung P einfiihren,
die jedem Ereigniss A € A eine Wahrscheinlichkeit P[A] zuordnet. Welche Bedingungen (Axiome) sollten
wir von P fordern ? Sind A, B € A Ereignisse, dann ist A U B ein Ereignis, welches genau dann eintritt,
wenn A eintritt oder B eintritt. Angenommen, die beiden Ereignisse A und B treten nicht gleichzeitig ein,
d.h. die Mengen A und B sind disjunkt. Dann sollte die Wahrscheinlichkeit von A U B die Summe der
Wahrscheinlichkeiten von A und B sein:

ANB=0 =  P[AUB] = P[A] + P[B],

d.h. die Abbildung P ist additiv. Wir fordern etwas mehr, ndmlich dass eine entsprechende Eigenschaft sogar
fiir abzdhlbar unendliche Vereinigungen von disjunkten Mengen gilt. Dies wird sich als wichtig erweisen,
um zu einer leistungsfihigen Theorie zu gelangen, die zum Beispiel Konvergenzaussagen fiir Folgen von
Zufallsvariablen liefert.

Definition 1.2 (Axiome von Kolmogorov). Eine Abbildung P : A — [0,x], A — P[A], heiit Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf (Q, A), falls gilt:

(i) P ist,,normiert*, d.h.
(ii) Pist, o-additiv®, d.h. fiir Ereignisse Ay, Az,... € A mit A; N A; = 0 fiiri # j gilt:

A = i P[A;].
i=1

Pl

la

1

4

Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) besteht aus einer nichtleeren Menge Q, einer o-Algebra A C
P(Q), und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (Q, A).
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1.1 Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

Bemerkung (Mafe). Gilt nur Eigenschaft (ii) und P[] = 0, dann heiit P ein Maf3. Eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung ist ein normiertes Mal3, und wird daher auch &dquivalent als Wahrscheinlichkeitsmaf
bezeichnet. Malle spielen auch in der Analysis eine grof3e Rolle, und werden in der Vorlesung ANALysis 111
systematisch behandelt.

Man kann sich fragen, weshalb wir die Additivitit nicht fiir beliebige Vereinigungen fordern. Wiirden wir
dies tun, dann gébe es nicht viele interessante Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf kontinuierlichen Raumen.
Beispielsweise sollte unter der Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] jede Menge, die nur aus einem Punkt
besteht, die Wahrscheinlichkeit O haben, da sie in beliebig kleinen Intervallen enthalten ist. Wiirde Additivitit
fiir beliebige Vereinigungen gelten, dann miisste auch das ganze Intervall [0, 1] Wahrscheinlichkeit O haben,
daes die Vereinigung seiner einelementigen Teilmengen ist. Die Forderung der o-Additivitét liefert also einen
angemessenen Kompromiss, der geniligend viele interessante Modelle zulésst und es gleichzeitig ermdglicht,
sehr weitreichende Aussagen herzuleiten.

Der folgende Satz zeigt, dass Wahrscheinlichkeitsverteilungen einige elementare Eigenschaften besitzen,
die wir von der Anschauung her erwarten wiirden:

Satz 1.3 (Elementare Eigenschaften und erste Rechenregeln).
Ist (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gelten die folgenden Aussagen:

i) P[O] = O,
(i) fiir A,B € AmitAN B =0 gilt
P[AU B] = P[A] + P[B] endliche Additivitdt“.
(iii) fiir A,B € A mit A C B gilt:
P[B] = P[A] + P[B\A].

Insbesondere folgt

P[A] < P[B], ,,Monotonie“,
P[A€] = 1 - P[A], ., Gegenereignis“,
PIA] < 1.

(iv) fiir beliebige Ereignisse A, B € A gilt

P[AUB] = P[A]+P[B]- P[AnB] < P[A] + P[B).

Beweis. (i) Wegen der o-Additivitit von P gilt
1 = P[Q] = P[QUOUOU...] = P[Q]+ P[0] +P[0] +...,

und damit P[0] = 0.
(ii) fiir disjunkte Ereignisse A, B € A folgt aus der o--Additivitit und mit (i)
P[A U B] P[AUBUQUOU...]
P[A] + P[B] + P[0] + P[O] + ...
P[A] + P[B].
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1 Diskrete Zufallsvariablen

(iii) Gilt A C B, dann ist B = A U (B\A). Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt mit (ii)
P[B] = P[A] + P[B\A] = P[A].
Insbesondere ist 1 = P[Q] = P[A] + P[A€], und somit P[A] < 1.
(iv) fiir beliebige Ereignisse A, B € A gilt nach (iii) gilt:

P[A] + P[(AU B)\A]
P[A] + P[B\(AN B)]
P[A] + P[B] - P[AN B]. (]

P[A U B]

Aussage (iv) des Satzes lasst sich fiir endlich viele Ereignisse verallgemeinern. Beispielsweise folgt durch
mehrfache Anwendung von (iv) fiir die Vereinigung von drei Ereignissen

P[AUBUC] = P[AUB]+ P[C] - P[(AU B) N C]
= P[AUB]+ P[C] - P[(ANC)U (BN C)]
= P[A] + P[B] + P[C] - P[AN B] - P[ANC] - P[BN C] + P[AN BN C].

Mit vollstindiger Induktion ergibt sich eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung einer belie-
bigen endlichen Anzahl von Ereignissen:

Korollar 1.4 (Einschluss-/Ausschlussprinzip). Fiir n € N und Ereignisse Aj,...,A, € A gilt:

n
P[A1UA2U...UA,,]:Z(—1)"‘1 Z P[ A,NAyNn...NA;, |
k=1

1<i)<...<ix<n
,eines der A; tritt ein“ »Aiys Aiy, - .. und A;, treten ein

Das Einschluss-/Ausschlussprinzip werden wir auf eine elegantere Weise am Ende dieses Kapitels bewei-
sen (siehe Satz 1.18).

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Ein ganz einfaches Beispiel fiir eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist das Grundmodell fiir einen
Miinzwurf oder ein allgemeineres 0-1-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]. Hier ist Q =
{0,1}, A = P(Q) = {0,{0},{1},Q}, und P ist gegeben durch

PI{1}] = p, P[0] = 0,
P{0}] = 1-p, PIQ] =1.
Die Verteilung P nennt man auch eine (einstufige) Bernoulliverteilung mit Parameter p.

Auf analoge Weise erhalten wir Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf endlichen oder abzdhlbar unendlichen
Mengen Q. In diesem Fall konnen wir die Potenzmenge P[Q2] als o-Algebra verwenden, und Wahrschein-
lichkeiten von beliebigen Ereignissen aus den Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse berechnen.

Satz1.5. (i) Sei0 < p(w) <1, Y, ecqp(w) = 1, eine Gewichtung der moglichen Fille. Dann ist durch

P[A]:= ) pw),  (AcQ),

wEeA

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Q, #(Q)) definiert.
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1.1 Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

(i) Umgekehrt ist jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (Q,#(€2)) von dieser Form mit

pw)=Pl{w}]  (weQ).

Definition 1.6. Die Funktion p : Q — [0, 1] heilst Massenfunktion (,,probability mass function*) der
diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung P.

Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir einige Vorbereitungen. Wir bemerken zunéchst, dass fiir eine
abzihlbare Menge A die Summe der Gewichte p(w) iiber w € A definiert ist durch

D pw) = ip(wi), (1.1)
i=1

wEeA

wobei wy, wy, . . . eine beliebige Abzdhlung von A ist. Da die Gewichte nichtnegativ sind, existiert die Summe
auf der rechten Seite (wobei der Wert +oco zugelassen ist). Der erste Teil des folgenden Lemmas zeigt, dass
die Summe iiber w € A durch (1.1) wohldefiniert ist:

Lemma 1.7. (i) Unabhdngig von der gewdhlten Abzdhlung gilt

D pw) = sup > p(w). (1.2)
wEeA FCA eF
|F|<o<>

Insbesondere hdngt die Summe monoton von A ab, d.h. fiir A C B gilt

2, @ < ) plw). (13)

weA weB

(ii) Ist A =J;2, A; eine disjunkte Zerlegung, dann gilt:

D pw) = i D pw).

weA i=1 weA;

Beweis. (i) Sei wi,wo,... eine beliebige Abzihlung von A. Aus p(w;) > O fiir alle i € N folgt, dass die
Folge der Partialsummen ", p(w;) monoton wachsend ist. Somit gilt

ip(wi) = sup znlp(wt)-
izl

neN T

Falls die Folge der Partialsummen von oben beschrinkt ist, existiert dieses Supremum in [0, ).
Andernfalls divergiert die Folge der Partialsummen bestimmt gegen +o0. Zu zeigen bleibt

supZn]p(w,-) = sup ) p(w).

neN = FeA er

Wir zeigen zunichst ,,<*, und Anschlieend ,,>*:
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1 Diskrete Zufallsvariablen

,<“ fiirallen € N gilt:

da das Supremum auch iiber F = {w;,. . .,w,} gebildet wird. Damit folgt ,,<“.

»="“ Ist F eine endliche Teilmenge von A, dann gibt es ein n € N, so dass F C {wy,...,wy}. Daher
gilt

n

D, p) < ip(w» < sup ) plwy),
i=1

weF neN T

und es folgt ,,>*.

(ii) Falls A endlich ist, dann gilt A; # 0 nur fiir endlich viele i € N und alle A; sind endlich. Die
Behauptung folgt dann aus dem Kommutativ- und dem Assoziativgesetz. Wir nehmen nun an, dass A
abzéhlbar unendlich ist. In diesem Fall konnen wir die Aussage aus der Aussage fiir endliche A unter
Verwendung von (i) herleiten. Wir zeigen erneut ,,<* und ,,>* separat:

,<“t Ist F eine endliche Teilmenge von A, so ist F = |J;2,(F N A;). Da diese Vereinigung wieder
disjunkt ist, folgt mit o--Additivitdt und Gleichung (1.3):

(o) (9]

Dipw =Y > pw) < D) ple).

weF i=1 weFNA; i=1 weA;
Also folgt nach (i) auch:

(59

D pw) = sup Y pw) < Y > plow).

weA FCA eF i=] weA;

»>“ Seien F; C A; endlich. Da die F; wieder disjunkt sind, folgt mit o--Additivitdt und Gleichung
(1.3) fiir alle n € N:

i Z plw) = Z plw) < Zp(w).

i=1 weF; a)GU;Ll F; weA

Nach (i) folgt dann auch

n

PN OEIIW )

i=1 weA; WEA

und damit die Behauptung fiir n — oo. |

Beweis (Beweis von Satz 1.5). (i) Nach Voraussetzung gilt P[A] > O fiir alle A € Q und P[Q] =
Y wea P(w) = 1. Seien nun A; (i € N) disjunkt. Dann folgt aus Lemma 1.7.(ii):

P[OA,'] = Z plw) = i Z plw) = iP[Ai],
; i=1

i=1 welJA; i=1 weA;
also die o--Additivitét von P.

(ii) Umgekehrt folgt aus der o--Additivitét von P fiir A C Q sofort

PlA] = P[| J{w}] = > Pl{w}].

weA weA
——

disjunkt
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1.1 Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

Gleichverteilungen (Laplace-Modelle)

Ist Q endlich, dann existiert auf A = P(Q) eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung P mit konstanter
Massenfunktion

1
plw) = fiir alle w € Q.
1l
Als Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C Q ergibt sich
Z _|A] _ Anzahl,glinstiger* Fille (1.4)
Q Q- Anzahl aller Fille ~ '

Die Verteilung P heilit Gleichverteilung auf Q und wird auch mit Unif(Q) bezeichnet. Laplace (1814)
benutzte (1.4) als Definition von Wahrscheinlichkeiten. Dabei ist zu beachten, dass die Gleichverteilung
nicht erhalten bleibt, wenn man zum Beispiel mehrere Fille zu einem zusammenfasst. Der Laplacesche
Ansatz setzt also voraus, dass man eine Zerlegung in gleich wahrscheinliche Fille finden kann.

Beispiele. a) 7n FAIRE MUNZWURFE:
Die Gleichverteilung Unif(Q) auf Q = {0, 1}" hat die Massenfunktion

1
plw) =
Die gleich wahrscheinlichen Fille sind hier die 2" moglichen Miinzwurfsequenzen.

b) ZUFALLIGE PERMUTATIONEN:
Sei Q = 8, die Menge aller Bijektionen w : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Der 1 kdnnen n ver-
schiedene Zahlen zugeordnet geordnet werden, der 2 die verbleibenden n — 1, usw. Somit gibt es
insgesamtn! =n-(n—-1)-(n-2)----- 1 dieser Permutationen. Beziiglich der Gleichverteilung auf
S, gilt also

A
P[A] = — fiiralle A C S,,.
n!

Anschauliche Beispiele fiir zufillige Permutationen sind die Anordnung eines gemischten Karten-
spiels, oder das zufillige Vertauschen von n Hiiten oder Schliisseln. In letzterem Beispiel gilt:

- 1
P[,.der k-te Schliissel passt auf Schloss i“] = P[{w € S, | w(i) = k}] = Q =—.
n:

n

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass einer der Schliissel sofort passt? Das Ereignis ,,Schliissel
i passt* wird beschrieben durch die Menge

A; = {w | w(i) =i} = {,iist Fixpunkt von w* }.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,ein Schliissel passt* ldsst sich dann nach dem Einschluss-
/Ausschlussprinzip (Satz 1.18) berechnen:

P[,.es gibt mindestens einen Fixpunkt“] = P[A] UA,U...UA,]

n
Z(-Uk“ Z P[A, NA,N...NA;]
k=1

1<i|<ip<...<ig <n

Zn:(_l)kﬂ Z (n ;!k)!

k=1 1<ii<iz<...<ix<n
n
1 k
— Z(_l)k+1( ) Z ( )
k=1
Hierbei haben wir benutzt, dass es (Z) = m k-elementige Teilmengen {iy,...,ix} von{l,...,n}

gibt. fiir das Gegenereignis erhalten wir:

P[,.kein Schliissel passt“] 1 — P[,,mindestens ein Fixpunkt*]

o (-DF (¥
S-S

k=0
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1 Diskrete Zufallsvariablen

Die letzte Summe konvergiert fiir n — oo gegen e~!. Der Grenzwert existiert also und ist weder 0
noch 1! Somit hidngt die Wahrscheinlichkeit, dass keiner der Schliissel passt, fiir grole n nur wenig
von n ab.

Empirische Verteilungen

Sei x1,x7,... € Q eine Liste von Beobachtungsdaten oder Merkmalsausprigungen, zum Beispiel das Alter
aller Einwohner von Bonn. Fiir k£ € N ist

Ni[A]l = {i € {1,...,k} | x; € A}| die Héufigkeit der Werte in A unter x, . . ., xg, und
Pi[A] := Ni[A]/k, die entsprechende relative Haufigkeit von Werten in A.

Fiir jedes feste k ist Py eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Q, P(Q)), deren Massenfunktion

pute) = ]

durch die relativen Héaufigkeit der moglichen Merkmalsauspriagungen unter xi,...,x; gegeben ist. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung Py heillt empirische Verteilung der Werte xy, . . ., xg. In der beschreibenden
Statistik analysiert man empirische Verteilungen mithilfe verschiedener Kenngrofien.

Beispiele. a) ABZAHLUNG ALLER MOGLICHEN FALLE:
Sei xi,...,x; eine Abzidhlung der Elemente in Q. Dann stimmt die empirische Verteilung Py mit
der Gleichverteilung auf Q iiberein.

b) EMPIRISCHE VERTEILUNG VON n ZUFALLSZAHLEN AUS {1,2,3,4,5,6}:
Das empirische Gesetz der groBen Zahlen besagt, dass sich die empirischen Verteilungen fiir

Abbildung 1.1: Empirische Verteilung von 100 bzw. 1000 Wiirfen eines fairen Wiirfels.

k — oo der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilung P (hier der Gleichverteilung auf
{1,2,...,6}) annéhern:

Pr[A] = |{i€{1"“’kk}|xi6A}| — P[A] fiir k — oo.

Diese Aussage wird auch als frequentistische ,,.Definition* der Wahrscheinlichkeit von A in den
empirischen Wissenschaften verwendet. Wir werden die Konvergenz der empirischen Verteilungen
von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen unten aus den Kolmogorovschen Axiomen
herleiten.
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1.2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilung

¢) EMPIRISCHE VERTEILUNG DER BUCHSTABEN ,,A“ BIS ,,z" IN DEM WORT ,,EISENBAHNSCHRANKEN-
WAERTERHAEUSCHEN® UND IN EINEM ENGLISCHEN WORTERBUCH:

20000 4

15000

10000

relative Haufigkeit
relative Haufigkeit

5000 +

emjgdwbtvroazqcihxI| fpunkys emjgdwbtvroazqcihx!| fpunkys
Ergebnis Ergebnis

Abbildung 1.2: Empirische Verteilung der Buchstaben in dem Wort ,,Eisenbahnschrankenwaerterhaeuschen
bzw. in Faust 1.

d) BENFORDSCHES GESETZ:
Das Benfordsche Gesetz beschreibt eine GesetzmiBigkeit in der Verteilung der Anfangsziffern
von Zahlen in empirischen Datensitzen. Es ldsst sich etwa in Datensétzen iiber Einwohnerzahlen
von Stiddten, Geldbetrdge in der Buchhaltung, Naturkonstanten etc. beobachten. Ist d die erste
Ziffer einer Dezimalzahl, so tritt sie nach dem Benfordschen Gesetz in empirischen Datensétzen
néherungsweise mit folgenden relativen Haufigkeiten p(d) auf:

1
p(d) = log, (1 + 2) = log,o(d + 1) — log,y d.

In der Grafik unten (Quelle: ,,Wolfram Demonstrations Project*) werden die relativen Haufigkeiten
der Anfangsziffern 1 bis 9 in den Anzahlen der Telefonanschliisse in allen Landern der Erde mit
den nach dem Benfordschen Gesetz prognostizierten relativen Héaufigkeiten verglichen.

030 |
025 |
020 F
0.15 |

0.10 -
0.05 [ I
0.00 L T

1.2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei (Q, A, P) ein gegebener Wahrscheinlichkeitsraum. Meistens ist man nicht so sehr an den Elementen w € Q
selbst interessiert, sondern an den Werten X(w), die bestimmte von w (also vom Zufall) abhédngende Gréfen
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1 Diskrete Zufallsvariablen

X annehmen. Entsprechende Abbildungen w — X(w) nennt man Zufallsvariablen, wenn die Ereignisse
{(XeB} = {weQ:Xw)eB} = X YB)

fiir hinreichend viele Teilmengen B des Wertebereichs von X in der zugrundeliegenden o-Algebra A
enthalten sind. Wir beschrianken uns zunéchst auf Zufallsvariablen mit abzdhlbarem Wertebereich.

Zufallsvariablen, Verteilung und Massenfunktion

Definition 1.8. (i) Eine diskrete Zufallsvariable ist eine Abbildung
X: Q- S, S abzahlbar,
so dass fiir alle a € § gilt:
X ') = {weQ|X(w)=a} € A. (1.5)
fiir die Menge X~'(a) schreiben wir im folgenden kurz {X = a}.

(ii) Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariable X : Q — S ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung ux
auf S mit Gewichten
px(a) = P{X =a}] (a€¥).

Statt P[{X = a}] schreiben wir auch kurz P[X = a.

Bemerkung. a) Man verifiziert leicht, dass px tatsidchlich die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung ux auf S ist. In der Tat gilt px(a) = O fiir alle a € S. Da die Ereignisse {X = a} disjunkt
sind, folgt zudem:

Ypxt@) = Y PIX=a] = P[| J{x=a}] = PIQ] = 1.

aes acsS aes

fiir eine beliebige Teilmenge B C S des Wertebereichs von X ist {X € B} wieder ein Ereignis in der
o-Algebra A, denn

{(XeB} = {weQ:X(w)eB} = U{X:a} e A

X-1(B) eA

nach der Definition einer o-Algebra. Wegen der o-Additivitit von P gilt
P[XeB] = Y P[X=a] = ) px(a) = px[B.
aeB aeB

Die Verteilung ux gibt also an, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die Zufallsvariable X Werte in
bestimmten Teilmengen des Wertebereichs S annimmt.

b) Ist Q selbst abzdhlbar und A = P(Q), dann ist jede Abbildung X : Q — S eine Zufallsvariable.

c¢) Eine reellwertige Zufallsvariable ist eine Abbildung X : Q — R, so dass die Mengen {X < ¢} =
X~!((=o0,c¢]) fiir alle ¢ € R in der o-Algebra A enthalten sind. Man iiberzeugt sich leicht, dass diese
Definition mit der Definition oben konsistent ist, wenn der Wertebereich § eine abzihlbare Teilmenge
von R ist.
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1.2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Wir beginnen mit einem elementaren Beispiel:
Beispiel (Zweimal Wiirfeln). Sei P = Unif(Q) die Gleichverteilung auf der Menge
Q = {w=(x1,x) : xi€{l,...,6}}.
Die Augenzahl des i-ten Wurfs (i = 1,2) wird durch X;(w) := x; beschrieben. Die Abbildung
X;: Q— §:={1,2,3,4,56}

ist eine diskrete Zufallsvariable. Die Verteilung ux,; hat die Massenfunktion

px,(a@) = P[X;=da] = — = fiiralle a € S,

d.h. ux, ist die Gleichverteilung auf S.
Die Summe der Augenzahlen bei beiden Wiirfen wird durch die Zufallsvariable

Y(w) = Xi(w) + X (w)

beschrieben. Die Gewichte der Verteilung von Y sind

% fallsa € {2,12},
py(a@) = P[Y =a] = (& fallsac{3,11},.
usw.

Die Zufallsvariable Y ist also nicht mehr gleichverteilt !

Das folgende Beispiel verallgemeinert die Situation aus dem letzten Beispiel:

Beispiel. Sei P die Gleichverteilung auf einer endlichen Menge Q = {wy,...,w,} mit n Elementen,
und sei X: Q — S eine beliebige Abbildung in eine Menge S. Setzen wir x; := X(w;), dann ist X eine
Zufallsvariable mit Massenfunktion

HweQ: X(w)=a}]  Hl<i<n: x=a}|
- Q] - n ’

P[X =a]

Die Verteilung px von X unter der Gleichverteilung ist also die empirische Verteilung der Werte
X1y Xne

Binomialverteilungen

Wir wollen nun zeigen, wie man von der Gleichverteilung zu anderen fundamentalen Verteilungen der
Wabhrscheinlichkeitstheorie gelangt. Dazu betrachten wir zunichst eine endliche Menge (Grundgesamtheit,
Zustandsraum, Population) S. In Anwendungen konnen die Elemente von S alles mogliche beschreiben,
zum Beispiel die Kugeln in einer Urne, die Einwohner von Bonn, oder die Flederméuse im Kottenforst. Wir
wollen nun die zufillige Entnahme von n Einzelstichproben aus S mit Zuriicklegen modellieren. Dazu setzen
wir
Q=8 ={w=(x1,...,x,) : x; €S}.

Wir nehmen an, dass alle kombinierten Stichproben gleich wahrscheinlich sind, d.h. die zugrundeliegende
Wahrscheinlichkeitsverteilung P sei die Gleichverteilung auf dem Produktraum Q. Erste relevante Zufalls-
variablen sind die Stichprobenwerte X;(w) = x;,i = 1,...,n. Wie im ersten Beispiel oben gilt

_ HXi=ay IS

P[X; =a] = = = — fiir alle a € S,
12 NE |S]

d.h. die Zufallsvariablen X; sind gleichverteilt auf S. Sei nun E C § eine Teilmenge des Zustandsraums, die
fiir eine bestimmte Merkmalsauspriagung der Stichprobe steht (zum Beispiel Ziehen einer roten Kugel oder
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Beobachtung einer bestimmten Fledermausart). Die Ereignisse {X; € E}, dass diese Merkmalsauspriagung
bei der i-ten Einzelstichprobe vorliegt, haben die Wahrscheinlichkeit

PlX; € E] = ux,[E] = |E|/IS].

Wir betrachten nun die Hiufigkeit von E in der gesamten Stichprobe (Xj,...,X,). Diese wird durch die
Zufallsvariable N : Q — {0,1,2,...,n},

Nw) = {1 <i<n: Xj(w) <€ E}|
beschrieben. Ist p = |E|/|S| die relative Hiufigkeit des Merkmals E in der Population S, dann erhalten wir:
Lemma 1.9. Fiir k € {0,1,...,n} gilt:

PIN =k] = (Z)p"(l—p)"-".

Beweis. Es gilt
{w e Q| Nw) =k}l = (Z) EIIS\E]" .

Hierbei gibt (Z) die Anzahl der Moglichkeiten an, k Indizes aus {1,...,n} auszuwihlen (diejenigen, fiir
die die Merkmalsausprigung E vorliegt), | E|¥ ist die Anzahl der Moglichkeiten fiir die nun festgelegten k
Stichproben Werte aus E zu wihlen, und |S\E|" ¥ ist die Anzahl der Méglichkeiten fiir die verbleibenden
n — k Stichproben Werte aus S \ E zu wihlen. Da P die Gleichverteilung auf S" ist, folgt

o WIERIS\ETR ) (IEN (IS\EN"* (n) 4 n-k
PN =k = T (k) (E) ( S| ) - (k)p (=p -

Definition 1.10. Sein € Nund p € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0, 1,. . ., n} mit Massen-

funktion
n

k

heif3t Binomialverteilung mit Parametern » und p (kurz: Bin(zn, p)).

bn,p(k) = ( )pk (1 _p)n—k

Bemerkung. Dass b, , diec Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, kann man mit der
allgemeinen binomischen Formel nachrechnen. Dies ist aber gar nicht notwendig, da sich diese Eigenschaft
bereits aus Lemma 1.9 ergibt !

Wir haben gesehen, wie sich die Binomialverteilung aus der Gleichverteilung auf einer endlichen Pro-
duktmenge ableiten l4sst. Binomialverteilungen treten aber noch allgemeiner auf, namlich als Verteilung der
Haufigkeit des Eintretens unabhingiger Ereignisse mit gleichen Wahrscheinlichkeiten. Ereignisse E1,. . ., E,
heiflen unabhdingig, falls

P[Ei1 NE,N...N Eik] = P[E,'l] . P[Eiz] s P[Eik]
firalle k <nund 1 <i] <i; <...< i, < n gilt. Wir werden Unabhiéngigkeit systematisch in Abschnitt
2.3 diskutieren. Im Vorgrift darauf erwahnen wir schon die folgende wichtige Aussage:
Sind E\, . .., E, unabhdngige Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit P|E;] = p, dann gilt

P[,, genau k der E; treten ein“] = (Z) PR (1= p)ynk,

d.h. die Anzahl der Ereignisse, die eintreten, ist binomialverteilt.
Der Beweis folgt in Abschnitt 2.3.
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1.2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Poissonverteilungen und Poissonscher Grenzwertsatz

Aus der Binomialverteilung ldsst sich eine weitere Wahrscheinlichkeitsverteilung ableiten, die die Hau-
figkeit von seltenen Ereignissen beschreibt. Bevor wir den entsprechenden mathematischen Grenzwertsatz
formulieren und beweisen, sehen wir, wie sich in diversen Anwendungssituationen aus einigen wenigen
Grundannahmen dasselbe mathematische Modell ergibt, wenn man die Anzahl der Ereignisse, die in einem
bestimmten Zeitintervall eintreten, beschreiben mochte.

Beispiel (Seltene Ereignisse in stetiger Zeit). Wir betrachten eine Folge von Ereignissen, die zu zufil-
ligen Zeitpunkten eintreten. Dies konnen zum Beispiel eingehende Schadensfille bei einer Versicherung,
ankommende Anrufe in einer Telefonzentrale, oder radioaktive Zerfille sein. Wir sind hier auf der An-
wendungsebene - mit ,,Ereignissen” meinen wir also im Moment keine mathematischen Objekte. Uns
interessiert die Anzahl N der Ereignisse, die in einem festen Zeitintervall der Lénge ¢ eintreten. Der Ein-
fachheit halber und ohne wesentliche Beschrankung der Allgemeinheit setzen wir t = 1. Wir treffen nun
einige Grundannahmen, die niherungsweise erfiillt sein sollten. Diese Grundannahmen sind zunéchst
wieder auf der Anwendungsebene, und werden erst spiter durch Annahmen an das mathematische Mo-
dell prizisiert. Wir formulieren die Annahmen fiir die radioaktiven Zerfille - entsprechende Annahmen
gelten aber niherungsweise auch in vielen anderen Situationen.

Annahme 1: ,Die Zerfille passieren ,unabhingig‘ voneinander zu ,zufilligen‘ Zeitpunkten®.
Um die Verteilung der Anzahl der Zerfille pro Zeiteinheit ndherungsweise bestimmen zu konnen,
unterteilen wir das Zeitintervall (0, 1] in die n Teilintervalle ((k — 1)/n,k/n], k = 1,2,...,n:

1 2 3 n—1
O n n n n 1

Annahme 2: ,Wenn n sehr grof} ist, dann passiert in einer Zeitspanne der Léinge % ,fast immer*
hochstens ein Zerfall®.

In einem stochastischen Modell reprisentiere E; das Ereignis, dass im Zeitintervall (%, ﬁ] min-
destens ein radioaktiver Zerfall stattfindet. Die Wahrscheinlichkeit von E; sei unabhéngig von i und
niherungsweise proportional zu %, also:

Annahme 3: ,Es gilt P[E;] ~ A/n mit einer Konstanten A € (0, o) (der Intensitit bzw. Zerfallsrate).

Wir gehen weiter davon aus, dass sich die erste Annahme dadurch prézisieren ldsst, dass wir Unab-
hiingigkeit der Ereignisse Ey, . . ., E, fordern. Das ist nicht ganz offensichtlich, ldsst sich aber in einem
anspruchsvolleren mathematischen Modell, dass die Zeitpunkte aller Zerfille beschreibt, rechtfertigen.
Unter den Annahmen 1, 2 und 3 sollte fiir das Ereignis, dass genau k radioaktive Zerfille im Zeitintervall
[0, 1] stattfinden, dann ndherungsweise gelten, dass

P[N = k] ~ P[,.genau k der E; treten ein”] ~ b, a(k),

wobei b, a(k) das Gewicht von k unter der Binomialverteilung mit Parametern n und ﬁ ist. Diese
Niherung sollte zudem Wfiir grofie n immer genauer werden . Daher sollten wir die Anzahl der Zerfille
pro Zeiteinheit bei Intensitit A durch eine Zufallsvariable mit nichtnegativen ganzzahligen Werten
beschreiben, deren Verteilung die Massenfunktion

palk) = 1im b, 1(k)

hat. Der folgende Satz zeigt, dass p, in der Tat die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
ist, namlich der Poissonverteilung mit Parameter A.

Satz 1.11 (Poissonapproximation der Binomialverteilung). Sei A € (0, c0). Dann gilt:

/lk
lim b, a(k) = —e*,  firallek =0,1,2,....
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Beweis. Fiir k € {0,1,2,...} und n — oo gilt

k n—k
n! A A
bram®) = e T (Z) (I_Z)
X nem=1)...-(n—k+1) A\" A\ 7F PLE
= F nk . 1—; . 1—; e ﬁe . .
: —— e
- —e 1 —1

Definition 1.12. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0, 1,2, . ..} mit Massenfunktion

k

A
palk) = Fe_’l, k=0,1,2,...,

heift Poissonverteilung mit Parameter (Intensitéit) A.

Aufgrund des Satzes verwendet man die Poissonverteilung zur ndherungsweisen Modellierung der Hdufig-
keit seltener Ereignisse (zum Beispiel Rechtschreibfehler in einer Zeitung, Programmfehler in einer Software,
Lottogewinne, Unfille oder Naturkatastrophen, Zusammenbriiche von Mobilfunknetzen, usw.), und damit
zur ,,Approximation* von Binomialverteilungen mit kleinen Erfolgswahrscheinlichkeiten p.

Fiir hdufigere Ereignisse (zum Beispiel wenn die Erfolgswahrscheinlichkeit p unabhéngig von n ist) verwendet
man hingegen besser eine Normalverteilung zur ndherungsweisen Modellierung der (geeignet reskalierten)
relativen Haufigkeit % des Ereignisses fiir groe n. Definition und Eigenschaften von Normalverteilungen
werden wir spiter kennenlernen.

Die folgenden (mit MaTHEMATICA erstellten) Graphiken zeigen die Poisson- und Normalapproximation (Pois-
sonverteilung griin, reskalierte Dichte der Normalverteilung rot) der Binomialverteilung Bin(n,p) (blau) fiir
unterschiedliche Parameterwerte:

n =100, p = 0,02 n =100, p =0,35

Hypergeometrische Verteilungen

Abschlielend zeigen wir, wie sich eine weitere Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die hypergeo-
metrischen Verteilungen, aus Gleichverteilungen ableiten lisst. Diese Verteilungen treten bei der Entnahme
von Stichproben ohne Zuriicklegen aus einer Gesamtpopulation auf.

Beispiel (Stichproben ohne Zuriicklegen). Wir betrachten eine Population S mit insgesamt m Objek-
ten, z.B. die Kugeln in einer Urne, die Wahler in einem Bundesland, oder die Biume in einem Waldstiick.
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1.2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Unter den m Objekten seien r, die eine gewisse Eigenschaft/ Merkmalsausprigung besitzen (z.B. Wihler
einer bestimmten Partei), und m — r, die diese Eigenschaft nicht besitzen. Wir wollen die Entnahme
einer Zufallsstichprobe von n Objekten aus der Population beschreiben, wobei n < min(r,m — r) gelte.
Dazu betrachten wir den Grundraum €2, der aus allen Teilmengen (Stichproben) w C S der Kardinali-
tit n besteht. Die Menge Q enthilt ('ZZ) Elemente. Gehen wir davon aus, dass alle Stichproben gleich
wahrscheinlich sind, dann wihlen wir als zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung in unserem
Modell die Gleichverteilung

P = Unif(Q).

Sei nun N(w) die Anzahl der Objekte in der Stichprobe w, die die Merkmalsausprigung haben. Fiir die

Wabhrscheinlichkeit, dass genau k der n Objekte in der Stichprobe die Merkmalsauspridgung haben, ergibt

sich

fweQ: Nw =kl _ ) G%)
12| ()

n

PIN=k] =

(k=0,1,...,n).

Definition 1.13. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0, 1,2,. . .,n} mit Massenfunktion

hoeat = (1) (220 1)

wird hypergeometrische Verteilung mit Parametern m, r und » genannt.

Ist die zugrundeliegende Population im Verhéltnis zur Stichprobe grof3, dann sollte sich kein wesentlicher
Unterschied bei Ziehen mit und ohne Zuriicklegen ergeben, da nur sehr selten dasselbe Objekt zweimal
gezogen wird. Dies ldsst sich mathematisch zum Beispiel folgendermalien prazisieren: fiir ein festes n € N
und m,r — oo mit p = r/m fest gilt

n

() — (k)pk (1-p),

d.h. die hypergeometrische Verteilung mit Parametern m, pm und n nihert sich der Binomialverteilung
Bin(n, p) an. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. Die folgenden (mit MATHEMATICA erstellten) Graphi-
ken zeigen die Gewichte der Binomialverteilung Bin(n,p) (blau) und der hypergeometrischen Verteilung
Hyp(m,pm,n) (griin) fiir unterschiedliche Parameterwerte:

n =100, p = 0,02, m = 300 n =100, p = 0,02, m = 3000
[} L ®
[ ] o
[ ] ®
1 1 1 1 1 1 ’ Y 1 1 1 1 1 1 ’
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6
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1 Diskrete Zufallsvariablen

1.3 Erwartungswert

Eine erste wichtige Kenngrofle reellwertiger Zufallsvariablen ist ihr Erwartungswert. Wir betrachten eine
Zufallsvariable X : Q — § auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P), deren Wertebereich S eine
abzihlbare Teilmenge der reellen Zahlen ist. In diesem Fall konnen wir den Erwartungswert (Mittelwert)
von X bzgl. der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilung P als gewichtetes Mittel der Werte von X
definieren:

Definition 1.14. Der Erwartungswert von X bzgl. P ist gegeben durch

E[X] := Y a-P[X=a] = ) a-px(a),

aes aes

sofern die Summe auf der rechten Seite wohldefiniert ist.

Nimmt die Zufallsvariable X nur nichtnegative Werte X(w) > 0 an, dann sind alle Summanden der Reihe
nichtnegativ, und der Erwartungswert E[X] ist wohldefiniert in [0, c0]. Weiterhin ist E[X] wohldefiniert
und endlich, falls die Reihe absolut konvergiert. Allgemeiner kdnnen wir den Erwartungswert immer dann
definieren, wenn

Z la| - P[X = a] < oo gilt.
aeS,a<0
Der Erwartungswert E[ X ] wird hdufig als Prognosewert fiir X(w) verwendet, wenn keine weitere Information
vorliegt.

Bemerkung. Nach der Definition hdngt der Erwartungswert nur von der Verteilung px der Zufallsvariablen
X ab ! Wir bezeichnen E[X] daher auch als Erwartungswert der Wahrscheinlichkeitsverteilung px auf
R.

Beispiel (Gleichverteilte Zufallsvariablen). Ist X gleichverteilt auf einer endlichen Teilmenge S =
{a1,...,an} von R mit a; # a; fiir i # j, dann ist der Erwartungswert E[X] das arithmetische Mittel der
Werte von X:

Beispiel (Poissonverteilung). Fiir eine mit Parameter A Poisson-verteilte Zufallsvariable N gilt

¢S] (e ﬁk 00 /lk 1 - e /lk .
ENI= ) kPIN=kl=) kize'= Z e N R
k=0 k=0 k=0

Beschreibt N die Héufigkeit eines Ereignisses (pro Zeiteinheit), dann konnen wir den Parameter A
dementsprechend als mittlere Hdufigkeit oder Intensitdt interpretieren.

Beispiel (Erwartungswerte von Indikatorfunktionen). Die Indikatorfunktion eines Ereignisses A €

A ist die durch
() 1 fallsw € A,
w) =
4 0 falls w € AC,

definierte Zufallsvariable. Fiir den Erwartungswert gilt
E[I4] = 1-P[X=1]+0-P[X =0] = P[A].

Betrigt beispielsweise die Leistung in einem elementaren Versicherungskontrakt

¢ fallsw € A, ,,Schadensfall®,
Y(w) =
0 sonst,
dann giltY = ¢ - I4, und
E[Y] = c¢- P[A]
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Transformationssatz

Sei X: Q — S eine Zufallsvariable mit Werten in einer beliebigen abzihlbaren Menge S (die nicht notwendig
aus reellen Zahlen besteht). Dann kénnen wir Erwartungswerte von Zufallsvariablen der Form

gX)(w) :=g(X(w))

mit einer Funktion g: § — R berechnen. Anstatt dabei iiber die Werte von g(X) zu summieren, konnen wir
den Erwartungswert auch direkt aus der Verteilung von X erhalten.

Satz 1.15 (Transformationssatz). Fiir jede reellwertige Funktion g : § — R ist
gX)=goX: Q—-g(S)CR
eine diskrete Zufallsvariable. Es gilt

E[g(X)] = ) g(a)-P[X =],

acS

falls die Summe wohldefiniert ist (also zum Beispiel falls g nichtnegativ ist, oder die Reihe absolut
konvergiert).

Beweis. Wegen {g(X) = b} = Ugeg-1){X = a} € Afiiralle b € g(S) ist g(X) wieder eine Zufallsvariable.
Da die Vereinigung disjunkt ist, erhalten wir unter Verwendung der o--Additivitit:

ElgX)] = ), b-PlgX)=bl= > b- > PlX=d

beg(S) beg(S) acg1(b)
= > ). g@-PlX=a]l = ) gla)-P[X =al]. m
beg(S) a:g(a)=b aeS

Beispiele. Sei X : Q@ — S c R eine reellwertige Zufallsvariable mit abzdhlbarem Wertebereich S.
a) Fiir den Erwartungswert von | X| ergibt sich

E[|X|]= ) lal- P[X = a].

aeS

Ist E[|X|] endlich, dann konvergiert E[X] = 3, a - P[X = a] absolut.

b) Die Varianz einer reellwertigen Zufallsvariable X mit E[|X|] < oo ist definiert als mittlere
quadratische Abweichung vom Erwartungswert, d.h.,

Var[X] = E [(X - E[X])*].
Kennen wir E[X], dann berechnet sich die Varianz als

Var[X] = Z(a—E[X])2P[X=a] e [0,00].
acesS

Ebenso wie der Erwartungswert hingt auch die Varianz nur von der Verteilung px ab.

c) IstQ selbst abzéhlbar, dann kdnnen wir den Erwartungswert auch als gewichtetes Mittel tiber w € €
darstellen. In der Tat folgt fiir X : Q — R durch Anwenden des Transformationssatzes:

E[X] = E[Xoido] = ) X(w)- Pl{w}],

weQ
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wobei idg(w) = w die identische Abbildung auf Q bezeichnet. Ist P die Gleichverteilung auf Q, so
ist der Erwartungswert das arithmetische Mittel

1
E[X] = ] Z X(w).

weQ

Beispiel (Sankt-Petersburg-Paradoxon). Wir betrachten ein Gliicksspiel mit fairen Miinzwiirfen

X1, X2, ..., wobei sich der Gewinn in jeder Runde verdoppelt bis zum ersten Mal ,,Kopf* fillt. Da-
nach ist das Spiel beendet, und der Spieler erhilt den Gewinn ausbezahlt. Wie hoch wire eine faire
Teilnahmegebiihr fiir dieses Spiel?

Wir kénnen den Gewinn beschreiben durch die Zufallsvariable
Gw) = 2"@  mit  T(w) = min{n €N : X,(w) = 0}.

Hierbei beschreibt T’ die Wartezeit auf den ersten ,,Kopf*. Als Erwartungswert des Gewinns erhalten wir
nach dem Transformationssatz

00

E[G]zgsz[Tzk]zgsz[Xl ==Xy = 1,Xk=0]=;2k2‘k=oo.

Das Spiel sollte also auf den ersten Blick bei beliebig hoher Teilnahmegebiihr attraktiv sein — dennoch
wire wohl kaum jemand bereit, einen sehr hohen Einsatz zu zahlen.

Eine angemessenere Beschreibung — vom Blickwinkel des Spielers aus betrachtet — erhélt man,
wenn man eine (iiblicherweise als monoton wachsend und konkav vorausgesetzte) Nutzenfunktion u(x)
einfiihrt, die den Nutzen beschreibt, den der Spieler vom Kapital x hat. Fiir kleine x konnte etwa u(x) = x
gelten, aber fiir grofle x wire plausibler u(x) < x. Dann ist ¢ ein fairer Einsatz aus Sicht des Spielers,
wenn u(c) = E[u(G)] gilt.

Linearitat und Monotonie des Erwartungswertes

Eine fundamentale Eigenschaft des Erwartungswerts ist, dass dieser linear von der Zufallsvariable abhingt.
Dies kann héufig ausgenutzt werden, um Erwartungswerte zu berechnen, siche dazu die Beispiele unten.

Satz 1.16 (Linearitit des Erwartungswerts). Seien X : Q@ — Sy C Rund Y: Q — Sy C R diskrete
reellwertige Zufallsvariablen auf (Q, A, P), fiir die E[|X|] und E[|Y|] endlich sind. Dann gilt:

E[AX +uY] = AE[X]+ pnE[Y] firalle A, u €R.

Beweis. Wir betrachten die durch g(x,y) = A x + uy definierte Abbildung g: Sx X Sy — R. Nach dem
Transformationssatz ist g(X,Y) = A X + uY eine Zufallsvariable mit Werten in R und Erwartungswert

E[AX + puY]

EgXNl = D, g@b)PIX.Y) = (ab)] (1.6)

(a,b)GSX XSy

> Y (a+pub)PIX =aY =b]

aeSx bGSY
=1 Z a Z PIX=aY=b]+pu Z b Z P[X = a,Y = b]
acSx beSy beSy aceSx
=4 > aP[X=al+p Y bPY =D
acSx beSy

= 1E[X] + uE[Y).
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Hierbei haben wir benutzt, dass die Reihe in (1.6) absolut konvergiert, da nach einer analogen Rechnung

> Y Ma+ublP[X=aY=b] < [A] Y |a|P[X=a]+|ul Y |b|P[Y=b]

acSx beSy aeSx beSy

[ALEIX]] + [ul ETIY]]

IA

gilt. Die rechte Seite ist nach Voraussetzung endlich. |

Beispiel (Varianz). Fiir die Varianz einer reellwertigen Zufallsvariable X mit E[|X|] < co gilt
Var[X] E [(X - E[X])?| = E [X*-2XE[X] + E[X]?]

E [X?] - E[X].

Aus der Linearitit folgt auch, dass der Erwartungswert monoton von der Zufallsvariablen abhéngt:

Korollar 1.17 (Monotonie des Erwartungswerts). Seien die Voraussetzungen von Satz 1.16 erfiillt. Ist
X(w) < Y(w) fiir alle w € Q, dann gilt
E[X] < E[Y].

Beweis. Nach Voraussetzung gilt (Y — X)(w) > O fiir alle w € Q, weshalb der Erwartungswert E[Y — X]
nichtnegativ ist. Aufgrund der Linearitidt des Erwartungswerts folgt

0 < E[Y - X] = E[Y]- E[X].

Die folgenden Beispiele demonstrieren, wie die Linearitit hdufig ausgenutzt werden kann, um Erwar-
tungswerte auf einfache Weise zu berechnen:

Beispiel (Unabhiingige 0-1-Experimente, Erwartungswert der Binomialverteilung).

Seien Aj,A,...,A, € A unabhiingige Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit p, und sei X; = I4, die
Indikatorfunktion des Ereignisses A;. Die Zufallsvariablen X; sind Bernoulli-verteilt mit Parameter p,
d.h. es gilt

B 1 mit Wahrscheinlichkeit p,
"~ |0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

Damit erhalten wir
E[X;] = E[la;] = P[Ai] = p Vi=0,1,...n.

Die Anzahl
Sh=X1+Xo+---+ X,

der Ereignisse, die eintreten, ist binomialverteilt mit Parametern n und p, d.h.

P[S, = k] = (Z)pk (1=-py*.
Den Erwartungswert kann man daher folgendermalien berechnen:
n n n
E[S,] = Zk~P[Sn =k] = Zk(k)pk(l —p)"* = ... = np.
k=0 k=0
Einfacher benutzt man aber die Linearitit des Erwartungswerts, und erhilt direkt
ElS,) = E|Y X| = Y E[X] = np.
i=1 i=1

Dies gilt sogar wenn die Ereignisse Ay, ..., A, nicht unabhdngig sind !
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Beispiel (Abhiingige 0-1-Experimente, Erwartungswert der hypergeometrischen Verteilung).

Wir betrachten eine Population aus m Objekten, darunter r, die eine gewisse Eigenschaft besitzen.
Aus der Population wird eine Zufallsstichprobe aus n Objekten ohne Zuriicklegen entnommen, wobei
n < min(r,m — r) gelte. Sei A; das Ereignis, dass das i-te Objekt in der Stichprobe die Eigenschaft
besitzt, und sei X; = I4,. Dann beschreibt die hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable

Sp=X1+---+X,

die Anzahl der Objekte in der Stichprobe mit der Eigenschaft. Als Erwartungswert der Verteilung
Hyp(m, r,n) erhalten wir daher analog zum letzten Beispiel:

EIS) = DB = Y PlAl=nt,
i=1 i=1

Auch im ndchsten Beispiel wird eine dhnliche Methode benutzt, um den Erwartungswert zu berechnen:

Beispiel (Inversionen von Zufallspermutationen und Sortieren durch Einfiigen). Seien P die Gleich-
verteilung auf der Menge Q = S, aller Bijektionen w: {1,...,n} — {1,...,n}, und

N(w) = [{(i.)) : i < jund w(@) > w(j)},

die Anzahl der Inversionen einer Permutation w € S,,. Dann gilt

N = Z La,;,  wobei  Aj = {w€Sy:wli)> w(j))

I<i<j<n

das Ereignis ist, dass eine Inversion von i und j auftritt. Damit erhalten wir

E[N] = ZEUA"J] = ZP[{U) €S, wl)>w()} = Z % = % (;) - ”(”4_ 1)'
i<j i<j i<j

ANWENDUNG: Beim Sortieren durch Einfiigen (,,Insertion Sort“) werden die Werte einer Liste {w(1), w(2),. . .,w(n)}
der Reihe nach an der richtigen Stelle eingefiigt. Dabei wird der Wert w(i) fiir i < j beim Einfiigen von

w(j) genau dann verschoben, wenn w(j) < w(i) gilt. Ist die Anfangsanordnung eine zufillige Permu-

tation der korrekten Anordnung, dann ist die mittlere Anzahl der Verschiebungen, die der Algorithmus
vornimmt, also gleich n (n — 1)/4.

Einschluss-/Ausschlussprinzip

Auch das schon oben erwihnte Einschluss-/Ausschlussprinzip lasst sich mithilfe von Indikatorfunktionen
elegant beweisen. Dazu verwenden wir die elementaren Identititen

Iang =14 - Ip und IACZI—]A.

Satz 1.18 (Einschluss-/Ausschlussprinzip). Fiir n € N und Ereignisse Aj,..., A, € A gilt:

n

PlAIUAU...UA =Y (-1 > PlA,n4,n...n4].

k=1 1<i|<...<ig<n
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1.3 Erwartungswert

Beweis. Wir betrachten zunichst das Gegenereignis, und driicken die Wahrscheinlichkeiten als Erwartungs-
werte von Indikatorfunktionen aus. Unter Ausnutzung der Linearitit des Erwartungswerts erhalten wir:

P[(A1U---0A)T] = P[AT N nAT] = E[licq.nac]

= E[ﬁIAic] = E[ﬁ(l—IAi)]

i=1 i=1
i(_l)k Z E[IAi] ..... IAik]
k=0

1<i)<...<ig<n

an(—l)k Z E[la; 004y
k=0

1<ij<...<ix <n

:an(_l)k > Plagn-al
k=0

1<ii<...<ix <n

Damit folgt

P[AjU---UA,]=1-P[(AjU---UA,]

=Y 0T T PlA N4 N0 AL u
k=1

1<i|<...<ix<n
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

Um den Zusammenhang zwischen mehreren Ereignissen oder Zufallsvariablen zu beschreiben sind bedingte
Wahrscheinlichkeiten von zentraler Bedeutung. In diesem Kapitel werden bedingte Wahrscheinlichkeiten
eingefiihrt, und mehrstufige Modelle mithilfe bedingter Wahrscheinlichkeiten konstruiert. AnschlieSend
werden wir den Begriff der Unabhingigkeit von Ereignissen und Zufallsvariablen systematisch einfiihren,
und erste wichtige Aussagen unter Unabhingigkeitsannahmen herleiten.

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei (QQ, A, P) ein fester Wahrscheinlichkeitsraum, und seien A, B € ‘A Ereignisse. Angenommen, wir wissen
bereits, dass das Ereignis B eintritt, und wir wollen die Wahrscheinlichkeit von A unter dieser Pramisse
angeben. Dann sollten wir nur noch die Fille w € B in Betracht ziehen, und fiir diese tritt das Ereignis ein,
wenn w in A N B enthalten ist. Damit ist die folgende Definition naheliegend:

Definition 2.1. Sei A, B € A mit P[B] # 0. Dann heif3t

P[AN B]

P[A|B] := PIE]

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Eine weitere Motivation fiir die Definition liefern relative Haufigkeiten: Ist P eine empirische Verteilung,
dann sind P[A N B] und P[B] die relativen Haufigkeiten von A N B und B, und P[A|B] ist damit die relative
Haufigkeit von AN B unter Elementen aus B. Die Definition ist also auch konsistent mit einer frequentistischen
Interpretation der Wahrscheinlichkeit als Grenzwert von relativen Haufigkeiten.

Bemerkung. a) Der Fall P[B] = 0 muss ausgeschlossen werden, da sonst sowohl Zahler als auch Nenner
in dem Bruch in der Definition gleich O sind. Bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeben Nullmengen sind
im Allgemeinen nicht wohldefiniert.

b) Ist P[B] # 0, dann ist durch die Abbildung
P[e|B]: A— P[A|B]

wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Q, A) gegeben, dic bedingte Verteilung unter P gegeben
B . Der Erwartungswert
E[X|B] = Z a-P[X = a|B]
aesS
einer diskreten Zufallsvariable X : Q — § bzgl. der bedingten Verteilung heil3t bedingte Erwartung
von X gegeben B.

Beispiel (Gleichverteilung). Ist P die Gleichverteilung auf einer endlichen Menge €, dann gilt:

|A N B|/|Q] |A N B|
P[A|B] = =
[AIB] = =57 3]

fiir alle A, B C Q.
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit

Erste Anwendungsbeispiele

Bei der mathematischen Modellierung von Anwendungsproblemen unter Verwendung bedingter Wahrschein-
lichkeiten konnen leicht Fehler auftreten. An dieser Stelle sollte man also sehr sorgfiltig argumentieren, und
ggf. zur Kontrolle verschiedene Modellvarianten verwenden. Wir betrachten einige bekannte Beispiele.

26

Beispiel (Méadchen oder Junge). Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Familie mit zwei
Kindern beide Kinder Méddchen sind, wenn mindestens eines der Kinder ein Midchen ist ? Hier konnen
wir als Wahrscheinlichkeitsraum

S = {JJ,JM,MJ, MM}

ansetzen. Wir nehmen vereinfachend an, dal3 alle Fille gleich wahrscheinlich sind. Dann gilt:

MM 1
P[,.beide Midchen® | ,,mindestens ein Midchen] = W = 3

Wir modifizieren die Fragestellung nun etwas. Angenommen, im Nachbarhaus ist heute eine neue Familie
eingezogen. Alles, was wir wissen, ist, da} die Familie zwei Kinder hat. Nun sehen wir am Fenster ein
Midchen winken, und gehen davon aus, dal dies eines der beiden Kinder ist. Wie hoch ist nun die
Wabhrscheinlichkeit, da3 beide Kinder Madchen sind ? Die naheliegende Antwort 1/3 ist in diesem Fall
nicht richtig. Dadurch, daf eines der Kinder winkt, sind die Kinder fiir uns nicht mehr ununterscheidbar.
Die Wahrscheinlichkeit, dass das zweite (nicht winkende) Kind ein Médchen ist, betrdgt dann 1/2:

MM 1
P[,,beide Méddchen® | ,,das erste ist Mddchen] = % = 5

Haben wir noch Zweifel an der Richtigkeit dieser Aussage, konnten wir ein préiziseres Modell aufstellen.
Beispielsweise konnten wir das Geschlecht des dlteren und des jiingeren Kindes durch Zufallsvariablen
X,Xy : Q — {M,J}, und die Auswahl des winkenden Kindes durch eine weitere Zufallsvariable
K : Q — {1,2} beschreiben, wobei K = 1,2 bedeutet, dass das dltere bzw. jiingere Kind winkt. Nehmen
wir an, dass (X, X», K) gleichverteilt auf der Menge {M, J}* x {1,2} ist, dann ergibt sich

PIXi=X,=M] _2/8 1

P[,beide Méddchen* | ,,Mddchen winkt*] = W =1 I = 5

Beispiel (Ziegenproblem). In einer leicht abgewandelten Version der Spielshow ,,Let’s make a deal”
steht hinter einer von vier Tiiren ein Auto, und hinter den drei anderen Tiiren eine Ziege. Der Kandidat
wihlt zunichst eine der Tiiren aus (Tiir 1). Anschliefend 6ffnet der Moderator eine der verbleibenden
Tiiren (Tiir 2, 3 oder 4), wobei nie die Tiir mit dem Auto gedffnet wird. Nun hat der Kandidat die
Moglichkeit, die Tiir nochmal zu wechseln, oder bei seiner urspriinglichen Wahl zu bleiben. Was ist die
giinstigere Strategie um das Auto zu gewinnen ?

Sie A die Nummer der Tiir mit dem Auto. Bleibt der Kandidat bei seiner urspriinglichen Wahl, dann
betrigt die Gewinnwahrscheinlichkeit offensichtlich 1/4, da er bei zufilliger Position des Autos zu
Beginn mit Wahrscheinlichkeit 1/4 die richtige Tiir gewéhlt hat. Die Situation beim Wechseln kdnnen
wir uns durch das folgende Baumdiagramm klarmachen:
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2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

0 Gewinn

o —

1 kein Gewinn

\ 1/2 Gewinn
- —

\
1/2 kein Gewinn

Steht das Auto hinter Tiir 1, dann gewinnt der Spieler beim Wechseln nie. Steht das Auto dagegen
hinter einer anderen Tiir, dann 6ffnet der Moderator eine weitere Tiir. Damit bleiben beim Wechseln
nur noch zwei Tiiren zur Auswahl, und der Spieler gewinnt in diesem Fall mit Wahrscheinlichkeit 1/2.
Insgesamt betrigt die Gewinnwahrscheinlichkeit mit Wechseln also

1 31 3
= --0+--= = -,
P=3"""42 7%
d.h. Wechseln ist fiir den Kandidaten vorteilhaft.

Formal konnten wir die Situation durch Zufallsvariablen A, M : Q — {1,2,3,4} beschreiben, die die
Nummern der Tiir mit dem Auto und der vom Moderator gedffneten Tiir angeben. Es ist dann naheliegend
anzusetzen, dass A gleichverteilt ist, wihrend M gegeben A bedingt gleichverteilt auf {2,3,4} \ A ist,
d.h.

1/2 fiir k = 3,4,

PIM=klA=1]=1/3 firk#1, P[M=k|A=2]={ usw.
0 sonst,

Priifen Sie selbst nach, dass sich in diesem Modell
P[A=k|M # k] = 3/8 firk =2,3,4

ergibt, d.h. bei Wechseln zu einer Tiir £ # 1, die der Moderator nicht gedffnet hat, betrigt die Gewinn-
wahrscheinlichkeit 3/8.

Beispiel (Miinzwiirfe mit partieller Information). Bei 20 fairen Miinzwiirfen fillt 15-mal ,,Zahl®.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten 5 Wiirfe ,,Zahl* ergeben haben ? Sei P die Gleich-
verteilung auf

Q = {0,1}? = {w=(x1,...x0) : x €{0,1}},
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit

und sei X;(w) = x; der Ausgang des i-ten Wurfs. Dann gilt:

20 20
P|Xi=...=Xs=1und > . X; =10
PlXi=...=Xs=1|) X =15| = X g Zicg Xi = 10]
i=1 P[Zi:IXiZIS]
~ (10) 1514 11 1
(20) 20-19----- 16 3
Dagegenist P[X; =...=Xs = 1] = 1/32.

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten durch Fallunterscheidung

Wir zeigen nun wie man unbedingte Wahrscheinlichkeiten aus bedingten berechnet. Sei Q = J H; eine
disjunkte Zerlegung von Q in abzihlbar viele Teilmengen H; , i € I. Die Mengen H; beschreiben unter-
schiedliche Fille (oder auch Hypothesen in statistischen Anwendungen).

Satz 2.2 (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit). Fiir alle A € A gilt:

P[A] = ) PlAIH]- P[H)] 2.1
Pl 120

Beweis. Esist A = AN(U;¢; Hi) = U;e; (AN H;) eine disjunkte Vereinigung, also folgt aus der o--Additivitét
und wegen P[A N H;] < P[H;]:

PlA] = Y P[ANH] = ) PANH] = ) PIAH] P[H,].
iel iel, iel,
P[H;]#0 P[H;]#0

Beispiel (Zweistufiges Urnenmodell). Urne 1 enthalte 2 rote und 3 schwarze Kugeln, Urne 2 enthalte
3 rote und 4 schwarze Kugeln. Wir legen eine Kugel K; von Urne 1 in Urne 2 und ziehen eine Kugel K,
aus Urne 2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist K, rot?

Durch Bedingen auf die Farbe der ersten Kugel erhalten wir nach Satz 2.2:

P[K; rot] = P[K; rot | K rot] - P[K, rot] + P[K; rot | K| schwarz] - P[K; schwarz]
33 17
+=-= = —.

8 5 40

| &~
Wl o

Ein interessanter Effekt ist, dass bei Wechsel der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilung die
unbedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A selbst dann abnehmen kann, wenn alle bedingten Wahr-
scheinlichkeiten in (2.1) zunehmen:

Beispiel (Simpson-Paradoxon). Die folgende (im wesentlichen auf Originaldaten basierende) Tabelle
zeigt die Zahl der Bewerber und der aufgenommenen Studierenden an der Universitét Berkeley in einem
bestimmten Jahr:
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2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

BEWERBUNGEN IN BERKELEY
Minner angenommen (A)  Frauen angenommen (A)
2083 996 1067 349

P[AIM] ~ 0,48 P[AIF] ~ 0,33

Statistik 1:

Empirische
Verteilung:

GENAUERE ANALYSE DURCH UNTERTEILUNG IN 4 FACHBEREICHE

Statistik 2: Minner angenommen (A)  Frauen angenommen (A)
Bereich 1 825 511 62% 108 89 82%
Bereich 2 560 353 63% 25 17 68%
Bereich 3 325 110 34% 593 219 37%
Bereich 4 373 22 6% 341 24 7%

Sei Pr[A] = P[A|F] die relative Hiufigkeit der angenommenen Bewerber unter Frauen, und Py/[A] =
P[A|M] die entsprechende Annahmequote unter Mannern. Hierbei steht P fiir die zugrundeliegende
empirische Verteilung, und Pr sowie Py, sind dementsprechend die empirischen Verteilungen in den
Unterpopulationen der weiblichen und ménnlichen Bewerber. Die vollstindige Aufgliederung nach
Fachbereichen ergibt folgende Zerlegung in Hypothesen:

4 4
PylA] = Z PulAlH]Pu[H;],  PrlA] = Z Pr[AlH;] Pr[H;].
i=1 i=1
Im Beispiel ist Pp[A|H;] > Py [A|H;] fiir alle i, aber dennoch Pp[A] < Pp[A]. Obwohl die Annah-
mequoten unter ménnlichen Bewerbern insgesamt hoher sind, schneiden also die Frauen in jedem der
Fachbereiche besser ab.

Die Gesamtstatistik im Beispiel vermischt verschiedene Populationen und legt deshalb eventuell eine
falsche Schlussfolgerung nahe. Bei statistischen Untersuchungen ist es daher wichtig, die Population
zunichst in moglichst homogene Unterpopulationen aufzuspalten.

Das Simpson-Paradox tritt auch an vielen anderen Stellen auf. Beispielsweise kann bei der Steuer-
progression der Steueranteil insgesamt steigen obwohl der Steuersatz in jeder Einkommensklasse sinkt,

weil Personen in hohere Einkommensklassen aufsteigen.

Bayessche Regel

Eine direkte Konsequenz des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit ist die Bayessche Regel. Wir be-
trachten erneut eine disjunkte Zerlegung von € in Teilmengen (Hypothesen) H;.

Wie wahrscheinlich sind die Hypothesen H; ? Ohne zusitzliche Information ist P[H;] die Wahrscheinlich-
keit von H;. In der Bayesschen Statistik interpretiert man P[H;] als unsere subjektive Einschétzung (aufgrund
von vorhandenem oder nicht vorhandenem Vorwissen) iiber die vorliegende Situation (,,a priori degree of

belief™).

Angenommen, wir wissen nun zusétzlich, dass ein Ereignis A € A mit P[A] # 0 eintritt, und wir kennen
die bedingte Wahrscheinlichkeit (,,likelihood*) P[A|H;] fiir das Eintreten von A unter der Hypothese H; fiir
jedes i € I mit P[H;] # 0. Wie sieht dann unsere neue Einschitzung der Wahrscheinlichkeiten der H; (,,a
posteriori degree of belief*) aus?

Korollar 2.3 (Bayessche Regel). Fiir A € A mit P[A] # 0 ist

PH,|A] =

P[A|H;] - P[H;]

2. P[A|H] - P[H]
kel
P[H]#0

d.h. es gilt die Proportionalitit

P[H;|A] = c- P[H;]-

wobei ¢ eine von i unabhéngige Konstante ist.

A. Eberle

fiir alle i € I mit P[H;] # 0,

P[A|H;],
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit

Beweis. Nach Satz 2.2 und der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit erhalten wir

_ P[AnH] _ P[A|H;]- P[H;]
PIHAAl = =5 = S PIAIE] - PIH]
P[Hi]:#O

Die Bayessche Regel besagt, dass die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P[H;|A] als Funktion von i pro-
portional zum Produkt der A-priori-Wahrscheinlichkeiten P[H;] und der Likelihood-Funktion i — P[A|H;]
sind. In dieser und dhnlichen Formen bildet sie das Fundament der Bayesschen Statistik.

Beispiel (Medizinische Tests). Von 10.000 Personen eines Alters habe einer die Krankheit K. Ein Test
sei positiv (+) bei 96% der Kranken und bei 0,1% der Gesunden. Liegen keine weiteren Informationen
vor (z.B. iiber Risikofaktoren), dann ergibt sich fiir die A-priori-und A-Posteriori-Wahrscheinlichkeiten
fiir die Krankheit K vor und nach einem positiven Test:

A priori: P[K] = 10,0001, P[K€] = 0,9999.
Likelihood: P[+|K] = 0,96, P[+|K€] = 0,001.
. P[+|K] - P[K]

A t : PIK =
posterioriz PRI = Gr kT PIK] + PL+IKC] - PIKC]
0,96 - 10 1

— ~

0,96- 104 +103-0,9999 ~ 11°

Daraus folgt insbesondere: P[K€|+] = % , d.h. ohne zusitzliche Informationen (z.B. durch einen weiteren
10

Test) muss man in diesem Fall davon ausgehen, dass {7 der positiv getesteten Personen in Wirklichkeit
gesund sind!

2.2 Mehrstufige Modelle

Wir betrachten nun ein n-stufiges Zufallsexperiment. Der Ausgang des k-ten Teilexperiments (k = 1,...,n)
werde durch eine Zufallsvariable X; : Q — S; auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) beschrieben,
wobei wir wieder voraussetzen, dass der Wertebereich S abzdhlbar ist. Wir nehmen an, dass folgendes
gegeben ist:

* Die Verteilung bzw. Massenfunktion von X:

P[X; =x1] = pi1(x1) fir alle x; € S, sowie 2.2)

* die bedingten Verteilungen/Massenfunktionen von Xy gegeben Xy, ..., Xi_1:
PXx =xi|Xi=x1,. s X1 = xk-1] = pelor | X150 005 Xk-1) (2.3)

firk=2,...nundalle x; € Sy,...,xx € S mit P[X; = x1,...,Xk—1 = xx—1] #0.
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2.2 Mehrstufige Modelle
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pa2(ala) aa e
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Abbildung 2.1: Dreistufiges Modell mit S; = {a,b,c} und S, = S5 = {a, b}.

Zwei wichtige Spezialfille sind

(i) Produktmodelle,in denen die bedingten Massenfunktionen py(e|xy,. . ., xx—1) nicht von den vorherigen
Werten xi,. .., xx—; abhdngen, sowie
(i) Markovketten, bei denen pr(e|xy,. .., x;—1) nur vom letzten Zustand x;_; abhdngt.
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit

Das kanonische Modell

Zufallsvariablen Xi,...,X,, die (2.2) und (2.3) erfiillen, kann man zu gegebenen Massenfunktionen auf
unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsrdumen realisieren. Im ,, kanonischen Modell” realisiert man die Zu-
fallsvariablen als Koordinatenabbildungen

Xi(w) = wy, k=1,...,n,
auf dem mit der o--Algebra A = P(Q) versehenen Produktraum

Q=85x%x...x8, = {(w,...,w,) : w; €8;}.

Satz 2.4 (Kanonisches Mehrstufenmodell). Seien p; und pr( e | xy,...,x;—1) fiir jedes k = 2,...,nund
X1 € S1,...,xk—1 € Sr—1 Massenfunktionen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf Si. Dann existiert
genau eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf dem Produktraum (Q, A) mit (2.2) und (2.3). Diese ist
bestimmt durch die Massenfunktion

P(x1,. .., x0) = pr(x1) pa(x2 | x1) p3(x3 | x1,X%2) - pu(n | X15. -5 Xm1)-

Beweis. EinDEUTIGKEIT: Wir zeigen durch Induktion, dass fiir eine Verteilung P mit (2.2) und (2.3) und
k=1,...ngilt
PIXy = x1,. ., Xk = xk] = pi(x) - pa(xa | x1) - pre(x | 1,02 Xk-1). (2.4)
Nach (2.2) ist dies fiir k = 1 der Fall. Zudem folgt aus (2.4) fiir £ — 1 nach (2.3):
PIXi=x1,...,. Xk =x¢] =P[X1=x1,..., Xp—1 = Xp—1]
“PXy=x1,. . X =x | X1 = x50, Xjo1 = xp—1]
= p1(x1) - pa(x2 [ x1) - pre—1 (k-1 | X105+ -5 Xk—2)
P | x5+ Xe-1),

also die Behauptung (2.4) fiir k, falls P[X; = xi,...,Xg—1 = xx—1] # 0. Andernfalls verschwinden beide
Seiten in (2.4) und die Behauptung ist trivialerweise erfiillt. Fiir £ = n erhalten wir die Massenfunktion von
P:

PlXi=x1,.... X =x,] = p1(x1) - pn(xn | X1, ., x021) = p(x1,. .., x0).
Existenz: Die Funktion p ist Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Q, denn die

Gewichte p(xi,. . ., x,) sind nach Voraussetzung nichtnegativ mit
Z Z p(x1s. .o xn) = Z pi(x1) Z pa(x2 | x1). .. Z Pn(xn | X1, xn)
x1€81 Xn €Sp X1 €S X2 €S8y Xn€Sn
=1
= 1.

Hierbei haben wir benutzt, dass die Funktionen py(e|xi,. .., xx—;) Massenfunktionen von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf Sy sind. Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Q gilt

P[X1=x1,...Xk:xk] = Z Z p(x1,...,xn)

Xk+1€Sk+1 Xn €Sn
= p1(x1) pa(xa [ x1) -+ pre(oeie | xn, - X—1)
fiir k = 1,...,n. Hieraus folgt, dass P die Bedingungen (2.2) und (2.3) erfiillt. |
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Beispiel (Skat). Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Skat jeder Spieler genau einen der
vier Buben erhilt ? Wir beschreiben die Anzahl der Buben der drei Spieler durch die Zufallsvariablen
Xi(w) = w;, i = 1,2,3, auf dem Produktraum

Q = {(wy,wy,ws) : w; €{0,1,2,3,4}}.

Da es insgesamt 32 Karten gibt, von denen jeder Spieler 10 erhilt, sind die bedingten Verteilungen der
Zufallvariablen Xi, X, und X3 gegeben durch die hypergeometrischen Verteilungen

[o)lio™) o}

4 — 18 22
p2(xa ] xp) = ( xl)( +x1) /( ) falls x; + x, < 4, 0 sonst, sowie

p1(x1)

X2 10 - X2 10
4—x - 8 12
p3(xs | x,xp) = S TR falls 2 < x1 + x2 + x3 < 4, 0 sonst.
X3 10 — X3 10

Damit erhalten wir fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

p(LL1) = pi()p2(1 [ D p3(1] 1L1) = 5,56%.

Produktmodelle
Hingt der Ausgang des i-ten Teilexperiments nicht von xi, . .., x;_ ab, dann gilt
pixi | x1,...,xi21) = pi(x;)

mit einer von xi,. .., x;—; unabhidngigen Massenfunktion p; einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P; auf S;.
Sind alle Teilexperimente voneinander unabhingig, dann hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung P eines
kanonischen n-stufigen Modells die Massenfunktion

p(x1,...,x,) = npi(x,-), X €S X -XS,. (2.5)
i=1

Definition 2.5. Seien P;, i = 1,...n, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf abzdhlbaren Mengen S; mit
Massenfunktionen p;. Die durch die Massenfunktion (2.5) bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung P =
Pi®...9 P,auf Q = S; x...XxS, heift Produkt von Py,...,P,.

Beispiel (n-dimensionale Bernoulli-Verteilung). Wir betrachten » unabhingige 0-1-Experimente mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p, und setzen entsprechend

S; = {0, 1}, pi(1) =p, pi0)=1-p firi=1,...,n

Sei k = X', x; die Anzahl der Einsen in einem n-Tupel x € Q = {0,1}". Dann hat die Verteilung im

Produktmodell die Massenfunktion
plan,.x) = [ i) = pF (1= py,
i=1

und wird als n-dimensionale Bernoulli-Verteilung bezeichnet.

Beispiel (Produkt von Gleichverteilungen). Sind die Mengen S;, i = 1,...,n, endlich, und ist P; die
Gleichverteilung auf S;, dann ist P| ® - - - ® P, die Gleichverteilung auf dem Produktraum S; X . .. X S,,.

Die Multiplikativitiit gilt in Produktmodellen nicht nur fiir die Massenfunktionen, sondern allgemeiner
fiir die Wahrscheinlichkeiten, dass in den Teilexperimenten bestimmte Ereignisse Ay, ..., A, eintreten:

A. Eberle Stochastik (v. 4. Februar 2022) 33
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Satz 2.6. Beziiglich des Produkts P = P; ® - - - ® P, gilt fiir beliebige Ereignisse A; C S;,i = 1,...,n:

n
PXi € Ar,.... X, € Ay = [ | PIXi € Al (2.6)
i=1

n

P[A; X ... X Au] I_IPi[Ai]
i=1

Beweis. Wegen (X1,...,X,)(w) = (wi,...,w,) = w ist (X1,...,X,) die identische Abbildung auf dem
Produktraum, und es gilt

P[Xi € Ay,....X, € A] = P[(X1,...,Xn) €A1 X---XA,] = P[A; X--- X A,]

S e 33 [

XEA X XAy X1€A| Xn€A, i=1
n n

= l_l Z pi(x;) = nPi[Ai]-
i=1 x;€A; i=1

Insbesondere folgt
P[X; € A;] = P[X; €81,..., X1 € 8i-1, X € A, Xiv1 € Sivt,. ... Xu € Sp] = Pi[A;],
fiir jedes i € {1,...n}, und damit die Behauptung. |

Bemerkung (Unabhéngigkeit). Satz 2.6 besagt, dass die Koordinatenabbildungen X;(w) = w; im Produkt-
modell unabhdingige Zufallsvariablen sind, sieche Abschnitt 2.4.
Markovketten

Zur Modellierung einer zufilligen zeitlichen Entwicklung mit abzéhlbarem Zustandsraum S betrachten wir
den Stichprobenraum
Q = §"' = {(x0,x1,....,%n) : x; € S}.

Oftist es naheliegend anzunehmen, dass die Weiterentwicklung des Systems nur vom gegenwirtigen Zustand,
aber nicht vom vorherigen Verlauf abhingt (,.kein Gedachtnis*), d.h. es ist

Pr(xk | X0+ - Xk—1) = pr(Xk-1,X%), 2.7
wobei das ,,Bewegungsgesetz“ x : S X S — [0, 1] folgende Bedingungen erfiillt:
1) mp(x,y)=0 fiir alle x,y € S,
(i) Xyesmk(x,y) =1 fiir alle x € S.

Die Bedingungen (i) und (ii) besagen, dass mi(x,e) fiir jedes x € S und k € {l,...n} die Massen-
funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S ist. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreibt die
Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem Zustand x zum nichsten Zustand im k-ten Schritt. Die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten 7z (x, y), x,y € S, kann man in einer Matrix 7z € RS*S zusammenfassen. Hat S
unendlich viele Elemente, dann ist diese Matrix allerdings unendlich dimensional.
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2.2 Mehrstufige Modelle

Definition 2.7. Eine Matrix mx = (m(x,¥))x,yes € RS mit (i) und (ii) heiBt stochastische Matrix auf
S.

Sei v : § — [0,1] die Massenfunktion der Verteilung von Xj, also der Startverteilung der zufilligen
Entwicklung. Als Massenfunktion des mehrstufigen Modells ergibt sich dann aus Gleichung (2.7):

p(x0, X1, ..., Xn) = v(xg) m1(x0, x1) ma(x1, %) -+ * T (Xp—1, Xpn) fiir xg,...,x, € S,
Eine Folge Xo, X1, X, ..., X, von Zufallsvariablen, deren gemeinsame Verteilung durch das beschriebene
mehrstufige Modell gegeben ist, nennt man eine Markovkette mit Ubergangsmatrizen mrx, k = 1,...,n. Den

Fall, in dem der iibergangsmechanismus 7 (x, y) = m(x, y) unabhéngig von k ist, bezeichnet man als zeitlich
homogen.

Beispiele. a) PropukTmoDELL: Produktmodelle sind spezielle Markovketten mit Ubergangswahr-
scheinlichkeiten . (x,y) = pr(y), die nicht von x abhingen.

b) AHANGIGE MUNzwURFE: Ein einfaches Modell fiir abhiingige Miinzwiirfe ist eine Markovkette
mit Zustandsraum S = {0, 1} und den folgenden Ubergangswahrscheinlichkeiten:

1
5*5

1

— &

NIEg
+
M

1
2

Hierbeiiste € [ - % %] ein Parameter, der die Abhéngigkeit des nichsten Miinzwurfs vom Ausgang

des vorherigen Wurfs bestimmt. Die zeitunabhiingige Ubergangsmatrix ist

1 1

= §+8 7€

1_. 1.,
2 2

¢) SELBSTBEFRUCHTUNG VON PrLANZEN: Die Selbstbefruchtung ist ein klassisches Verfahren zur
Ziichtung von Pflanzen vom Genotyp AA bzw. aa, wobei A und a zwei mogliche Allele des
Pflanzen-Gens sind. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den mdglichen Genotypen AA,
Aa und aa sind durch

B——Gn
1C@ Aa aa 1
1 NG

gegeben, und die Ubergangsmatrix einer entsprechenden Markovkette ist

O Bl—= —
o= O
—_— O

d) Ranpom WaLks AUF GRAPHEN: Sei S = V die Knotenmenge eines Graphen (V, E). Wir nehmen
an, dass jeder Knoten x € V endlichen Grad deg(x) hat. Dann ist durch

1
ary) = {dew falls teyy € £,
0 sonst,

die zeitunabhiingige Ubergangsmatrix eines Random Walks auf dem Graphen definiert. Beispiels-
weise ist der klassische Random Walk (Irrfahrt) auf § = Z¢ die Markovkette, die sich in jedem
Schritt zu einem zufillig (gleichverteilt) ausgewihlten Nachbarpunkt des gegenwirtigen Zustands
weiterbewegt:
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|

|

Da in d Dimensionen jeder Gitterpunkt 2d Nachbarpunkte hat, sind die Ubergangswahrscheinlich-
keiten durch

1
5= falls [x —y| =1,
m(x,y) = {2d

0  sonst,

gegeben. In Dimension d = 1 ist die Ubergangsmatrix eine unendliche (mit x € Z indizierte)
Tridiagonalmatrix, die neben der Diagonale die Eintrdge 1/2, und auf der Diagonalen die Eintrige
0 hat.

Berechnung von Mehr-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten

Wir berechnen nun die Ubergangswahrscheinlichkeiten und Verteilungen einer Markovkette nach mehreren
Schritten. Es stellt sich heraus, dass sich diese durch Matrizenmultiplikation der Ubergangsmatrizen ergeben.
Dazu interpretieren wir die Massenfunktion v der Startverteilung als Zeilenvektor (v(x))xes in RS.

Satz 2.8 (Ubergangswahrscheinlichkeiten und Verteilung nach mehreren Schritten).
Firalle 0 < k <! < nund x,...,xx,y € S mit P[Xy = xq,...,Xx = x| # 0 gilt

P[X;=y|Xo=x0,..., X = x¢] PIX; =y | Xk = x|
(1 a2 = - - ) (XK, Y), und

(vmy - - m)(y).

=

2
I

S,
|

Hierbei ist

(xD(xy) = ) x(x2)F(zy)

zZ€S
das Produkt zweier Ubergangsmatrizen 7 und 7 an der Stelle (x, y), und

D) = D v(x,Y)

xeS

ist das Produkt des Zeilenvektors v mit einer Ubergangsmatrix 7, ausgewertet an der Stelle y.

Die Matrixprodukte in Satz 2.8 sind auch fiir abzéhlbar unendliche Zustandsrdaume S wohldefiniert, da die
Komponenten der Ubergangsmatrizen alle nicht-negativ sind.

Bemerkung. a) Marxkov-EiGenscHAFT: Der Satz zeigt, dass die Weiterentwicklung einer Markovkette
auch fiir mehrere Schritte jeweils nur vom gegenwértigen Zustand x; abhingt, und nicht vom vorherigen
Verlauf xg, x1,. .., Xr-1.

b) n-ScHrITT-UBERGANGSWAHRSCHEINLICHKEITEN: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die ersten n
Schritte sind nach dem Satz gegeben durch

PX,=y|Xo=x] = (mm-m)xy).
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2.2 Mehrstufige Modelle

Im zeitlich homogenen Fall (d.h. m; = 7 unabhingig von 7) ist die n-Schritt-iibergangswahrscheinlichkeit
von x nach y gleich n"(x, y).

¢) GLEICHGEWICHTSVERTEILUNGEN: Weiterhin ist im zeitlich homogenen Fall n; = m die Verteilung der
Markovkette zur Zeit [ gleich va!. Gilt v = vz, dann stimmt diese fiir jedes ! mit der Startverteilung
iiberein, d.h. die Wahrscheinlichkeitsverteilung v ist ein Gleichgewicht der stochastischen Dynamik,
die durch die Ubergangsmatrix 7 beschrieben wird. Gleichgewichte von zeithomogenen Markovketten
werden wir in Abschnitt 3.4 weiter untersuchen.

Beweis. Fiir xo, ..., xg,y wie im Satz vorausgesetzt gilt

P[X() = X0, . . .,Xk = xk,Xl = y]
P[Xo = x0,..., Xk = x|
Doty V(X0) 1 (X0, X1) - - (X1, Y)
v(x0) 71(x0, X1) + + * 7k (Xk—1, Xk)
Z . Z T 1 (X Xier 1) a2 (X 1> Xkw2) -+ (X121, y)
Xt X7-1

(M1 T2 - - 717) Xk, ).

P[X;=y|Xo=x0,.... X =x] =

Entsprechend erhalten wir

P[Xy = x1, X; = y]
P[Xj = xi]
Doxtoxit 2oxparsesy V(X0) 1 (X0, X1) + - (X0-1, )
Doty V(X0) 1 (X0, X1) + - - 7 (Xk-1, X))
(st 2 - )Xk, y).

PIX;=y| Xk =x¢] =

Fiir die unbedingten Wahrscheinlichkeiten ergibt sich

PIXi=yl= > PlXo=x]P[X =y|X=x]
P[)gii];to
D) (rim ), y) = (vmmam)(Y). =

xeS
v(x)#0

Wir untersuchen abschlieBend den Spezialfall einer zeithomogenen Markovkette auf einem Zustandsraum
mit zwei Elementen. Diesen konnen wir schon jetzt weitgehend vollstindig analysieren:

Beispiel (Explizite Berechnung fiir Zustandsraum mit zwei Elementen). Wir betrachten eine allge-
meine zeithomogene Markovkette mit Zustandsraum S = {0, 1}. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten

o
e e

n(x,y) sind durch B gegeben, wobei wir an-

nehmen, dass 0 < @, < 1 gilt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung u mit Gewichten u(0) = a‘%ﬁ und

u(l) = ﬁ ist ein Gleichgewicht der Ubergangsmatrix
x = ( l-a «a )
B 1=p)
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denn fiir den Zeilenvektor u = (u(0), u(1)) gilt um = p. Fiir n € N erhalten wir durch Bedingen auf den
Wert zur Zeit n — 1:

70,0) = #"7'(0,0)- 7(0,0) + 7"1(0,1) - #(1,0)
710,0) - (1 —a) + (1 = 7"71(0,0)) - B
(1-a-pB) 710,0) + B.

Daraus folgt mit Induktion

7(0,0) = a’fﬁ+aiﬁ(l—a—ﬂ)", und
0,1 = 1-7"0,0) = aiﬁ—aiﬂ(l—a—ﬁ)”.

Analoge Formeln erhilt man fiir 7(1,0) und 7" (1, 1) durch Vertauschen von « und . Fiir die n-Schritt-
Ubergangsmatrix ergibt sich also

B _a_ o —a
(,f ";ﬁ)+ (1—a—/3>"("f£ “zﬁ)

a+ff  a+f a+ff a+f
N——————
Gleiche Zeilen — 0 exponentiell schnell,

falls@ < 1 oder 8 < 1

Sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten @ und S nicht beide gleich 1, dann gilt 7%(0,-) ~ n"*(1,-) ~ u
fiir groBe n € N. Die Kette ,,vergisst also ihren Startwert X, exponentiell schnell (,,Exponentieller Ge-
déchtnisverlust®), und die Verteilung von X,, néhert sich fiir n — oo rasch der Gleichgewichtsverteilung
u an (,,Konvergenz ins Gleichgewicht*) !

2.3 Unabhangigkeit

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Héngen zwei Ereignisse A, B € A nicht voneinander ab, dann
sollte gelten:

P[A|B] = P[A] falls P[B] # 0, sowie
P[B|A] falls P[A] # 0.

I
)
=

Beide Aussagen sind dquivalent zu der Bedingung
P[AN B] = P[A]- P[B], (2.8)

die im Fall P[A] = 0 oder P[B] = 0 automatisch erfiillt ist. Allgemeiner definieren wir fiir beliebige (endliche,
abzéhlbare oder iiberabzihlbare) Kollektionen von Ereignissen:

Definition 2.9. Eine Kollektion A;, i € I, von Ereignissen aus (A heil3t unabhingig (bzgl. P), falls
n
PlA;, NA,N...NA; ] = ]—[ PlA; ]
k=1

fiir alle n € N und alle paarweise verschiedenen iy,. . .,i, € I gilt.

Beispiele. a) Falls P[A] € {0, 1} gilt, dann ist A unabhéngig von B fiir alle B € A. Deterministische
Ereignisse sind also von allen anderen Ereignissen unabhingig.
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b) Wir betrachten das kanonische Modell fiir zwei faire Miinzwiirfe, d.h. P ist die Gleichverteilung
auf Q = {0, 1}2. Die drei Ereignisse

A ={(1,0),(1,1)} ,erster Wurf Zahl*,
Ay ={(0,1),(1,1)} ,zweiter Wurf Zahl*,
Az = {(0,0),(1,1)} ,beide Wiirfe gleich®,

sind paarweise unabhdngig, denn es gilt:
1
P[A,QAJ] = Z = P[Al]P[AJ] furallez;&J
Trotzdem ist die Kollektion Ay, A,, A3z aller drei Ereignisse nicht unabhdngig, denn
P[AINA N A3] =

# — = P[A]- P[Ay] - P[A3].

Bl
ool —

Sind A und B unabhiingige Ereignisse, so auch A und B¢, denn es gilt
P[ANB¢] = P[A]-P[ANB] = P[A]-(1 - P[B]) = P[A]- P[BC].
Allgemeiner folgt:

Lemma 2.10 (Stabilitidt von Unabhingigkeit unter Komplementbildung).
Sind die Ereignisse Ay, . ..,A, € A unabhdngig, und gilt B; = A;j oder B; = Ajc fiiralle j = 1,...,n, dann
sind auch die Ereignisse By, ..., B, unabhdngig.

Beweis. Da wir zum Nachweis der Unabhingigkeit beliebige Unterkollektionen von {By, . .. B, } betrachten
miissen, ist zu zeigen, dass
PICin...nC,] = P[Cy]----- P[C,]

gilt, falls die Ereignisse C; jeweils gleich A;, Al.c oder Q sind. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit
C; = A; firi <k, G :Aic firk <i <l,und G; = Q fiirk > [ mit 0 < k <[ < n. Dann folgt unter

Verwendung der Linearitit des Erwartungswerts und der Unabhéingigkeit von Aj,.. ., Ay:

P[CiN...NCyl = P[AIN...NANAL, N...NAS|
= E L a - (L= Tag ) oo (1= 1))

= E[lada Y, DV ]1a)]
}

JC{k+1,..., 1 jeJ
= > YIPlAn. . nacn( 4]
Jc{k+1,...,1} jel
= > YIPag--PlAG - ] LA
JC{k+1,...,1} jeJ
= P[A1]-- P[A]- (1 = P[Aga]) -~ (1 = P[A)])
= P[C1]--- P[Cyl. n

Verteilungen fiir unabhangige Ereignisse

Seien Ay, Aj,... € A unabhingige Ereignisse (bzgl. P) mit P[A;] = p € [0,1]. Diese beschreiben zum
Beispiel unabhéngige Wiederholungen eines Zufallsexperiments. Die Existenz von unendlich vielen unab-
hingigen Ereignissen auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum setzen wir hier voraus — ein Beweis
wird erst in der Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE gegeben.
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Geometrische Verteilung
Die ,,Wartezeit* auf das erste Eintreten eines der Ereignisse ist durch
T(w) = inf{neN : weA,}

gegeben, wobei wir hier min ) := oo setzen. Mit Lemma 2.10 kdnnen wir die Verteilung der Zufallsvariable
T : Q — N U {oo} berechnen. Fiir n € N erhalten wir

C C C
P[T =n] = P[AT NA;N...NA _ NA,]

n—1
Pla]- | | PLAS]
i=1

p-(1=-p) .

Definition 2.11. Sei p € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf N U {co} mit Massenfunktion
un) =p-(1-py! firn e N

heiBt geometrische Verteilung zum Parameter p, und wird kurz mit Geom(p) bezeichnet.

Bemerkung. a) fiirn € N gilt
P[T >n] = P[AS n...nAS] = (1 -p).

Ist p # 0, dann folgt insbesondere P[T = o] = 0, d.h. die geometrische Verteilung ist eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf den natiirlichen Zahlen. fiir p = 0 gilt dagegen P[T = co] = 1.

b) WegenT = 3>, I(r>n) ergibt sich als Erwartungswert der geometrischen Verteilung

- 1 1
E[T] = P[T>n] = —— = —.
;) I-(I1-p) p
Binomialverteilung
Die Anzahl der Ereignisse unter Ay,.. ., A,, die eintreten, ist durch die Zufallsvariable

Se(w) = {1<i<n:weA} = ZIA,.((U)

i=1

gegeben. Mithilfe von Lemma 2.10 konnen wir auch die Verteilung von S, berechnen. Fiir 0 < k < n gilt

P, =kl = > P|[)an () afl= > []ral-[]riaf]
1c{l,..n} |iel ie{l,...n\I 1¢(1,....n} iel jelC
1=k )=k
C
= > Jle-[]a-»= > p"-a-p*
I1<{1,..., n} i€l ielC I1<{1,..., n}
|1 |=k 11|=k

|
—~~
—

ny n-k
—(k)p -p)",

d.h. S, ist binomialverteilt mit Parametern n und p.
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Exkurs zu gemeinsamen Verteilungen

Um den Zusammenhang zwischen mehreren Zufallsvariablen untersuchen, gentigt es nicht, die Verteilungen
der einzelnen Zufallsvariablen zu kennen. Stattdessen bendtigen wir die gemeinsame Verteilung der Zufallva-
riablen. Diese ist folgendermaBen definiert: Sind X; : Q — Sy, ..., X, : Q — S, diskrete Zufallsvariablen,
dann ist auch (Xj,. .., X},) eine diskrete Zufallsvariable mit Werten im Produktraum Sy X --- X S,,.

Definition 2.12. Die Verteilung ux, . x, des Zufallsvektors (X, ..., X, ) unter P heilt gemeinsame Ver-
teilung der Zufallsvariablen Xi,. .., X,,.

Die gemeinsame Verteilung ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S X - - - X §,, mit Massenfunktion
pX] ..... Xn(al$'--’an) = P[Xl :a19""Xn =an] (29)

Sie enthilt Informationen iiber den Zusammenhang zwischen den Zufallsgroen X;. Die Verteilungen der
einzelnen Zufallsvariablen X; nennt man dagegen Randverteilungen.

Beispiel (Zwei unabhéngige Wiirfel). Beschreiben die Zufallsvariablen X,Y : Q — {1,2,3,4,5,6}
auf dem Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) die Augenzahlen beim Werfen zweier Wiirfel, die jede
Augenzahl unabhingig voneinander mit Wahrscheinlichkeit 1/6 annehmen, dann gilt

1
PIX=aY=b] = - firalleabe{12.3.456).

Die gemeinsame Verteilung von X und Y ist also die Gleichverteilung auf {1,2,3,4,5,6}2. Sei nun
M = max(X,Y) die groBere der beiden Augenzahlen. Dann erhalten wir fiir die gemeinsame Verteilung
von M und X die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

PIM=iX=jl]j=1 2 3 4 5 6 | P[M=i]
i=1 /36 0 0 0 0 0 1/36
2 /36 2/36 0 0 0 0 3/36
3 1/36  1/36 3/36 0 0 0 5/36
4 136 1/36 1/36 4/36 0 0 7/36
5 1/36  1/36 1/36 1/36 5/36 0 9/36
6 1/36  1/36 1/36 1/36 1/36 6/36 | 11/36
P[X = Jj] /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 I

Die Massenfunktionen der Randverteilungen von X und M stehen in der letzten Zeile bzw. Spalte und
ergeben sich durch Aufaddieren iiber die moglichen Werte der jeweils anderen Zufallsvariable.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die gemeinsamen Verteilungen auch dann sehr unterschiedlich sein
konnen wenn die Randverteilungen iibereinstimmen.

Beispiel (Zwei abhingige Wiirfel). Seien X,Y : Q — {1,2,3,4,5,6} gleichverteilte Zufallsvariablen.
Fiir die Gewichte der gemeinsamen Verteilung von X und Y gibt es dann unter anderem die in Abbildung
2.2 gegebenen Moglichkeiten.
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(a) X,Y unabhingig. b)Y =(X+1) mod 6. ©Y=(X+2Z) mod 6,
Die Gewichte der Punkte sind Die Gewichte der Punkte sind Z ~ Unif{-1,0,1}.
jeweils gleich 1/36. jeweils gleich 1/6. Die Gewichte der Punkte sind
HUxy = ux ® Uy. jeweils gleich 1/18.
Abbildung 2.2: Gemeinsame Verteilungen mit identischen Randverteilungen.
Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen Xi,...,X, bendtigen wir, wenn wir Erwartungswerte

von Funktionen berechnen wollen, die von mehreren dieser Zufallsvariablen abhiingen. Ist g : Sy X---X S, —
[0, c0) eine reellwertige Funktion, dann gilt nach dem Transformationssatz 1.15 namlich

Elg(X1,....Xn)] = Z g@ay,....a) P[Xi=a,....Xn = an] .

Beispiel (Erwartungswerte fiir zwei Wiirfel). Sind X und Y die Augenzahlen zweier unabhingiger
fairer Wiirfel, dann gilt
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Unabhéngigkeit von diskreten Zufallsvariablen

Wir erweitern den Begriff der Unabhéngigkeit nun von Ereignissen auf Zufallsvariablen. Sei (€, A, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum, und / eine beliebige Menge.

Definition 2.13. Eine Familie X; : Q — S; (i € I) von Zufallsvariablen auf (€, A, P) mit abzidhlbaren
Wertebereichen S; heiflit unabhingig, falls die Ereignisse {X; € A;} (i € ) fiir alle Teilmengen A; C S;
unabhiéingig sind.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass die Zufallsvariablen X; (i € I) genau dann unabhéngig sind,
wenn jede endliche Teilkollektion unabhingig ist. Daher beschrinken wir uns im folgenden auf den Fall
I={1,...,n} mitn € N,

Satz 2.14. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Xi,...,X, sind unabhingig.
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2.3 Unabhingigkeit

(i) Die Ereignisse {X; = a1},...,{X, = a,} sind unabhiéngig fiiralle a; € S;,i = 1,...,n
(i) px,,.. x,(a1,...,an) = [1' px,(a;) firallea; € S;,i=1,...,n.

(V) px,..x, = Qg Hx;-

Beweis. (i)=(ii) folgt durch Wahl von A; = {a;}.

(iii)e(iv) gilt nach Definition des Produkts ®:’: | Mx; der Wahrscheinlichkeitsverteilungen uy; .

(iv)=(): Seien A; C S; (i=1,...,n)und 1 < i} <ip < ... < i < n. Um die Produkteigenschaft fiir die
Ereignisse mit Indizes iy, . .., zu zeigen, setzen wir B;, := A;; fiir alle j und B; := §; fiir i € {i1,...,ix}.
Mit (iv) folgt dann nach Satz 2.6:

PlX; € A;,....Xi, € Aij,]=P[X1 € By,...,Xn € B,]
=P[(X1,....Xn) € Bi X...XBy] = ux,,... x,[B1 X ... X By]
k

l—[,ux HPXGB = [ P1x; € 4, ]

Jj=1

.....

Als Konsequenz aus Satz 2.14 ergibt sich insbesondere:

Korollar 2.15. Sind X; : Q — S; (i = 1,...,n) diskrete Zufallsvariablen, und hat die Massenfunktion der
gemeinsamen Verteilung eine Darstellung in Produktform

n
Px....x.(ay,...,a,) = C'l_[gi(ai) V(ai,...,ap) € S1X... XS, (2.10)

mit Funktionen g; : S; — [0,00) und einer Proportionalitidtskonstanten ¢ € R, dann sind Xj,..., X,
unabhéngige Zufallsvariablen mit Massenfunktionen

gi(a)
(a) = —/————, ac€s;. (2.11)
pX( ) Z gl(b) i
bGSi
Beweis. Durch Summieren iiber ay,ap,...,a, in (4.28) folgt X e, gi(b) < oo fiir alle i. Daher ist die

Funktion g;(a) := gi(a)/ Xpes, &i(b) (a € S;), die auf der rechten Seite von (2.11) steht, die Massenfunktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung w; auf S;. Nach Voraussetzung gilt fiir (ay,...,a,) € S| X ... X Sy:

n
pxi, o x. @, an) = | [ &) (2.12)

mit einer reellen Konstante ¢. Da auf beiden Seiten von (2.12) bis auf den Faktor ¢ die Massenfunktionen
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen stehen, gilt ¢ = 1. Also ist die gemeinsame Verteilung von X, ..., X,
das Produkt der Verteilungen y;, und somit sind die Zufallsvariablen X; unabhingig mit Verteilung y;, d.h.
mit Massenfunktion g;. |

Sei nun / eine beliebige Menge, und S; sowie S; (i € I) abzdhlbare Mengen. Sind X; (i € I) unabhingige
diskrete Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit Wertebereichen S;, dann sind
auch die Zufallsvariablen

Yi(w) = hi(Xi(w)) = (hio X)(w) (€l
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fiir beliebige Funktionen h; : §; — §l wieder unabhﬁngig. Dies folgt unmittelbar aus der Definition
der Unabhingigkeit, denn fiir beliebige Teilmengen A; C S; gilt {Y; € A;} = {Xi € hi‘l(Ai)}, und diese
Ereignisse sind unabhingig. Das folgende Korollar liefert eine wichtige Verschirfung dieser Aussage.

Korollar 2.16 (Gruppierungslemma). Sei X; (i € [) eine Kollektion unabhéngiger Zufallsvariablen, und
seien Iy, I, . . ., I, disjunkte Teilmengen von /. Dann sind auch die Zufallsvariablen

X1, = Xiien, Xn, = Xidiens - -+ X1, = (Xi)ier,

wieder unabhéngig. Zudem sind h;(Xy, ), . . ., h, (X, ) fiir beliebige Funktionen Ay, . . ., h, wieder unabhén-
gige Zufallsvariablen.

Wir konnen also die unabhiingigen Zufallsvariablen in disjunkte Blocke einteilen, und beliebige Funk-
tionen betrachten, die jeweils nur von den Zufallsvariablen in einem Block abhidngen. Diese Funktionen
sind dann wieder unabhiéngige Zufallsvariablen. Beispielsweise sind bei sechs unabhingigen Wiirfelwiir-
fen X1, Xo,. .., Xe die Augensummen X; + X, X3 + Xy und X5 + Xg voneinander unabhéngig, ebenso die
maximalen Augenzahlen max(Xj, X», X3) und max(Xy, X5, Xg) bei den ersten und den letzten drei Wiirfen.

Beweis. Seiena; € S; (i € I), und sei aj, = (a;)ier, (kK =0,1,...,n). Dann gilt
PlXy =ay,....X1, =ay,| = P[X;=a;firalleicU---UI,]
= P m {Xi = ai}] = 1_[ P[Xi = ai]
ielju---Ul, ielju---ul,
— nP[Xi:ai].....nP[Xi:ai]
iel) iel,
= P[X[1 =a11] o ’P[X[n =a1n] .
Also ist die Massenfunktion der gemeinsamen Verteilung der Zufallsvariablen Xj,,. .., X;, das Produkt der
einzelnen Massenfunktionen, d.h. die Zufallsvariablen sind unabhzngig. Die Unabhéngigkeit der Zufallsva-
riablen A1 (Xy,),. . ., hn(Xp,) folgt dann wie oben. |

2.4 Summen von unabhangigen Zufallsvariablen

Wir berechnen nun Verteilungen und gemeinsame Verteilungen von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen.

Faltung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Seien zunichst X und Y unabhiingige diskrete Zufallsvariablen auf (Q, A, P) mit Werten im R?, Verteilungen
( bzw. v und Massenfunktionen p bzw. g. Wir wollen die Verteilung von X + Y bestimmen. Es gilt

PIX+Y=z] = > PX=xY=z-x]= > px)g(z-x). 2.13)

xeX(Q) xeX(Q)
=P[X=x]-P[Y=z—x]

Die Verteilung von X + Y ist also die Wahrscheinlichkeitsverteilung u * v mit Massenfunktion

Pre)@) = > pag-x). 2.14)

xeX(Q)

Diese Verteilung nennt man die Faltung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen y und v.
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2.4 Summen von unabhéngigen Zufallsvariablen

Bemerkung (Eigenschaften der Faltung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen). Die Faltung y* v zwei-
er Wahrscheinlichkeitsverteilungen u und v auf R ist wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R. Da
die Addition von Zufallsvariablen kommutativ und assoziativ ist, hat die Faltung von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen dieselben Eigenschaften:

UkxV = Vviku daX+Y=Y+X),
(uxv)%xn ux(vxn) daX+N+Z=X+T+2)).

Beispiele. (i) Sind X und Y unabhéngig und Bin(n, p) bzw. Bin(m, p)-verteilt, dann ist X + Y eine
Bin(n+m, p)-verteilte Zufallsvariable. Zum Beweis bemerkt man, dass die gemeinsame Verteilung
von X und Y mit der gemeinsamen Verteilung von Zy +...+ Z,, und Z,, 41 +...+ Z, ., Ubereinstimmt,
wobei die Zufallsvariablen Z; (1 < i < n + m) unabhingig und Bernoulli(p)-verteilt sind. Also
folgt:

HMX+Y = HZi+. +Zy+Zpii 44 Zpsm — Bin(n + m, p) .

Als Konsequenz erhalten wir (ohne zu rechnen):
Bin(n, p) x Bin(m, p) = Bin(n + m,p),

d.h. die Binomialverteilungen bilden eine Faltungshalbgruppe. Explizit ergibt sich:

1
Z (Z)pk(l _p)n—k (l Tk)pl—k(l _p)m—(l—k) — (l’l + m)pl(l _ p)n+m—l . dh.
k=0

> (o)

("+'") (2.15)
k=0

l

Diese kombinatorische Formel ist auch als Vandermonde-Identitit bekannt.

(ii) Sind X und Y unabhéngig und Poisson-verteilt mit Parametern A bzw. A, dann ist X + Y Poisson-
verteilt mit Parameter A + A, denn nach der binomischen Formel gilt fiir n > 0:

(ux %)) = " pux(k) - py(n = k)

k=0
n k In-k
A° A I
- Z *r e /l'(n—k)'e !
k=0 : ’

~ N k Jn-k
= e_/l+l . Z /l_/l—
Z4 T (= ).

g_/H'z . M
n!

Also bilden auch die Poissonverteilungen eine Faltungshalbgruppe:

Poisson(1) * Poisson(1) = Poisson(d + A).

Irrfahrten auf Z

Seien Xi, Xy, ... unabhingige und identisch verteilte (,,i.i.d.“ — independent and identically distributed)
Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) mit

P[X; = +1] =p, P[X;=-1]=1-p, p € (0,1).

Die Existenz von unendlich vielen unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum (unendliches Produktmodell) wird in der Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE WAHR-
SCHEINLICHKEITSTHEORIE gezeigt. Sei a € Z ein fester Startwert. Wir betrachten die durch

So = a,
Sn+l = Sn + Xn+l,
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definierte zufillige Bewegung (,.Irrfahrt” oder ,,Random Walk*) auf Z. Als Position zur Zeit n ergibt sich
Sh=a+X1+Xo+---+X,.

Irrfahrten werden unter anderem in vereinfachten Modellen fiir die Kapitalentwicklung beim Gliicksspiel
oder an der Borse (Aktienkurs), sowie die Brownsche Molekularbewegung (im Skalierungslimes Schrittweite
— 0) eingesetzt.

Beispiel (Symmetrische Irrfahrt, p = 1/2). Die folgenden Graphiken zeigen Simulationen der ersten
50, 500 bzw. 5000 Schritte eines Random Walks fiir p = 1/2.

Random Walk der Lange 100 Random Walk der Lange 1000 Random Walk der Lange 10000

0 20 40 60 80 100 o 200 400 600 800 1000 4 2000 4000 6000 8000 10000
3

() n =50 (b) n = 500 (c) n = 5000

Wir wollen nun die Verteilung von verschiedenen, durch die Irrfahrt gegebenen, Zufallsvariablen berech-
nen. Die Verteilung von S, selbst ist eine verzerrte Bimomialverteilung.

Lemma 2.17 (Verteilung von S,,). Fiir k € Z gilt

0 falls n + k ungerade oder |k| > n,
P[S,=a+k]= n ntk n-k
(nex)p 2 (1=p) 7 sonst.

2

Beweis. Es gilt

— n+k
X; =1  genau 7= mal,

k

S, =a+k © X\1+---+X,=k &
X; =—-1 genau “5* mal.

Sei A € Z. Weiter unten werden wir (im Fall p = 1/2) die Verteilung der Zufallsvariable
T)(w) := min{rneN : S(w) =1}

bestimmen, wobei wir wieder min () := oo setzen. Fiir A1 # a ist T die erste Trefferzeit von A, fiir A = a ist
es hingegen die erste Riickkehrzeit nach a. Beschreibt die Irrfahrt beispielsweise die Kapitalentwicklung in
einem Gliicksspiel, dann kann man 7y als Ruinzeitpunkt interpretieren. Da das Ereignis

n

{Ty<n} = (s =2y

i=1

von den Positionen der Irrfahrt zu mehreren Zeiten abhingt, benotigen wir die gemeinsame Verteilung der
entsprechenden Zufallsvariablen. Sei dazu

Son(w) = (So(w),S1(w), . .., Sp(w))
der Bewegungsverlauf bis zur Zeit n . Dann ist Sy.,, eine Zufallsvariable, die Werte im Raum
ﬁﬁf) = {(50,51,...,8,) : So=a,s; € Zmit |s; —s;_1| = 1 fiirallei € {1,...,n}}

aller moglichen Verldufe (Pfade) der Irrfahrt annimmt. Sei y,, die Verteilung von Sy.,, unter P.

46 Universitit Bonn
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Lemma 2.18. Fiir (so, S1,...,5,) € ﬁ(an) gilt

Ual{(s0,....s0)}] = p% (1 —p)%, wobei k = s, — sg. (2.16)
Insbesondere ist u, im Fall p = 1/2 die Gleichverteilung auf dem Pfadraum ﬁ(a") c zl,
Beweis. Fiir sg,...,s, € Z gilt

Hal{(s0,. .-, 5n)}] P[So = s0,...,8: = su]

P[So =50, X1 =51 =50, .., Xy = S — Sn—-1].

Diese Wahrscheinlichkeit ist gleich 0, falls so # a oder [s; —s;—1| # 1 fireini € {1,...,n} gilt. Andernfalls,
d.h. fiir (sg,...,s,) € Q(a"), gilt (2.16), da fiir s,, — so = k genau "—Jz'k der Inkremente s; — 5o, ..., S, — Sn—1
gleich +1 und die iibrigen gleich —1 sind. |

Symmetrische Irrfahrt und Reflektionsprinzip

Ab jetzt betrachten wir nur noch die symmetrische Irrfahrt mit p = % Lemma 2.18 ermdglicht es uns,
Wahrscheinlichkeiten fiir die symmetrische Irrfahrt durch Abzdhlen zu berechnen. Dazu zeigen wir eine
niitzliche Invarianzeigenschaft beziiglich der Reflektion der Pfade beim ersten Erreichen eines Levels A. Den
Beweis des folgenden Satzes macht man sich am besten zunéchst anhand von Abbildung 2.4 klar.

Satz 2.19 (Reflektionsprinzip). Seien A,b € Z. Es gelte entweder (a < A und b < 1), oder (a > A und
b > A). Dann folgt
P[T, <n,S, =b] = P[S, =b"],

wobei b* := A + (1 — b) = 24 — b die Spiegelung von b an A ist.

Beweis. Es gilt

=A

)
=
A
S
S
I
I

Ual{(s0y...,8n) 1 sy =b,s; =Aflireini € {1,...,n}}],
P[S, =b*] = Hal{(s0,. .. 5n) : Sn = b*}].

=B

Die in Abbildung 2.4 dargestellte Transformation (Reflektion des Pfades nach Treffen von 1) definiert eine
Bijektion von A nach B. Also gilt |A| = |B|. Da u, die Gleichverteilung auf le) ist, folgt

|A] | B
HalA] = ol = Rl - MalB],
Q, Q,

und damit die Behauptung. |

Mithilfe des Reflektionsprinzips konnen wir nun die Verteilung der ersten Trefferzeiten explizit aus den
uns schon bekannten Verteilungen der Zufallsvariablen S, berechnen.
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Abbildung 2.4: Reflektionsprinzip

Korollar 2.20 (Verteilung der Trefferzeiten). Fiir 4 € Z und n € N gilt:
(1
P[S, = ] + P[S,, > 4] falls A > q,

P|T, <n| = -
T4 < nl {P[Snsﬂ]+P[Sn</l] falls A < a.

(i1)

P[Sp-1 =A—-1]-3P[Sy-1 =2+ 1] fallsA>a,
P[Sp-1 =A+1] = 3P[Sy-1 =A—1] falls A <a.

Beweis. Wir beweisen die Aussagen fiir 1 > a, der andere Fall wird jeweils analog gezeigt.

(i) IstS, > A, dann gilt stets T, < n. Daher folgt nach Satz 2.19:

PlTy<n] = > PITi<nS,=b] = Y PSy=b]+ ) P[S, =b*]
beZ b>Aa b<Aa
= P[S,, = b] fiir b > 4, R —
= P[S, = b*] fiir b < A. =2, 18]

P[S, = 4] + P[S, > A].
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2.4 Summen von unabhéngigen Zufallsvariablen

(i) Aus (i) folgt

PlTy=n] = P[Ty<n]-P[T) <n-1]

= P[Sp > A] = P[Sp1 = A+ P[Sy = A+ 1] = P[Sp_y = A+ 1]

=1 =11
Wegen
P[A] - P[B] = P[A\B] + P[ANn B] - P[B\A] - P[BN A] = P[A\B] — P[B\A]
erhalten wir fiir den ersten Term:

I = P[S,>AS1<A]—P[Sp_1 > 4,8, <]
= PlSio1=4-1,8,=A]-P[Su-1=4,S, =1-1]

1 1
= EP[Sn—l =1-1]- EP[Sn—l = 1]

Mit einer analogen Berechnung fiir den zweiten Term erhalten wir insgesamt:
PITy=n]=1+11
1
=5 (P[Sp-1 == 1] = P[Sy—1 = 1]
+ P[Sp-1=(A+1)=1]=P[Sp-1 =2+ 1))

= % (P[Sp-1 = A= 1] = P[Sy-1 = A +1]). u

Aus der Verteilung der Trefferzeiten T, ergibt sich auch unmittelbar die Verteilung des Maximums
M, = max(Sy,S1,...,S,)

der Irrfahrt bis zur Zeit n.

Korollar 2.21 (Verteilung des Maximums). Fiir A > a gilt

P[M, > 1] = P[Ty <n] = P[Sy > A] + P[S, > A].
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3 Gesetze der groBBen Zahlen

In diesem Kapitel beweisen wir zwei ganz unterschiedliche Arten von Konvergenzaussagen fiir Folgen von
Zufallsvariablen bzw. deren Verteilungen: zum einen Gesetze der groflen Zahlen fiir relative Hiufigkeiten
von unabhingigen Ereignissen, und allgemeiner fiir Mittelwerte von schwach korrelierten Zufallsvariablen,
zum anderen die Konvergenz ins Gleichgewicht der Verteilungen irreduzibler, aperiodischer Markovketten
mit endlichem Zustandsraum. Beide Aussagen lassen sich auch zu einem Gesetz der groffen Zahlen fiir
Markovketten kombinieren.

3.1 Gesetz der groBen Zahlen fur unabhangige Ereignisse

Das empirische Gesetz der groB3en Zahlen (GGZ) besagt, dass sich die relative Hiufigkeit fiir das Eintreten von
gleich wahrscheinlichen unabhédngigen Ereignissen Aj,. .., A, fiir n — oo der Erfolgswahrscheinlichkeit p
anndhert. Wir konnen diese Aussage nun mathematisch prizisieren, und aus den Kolmogorovschen Axiomen
herleiten. Je nach Prizisierung des Konvergenzbegrifts unterscheidet man zwischen dem schwachen und dem
starken Gesetz der groflen Zahlen.

Bernstein-Ungleichung und schwaches Gesetz der groBen Zahlen

Sei Ay, A,. .. eine Folge unabhingiger Ereignisse auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit fester
Wahrscheinlichkeit P[A;] = p € [0,1], und sei

Saw) = [{1<i<n: weA} = ) Iw)
i=1

die Anzahl der Ereignisse unter Ay,. .., A,, die eintreten.

Satz 3.1 (Bernstein-Ungleichung, Schwaches GGZ fiir unabhéingige Ereignisse).
fiir alle e > Ound n € N gilt

S S
PlL>p+e 36_2‘92", und PlL<p-gf| < ~2’n
n n
Insbesondere ist
S
P|:—n—p >¢el < 26—2821’1’
n

d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir eine Abweichung der relativen Héufigkeit S, /n von der Wahrscheinlichkeit
p um mehr als £ fillt exponentiell schnell in 7 ab.

Bemerkung. a) Der Satz liefert eine nachtrigliche Rechtfertigung der frequentistischen Interpretation der
Wahrscheinlichkeit als asymptotische relative Hiufigkeit.

b) Die Aussage kann man zum empirischen Schdtzen der Wahrscheinlichkeit p verwenden: fiir gro3e n gilt

p ~ == = relative Hiufigkeit des Ereignisses bei n unabhingigen Stichproben.
n
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3 Gesetze der grolen Zahlen

Simuliert man die Stichproben kiinstlich auf dem Computer, dann ergibt sich ein Monte-Carlo-Verfahren
zur ndherungsweisen Berechnung von p. Der Satz liefert eine recht prizise Fehlerabschitzung fiir den
Schétz- bzw. Approximationsfehler.

c) Bemerkenswert ist, dass die Abschidtzung aus der Bernstein-Ungleichung nicht nur asymptotisch fiir
n — oo, sondern fiir jedes feste n gilt. Solche prizisen nicht-asymptotischen Abschdtzungen sind fiir
Anwendungen sehr wichtig, und oft nicht einfach herzuleiten.

Beweis. Der Beweis von Satz 3.1 besteht aus zwei Teilen: Wir leiten zunichst exponentielle Abschitzungen
fiir die Wahrscheinlichkeiten her, welche von einem Parameter 4 > 0 abhdngen. Anschlieend optimieren
wir die erhaltene Abschétzung durch Wahl von A.

Wir setzen g := 1 — p. Wegen S, ~ Bin(n, p) gilt fiir 2 > 0:

5 (e

k>np+ne

< Z (Z) e/lk pk qn—k e—/l(np+ns)

k>np+ne
Z (Z) (p e/l)k qn—k e—/lnp e—/lns
k=0

n
— (p e/l + q) e—/lnp e—/lns

P[S, >n(p+¢)]

S

IA

= (p el 4+ g e_’lp)n e~ e
Wir werden unten zeigen, dass fiir alle 4 > 0 die Abschitzung
pell +ge P < /8 (3.1)
gilt. Damit erhalten wir dann
P[S,=2n(p+¢)] < e"(ATZ_’lS).
Der Exponent auf der rechten Seite ist minimal fiir 4 = 4e. Mit dieser Wahl von A folgt schlielich
P[S,>n(p+e)] < e~2ne’
Die Abschitzung fiir P[S, < n(p — €)] zeigt man analog, und erhélt so die Aussage des Satzes.

Nachzutragen bleibt nur noch der Beweis der Abschétzung (3.1). Sei dazu
f(A) :=log (p el + qe"l”) = log (e_’lp (pet + q)) =—-Ap+log (p el + q) .

Zu zeigen ist f(1) < A2/8 fiir alle A > 0. Es gilt £(0) = 0,

A
, pe p ,
) = - = p+——0, 0) = 0,
1 p+peﬂ+q p+p+qe_ﬂ 17(0)
-1
" pqe 1
£y = 24 <

(prqge )2 ~ 4
Hierbei haben wir im letzten Schritt die elementare Ungleichung
(a+b)? = a>+b*+2ab > 4ab

benutzt. Damit folgt fiir 4 > 0 wie behauptet

Q) = /O/lf’(x)dx - /Ol/oxf”(y)dydx < /O/lzdx < %2 =
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3.1 Gesetz der groB3en Zahlen fiir unabhéngige Ereignisse

Zur Illustration des Satzes simulieren wir den Verlauf von S und Sy /k fiir k < nund p = 0.7 mehrfach (30
mal, siche Abbildung 3.1 und 3.2), und plotten die Massenfunktionen von S,,, Abbildung 3.3.

Trajektorien von S, k=1,...,50 Trajektorien von S, k=1,...,500

0 4 350 -
300 -
301 2504

200

Sk
Sk

204
150 4

100 4
10 1

50 4

T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 100 200 300 400 500
k k

Abbildung 3.1: Verlauf von Sy fiir £ < 50 bzw. £ < 500

Trajektorien von Si/k, k=1,...,50 Trajektorien von Si/k, k=1, ...,500
2.00 2.00
1.75 1 1.75 1
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:’f_( 1.00 1 \ :“4& 1.00 1
w w
\\ \‘\ ‘\‘ “-‘ = -
0.75 “ = 0.75
O s‘¢’ -‘-""3; SIit e
0.50 ’IV W 0.50 -
0.25 4 0.25 1
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Kk Kk
Abbildung 3.2: Verlauf von S /k fiir k£ < 50 bzw. k£ < 500.
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Abbildung 3.3: Massenfunktion von Ssg bzw. Ss5q0.
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3 Gesetze der grolen Zahlen

Beispiel (Konfidenzintervalle bei Wahlumfragen). Sei p der Stimmenanteil einer Partei in der Ge-
samtheit aller Wihler. Um p zu schiitzen befragen wir n Wihler. Der Einfachheit halber nehmen wir
an, dass diese unabhingig voneinander und rein zufillig aus der Gesamtheit aller Wihler ausgewéhlt
werden. Sei A; das Ereignis, dass der i-te Wihler in unserer Zufallsstichprobe die Partei wéhlt. Dann sind
die Ereignisse Aj,. .., A, unabhingig mit Wahrscheinlichkeit p, und p, := S, /n ist der Stimmenanteil
der Partei in unserer Stichprobe. Nach der Bernstein-Ungleichung gilt also

Pllpn—pl = €] < 2e72°,

Ist zum Beispiel € = 2% und n = 5000, dann ist die Wahrscheinlichkeit kleiner als 0,04, d.h. fiir den
gesuchten Stimmenanteil p gilt

Plpe(pn—&p,+e)] = 0,96.

In diesem Fall nennt man das Intervall (p,, — €, p,, + €) ein Konfidenzintervall (Vertrauensintervall) zum
Niveau 96% fiir den gesuchten Wert p. In der Praxis ist es natiirlich nicht moglich, die Stichprobe so zu
wihlen, dass jeder Wihler mit der gleichen Wahrscheinlichkeit befragt wird, und die Auswertung einer
Befragung ist daher wesentlich komplizierter.

Starkes Gesetz der groBen Zahlen fiir unabhéngige Ereignisse

Wir zeigen nun, dass aus der Bernstein-Ungleichung auch ein starkes Gesetz der groffen Zahlen fiir die
relativen Haufigkeiten folgt. Dieses besagt, dass die Zufallsfolge S, /n mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir n — oo
gegen p konvergiert. Wir bemerken zunéchst, dass {lim S,,/n = p} ein Ereignis in der o-Algebra A ist, denn
es gilt

n " 1
limS(w)=p o VkeN dngeN Vn > ng m— S%,
n—oo n
und damit
i %ol O o< 1) e o
noe n P T n Tk ' '

Korollar 3.2 (Starkes GGZ fiir unabhingige Ereignisse). Es gilt

P[limﬁzp] = 1.

n—oco n

Ein schwaches Gesetz der grolen Zahlen fiir unabhéingige Ereignisse wurde bereits 1689 von Jakob
Bernoulli formuliert und bewiesen. Der erste Beweis eines starken Gesetzes der groflen Zahlen wurde
dagegen erst zu Beginn des 20. Jahrhunderts von Borel, Hausdorff und Cantelli gegeben.

Beweis. Wir zeigen mithilfe der Bernstein-Ungleichung, dass das Gegenereignis {S,,/n / p} Wahrschein-
lichkeit Null hat. Nach (3.2) gilt

Sn . 1

n PIT K

{hm— ¢p} UAk mit A = m U {
no=1n=ngp

Es geniigt also P[Ax] = O fiir jedes k € N zu zeigen. Sei dazu k € N fest gewihlt. Aus der Bernstein-

Ungleichung folgt fiir ny € N:

® Sn 1 - _zn/kz
n=n n=ngo

54 Universitit Bonn



3.1 Gesetz der groB3en Zahlen fiir unabhéngige Ereignisse

Wegen ., e 2K < oo konvergieren die Partialsummen auf der rechten Seite fiir ny — oo gegen Null.
Also folgt P[Ax] = 0, und damit die Behauptung. |

Im Beweis haben wir die folgende Aussage benutzt, die aus den Kolmogorovschen Axiomen folgt.

Lemma 3.3 (o-Subadditivitat). Fiir beliebige Ereignisse A1, Ao, ... € A gilt

< ZP[An].

Beweis. Die Mengen B, := A, \ (A,-1 U --- U Ay) sind disjunkt mit U;,_, B, = U,,_, A,. Wegen B, C A,
erhalten wir P [ An| = P [Us, Ba| = X2, P[Bul < Yoy P[An]. [ |

(o)

p A,
=1

n

Beispiel (Irrfahrt auf 7Z). Wir betrachten einen Random Walk
Z,=X1+X+X3+...+X, (meN)
mit unabhingigen identisch verteilten Inkrementen X;,i € N, mit
P[X;=1]=p und P[X;=-1]=1-p, pe(0,1)fest.
Die Ereignisse A; := {X; = 1} sind unabhingig mit P[A;] = p und es gilt:
Xi=Ia, = Lye =2Ia, = 1,
also .\
Zy=2S,-n, wobei S,=> Ia,.
i=1

Nach Korollar 3.2 folgt

Zn Sn . . . . .
lim —=21lim —-1=2p-1 P-fast sicher (d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1).
n—oco n n—oco n
Fiir p # % wichst (bzw. fdllt) Z, mit Wahrscheinlichkeit 1 asymptotisch linear (siche Abbildung 3.4),
d.h. fiir n — oo gilt
Z,~@2p—-1)-n P-fast sicher.

W 100 200 300 400
Abbildung 3.4: Random Walk mit Drift: p = 0.55,n = 500

Z
Fiir p = % dagegen wichst der Random Walk sublinear, d.h. =~ — 0 P-fast sicher. In diesem Fall

n
liegt fiir hinreichend groBe n der Graph einer typischen Trajektorie Z,(w) in einem beliebig kleinen
Sektor um die x-Achse (sieche Abbildung 3.5).
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3 Gesetze der grolen Zahlen

Abbildung 3.5: Random Walk ohne Drift: p = 0.5,n = 500

3.2 Varianz und Kovarianz

Im néchsten Abschnitt werden wir ein Gesetz der groflen Zahlen fiir schwach korrelierte Zufallsvariablen
beweisen. Als Vorbereitung fiihren wir in diesem Abschnitt die Begriffe der Varianz und Standardabwei-
chung, sowie Kovarianz und Korrelation reellwertiger Zufallsvariablen ein, und beweisen zwei wichtige
Ungleichungen.

Varianz und Standardabweichung

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — S C R eine reellwertige Zufallsvariable auf
(Q, A, P) mit abzidhlbarem Wertebereich S. Wir setzen voraus, dass E[|X]] endlich ist.

Definition 3.4. Die Varianz von X ist definiert als mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert,
d.h.
Var[X] = E [(X - E[X])*] € [0,c0].

Die GroBe o[ X] = +/Var[X] heifit Standardabweichung von X.

Die Varianz bzw. Standardabweichung kann als Kennzahl fiir die GroBe der Fluktuationen (Streuung)
der Zufallsvariablen X um den Erwartungswert E[X] und damit als MaB fiir das Risiko bei Prognose des
Ausgangs X(w) durch E[X] interpretiert werden.

Bemerkung (Eigenschaften der Varianz). a) Die Varianz einer Zufallsvariable hingt nur von ihrer Ver-
teilung ab. Es gilt

Var[X] = Z(a —m)* px(a),

aes

wobei m := E[X] = 3 ,c5 a px(a) der Erwartungswert von X ist.
b) Aus der Linearitit des Erwartungswerts folgt
Var[X] = E [X*-2X - E[X] + E[X]?| = E [X?] - E[X]*.
Insbesondere ist die Varianz von X genau dann endlich, wenn E[X?] endlich ist.
c) Entsprechend folgt aus der Linearitéit des Erwartungswerts

Var[aX + b] = Var[aX] = a* Var[X] fiir alle a, b € R.
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3.2 Varianz und Kovarianz

d) Die Varianz von X ist genau dann gleich 0, wenn X deterministisch ist, d.h. falls
PIX =E[X]] = 1.

Beispiele. a) VARIANZ vON BERNOULLI-VERTEILUNGEN: Sei X = 1 mit Wahrscheinlichkeit p, und
X = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p. Dann gilt E [Xz] = E[X] = p, und damit

Var[X] = p-p* = p(1-p).
b) VARIANZ VON GEOMETRISCHEN VERTEILUNGEN: Sei T geometrisch verteilt mit Parameter p € (0, 1].

Dann gilt P[T = k] = (1 — p)*~!p fiir alle k € N. Durch zweimaliges Differenzieren der Identitit
Do (1= p)* = 1/p erhalten wir

- d 1 1
E[T] = Zk(l—l’)k_lp =-p—=- = -, sowie
= dpp p
N k-1 N k-2 d> 1 2
E(T+)T] = ) (k+ Dk =p)'p = Y k(k=DU=pfTZp = p-s- = .
k=1 k=2 p~p P
Damit ergibt sich E[T?] = 1% - 117 und somit
1 1 1-
Var[T] = E[T?]| - E[T} = < -~ = —L.
p* p p

Im folgenden bezeichnen wir mit £7(Q, A, P) fiir p € [1, c0) den Raum aller (diskreten) Zufallsvariablen
X:Q — Rmit E[|X|P] < co. Dieser Raum ist ein Vektorraum. Ist der Wahrscheinlichkeitsraum fest
vorgegeben, dann schreiben wir auch kurz L7 statt L7(Q, A, P). Die Zufallsvariablen aus LI(Q, A, P)
haben einen endlichen Erwartungswert. Gilt X € £2(Q, A, P), dann ist auch die Varianz von X endlich.

Die folgende wichtige Ungleichung spielt unter anderem im Beweis des Gesetzes der groflen Zahlen im

néichsten Abschnitt eine zentrale Rolle.

Satz 3.5 (Cebysev-Ungleichung). Fiir X € £2(Q, A, P) und ¢ > 0 gilt:

P[|IX — E[X]| = ¢] £ — Var[X].

Beweis. Es gilt
1
Ix-E[x)|2c) < Z(X—E[X])Zv

denn der Term auf der rechten Seite ist nichtnegativ und > 1 auf {|X — E[X]| > c}. Durch Bilden des
Erwartungswerts folgt
1 1
PIX - E[X]| 2 c] = E [lx-gixipse)] < El5(X = EIXDY] = <E [(x - E[X]?].

und damit die Behauptung. |

Kovarianz und Korrelation

Fiir Zufallsvariablen X,Y € £2 konnen wir die Kovarianz und die Korrelation definieren.
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3 Gesetze der groflen Zahlen

Definition 3.6. Seien X und Y Zufallsvariablen in £2(Q, A, P).

(i) Die Kovarianz von X und Y ist definiert als

Cov[X,Y] = E[(X - E[X])(Y - E[Y])] = E[XY]- E[X]E[Y].

(ii) Gilt o[X]o[Y] # 0, so heiBt
Cov[X,Y]

Xl = T

Korrelationskoeffizient von X und Y.
(iii) Die Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert, falls Cov[X,Y] = 0, d.h. falls
E[XY] = E[X]- E[Y].

Gilt Cov[X,Y] > 0 bzw. < 0, dann heilen X und Y positiv bzw. negativ korreliert.

Satz 3.7 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Kovarianz).
(i) Die Kovarianz ist eine symmetrische und bilineare Abbildung von £? x £? nach R mit

Cov[X,X] = Var[X] > O fiir alle X € £°.

(ii) Fiir X,Y € £? gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|Cov[X,Y]| < +Var[X]-+/Var[Y] = o[X]- o[Y]. (3.3)

Insbesondere gilt fiir den Korrelationskoeffizienten im Fall o[ X] - o'[Y] # O stets

lo[X.Y]] < L 34

(iii) Gleichheit gilt in den Ungleichungen (3.3) bzw. (3.4) genau dann, wenn Konstanten a,b € R
existieren, sodass
Y =aX+b mit Wahrscheinlichkeit 1.

In diesem Fall ist o[ X,Y] = 1 fallsa > 0, und o[ X,Y] = —1 falls a < 0.

Beweis. Nach Definition gilt Cov[X,Y] = Cov[Y, X] und Cov[X, X] = Var[X]. AuBerdem folgt aus der
Linearitit des Erwartungswerts fiir X,Y,Z € £2und a € R:

Cov[X,aY + Z] = E[(X — E[X])(aY + Z — E[aY + Z])] = aCov[X,Y] + Cov[X, Z].

Somit ist die Kovarianz linear in der zweiten Komponente und damit wegen der Symmetrie auch bilinear.
Cov ist also eine nicht-negative definite symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum £2. Damit gilt
insbesondere die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, siehe die Vorlesung LINEARE ALGEBRA. Den letzten Teil
der Aussage und auch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung werden wir gleich nebenbei im Rahmen eines
Exkurses zu linearen Prognosen beweisen. |
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Die Bilinearitdt und Symmetrie der Kovarianz kdnnen wir benutzen, um die Varianz von Summen von
Zufallsvariablen zu berechnen. Zum Beispiel erhalten wir fiir X,Y € £

Var[X +Y] = Cov[X+Y,X+Y] = Cov[X,X]+2Cov[X,Y]+ Cov[Y,Y]
Var[X] + Var[Y] + 2 Cov[X,Y].

Der Kovarianzterm ist gleich O falls X und Y unkorreliert sind. Dies ist insbesondere fiir unabhingige
Zufallsvariablen der Fall, denn fiir diese gilt

Cov[X,Y] = E[X-Y]-E[X]-E[Y] = 0.
Allgemeiner gilt sogar:

Satz 3.8 (Zusammenhang von Unabhiingigkeit und Unkorreliertheit). Seien X: Q — Sund Y : Q —
T diskrete Zufallsvariablen auf (Q, A, P). Dann sind dquivalent:

(i) X und Y sind unabhéngig.

(i) f(X)und g(Y) sind unkorreliert fiir beliebige Funktionen f: S — Rund g: T — R mit f(X),g(Y¥) €
L2

Bemerkung. Nach Satz 2.14 ist Bedingung (i) dquivalent zu
P[X =a,Y =b] = P[X =a]P[Y = D] firallea e Sund b eT.
Entsprechend ist Bedingung (ii) genau dann erfiillt, wenn
E[f(X)g(Y)] = E[f(X)] E[g(Y)] fiir alle f,g : S — R mit f(X),g(Y) € £ gilt.

Beweis. (i)=(ii): Sind X und Y unabhingig, und f(X),g(Y) € £2, dann folgt

E[f(X)s)] = >° 3" f(a)g(b) PX = a,Y = b]
aeS beT
= Y. f@P[X=a] ) gB)PIY =b] = E[f(X)]E[g(¥)].
aeS beT

(ii)=(i): Durch Wahl von f = I,y und g = Iy} folgt aus (ii) fiira € Sund b € T

P[X =a,Y =b] E[I{a}(X) I{b}(Y)]

E[I{a)(X)| E[I(;(Y)] = P[X =a] P[Y =b]. n

Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass allein aus der Unkorreliertheit zweier Zufallsvariablen X und
Y nicht deren Unabhéngigkeit folgt.

Beispiel (Unkorreliertheit ohne Unabhéngigkeit). Sei X = +1, 0, bzw. —1, jeweils mit Wahrschein-
lichkeit 1/3, und sei Y = X 2 Dann sind X und Y nicht unabhingig, aber unkorreliert, denn

P[X =0,Y = 0]
E[XY]

1/3 # 1/9 = P[X = 0] P[Y = 0],
0 = E[X]E[Y].
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Lineare Prognosen und Regressionsgeraden

Angenommen, wir wollen den Ausgang eines Zufallsexperiments vorhersagen, dass durch eine reellwertige
Zufallsvariable Y : Q — R beschrieben wird. Welches ist der beste Prognosewert b fiir Y(w), wenn uns
keine weiteren Informationen zur Verfiigung stehen?

Die Antwort hingt offensichtlich davon ab, wie wir den Prognosefehler messen. Hiufig verwendet man den
mittleren quadratischen Fehler (Mean Square Error)

MSE = E[Y -b)*].

Satz 3.9 (Erwartungswert als bester Prognosewert im quadratischen Mittel). Ist Y eine Zufallsvaria-
ble in L>(Q, A, P), dann gilt fiir alle b € R:

E[(Y-b)*] = Va[Y]+®-E[Y]?> = E[Y-E[Y])?].

Der mittlere quadratische Fehler des Prognosewertes b ist also die Summe der Varianz von Y und des
Quadrats des systematischen bzw. mittleren Prognosefehlers (engl. Bias) b — E[Y]:

MSE = Varianz + Bias®.
Insbesondere ist der mittlere quadratische Fehler genau fiir » = E[Y] minimal.
Beweis. Fiir b € R gilt wegen der Linearitit des Erwartungswertes:
E[(Y -b)*] = Var[Y —b] + E[Y —b)* = Var[Y] + (E[Y] - b)°. [ ]

Seien nun X,Y € L*(Q, A, P) quadratintegrierbare Zufallsvariablen mit o-[X] # 0. Angenommen, wir
kennen bereits den Wert X(w) in einem Zufallsexperiment und suchen die beste lineare Vorhersage

Y(w) = aX(w)+b, (a,b €R) (3.5)
fiir Y (w) im quadratischen Mittel. Zu minimieren ist jetzt der mittlere quadratischen Fehler
MSE := E[(J-Y)]

unter allen Zufallsvariablen ¥, die affine Funktionen von X sind. In diesem Fall erhalten wir

MSE = Var[Y —P]+E[Y -Y]* = Var[Y — aX] + (E[Y] - aE[X] - b)*.
Den zweiten Term konnen wir fiir gegebenes a minimieren, indem wir

b = E[Y]-aE[X]

wihlen. Fiir den ersten Term ergibt sich

Var[Y —aX] = Cov[Y —aX,Y —aX] = Var[Y] - 2aCov[X,Y] + a® Var[X]
Cov[X,Y]\? Cov[X,Y]?

= |a-olxl- o[ X] Var[ X]

+ Var[Y] (3.6)

Dieser Ausdruck wird minimiert, wenn wir a = Cov[X,Y]/o[X]? wihlen. Die bzgl. des mittleren quadrati-
schen Fehlers optimale Prognose fiir ¥ gestiitzt auf X ist dann

Yoo = aX+b = E[Y]+a(X-E[X]).

Damit haben wir gezeigt:
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Satz 3.10 (Lineare Prognose/Regression von Y gestiitzt auf X). Der mittlere quadratische Fehler
E[(Y - Y)?] ist minimal unter allen Zufallsvariablen der Form ¥ = aX + b mit a,b € R fiir

Cov[X,Y]

Pw) = EY+ s

- (X(w) - E[X]).

Das Problem der linearen Prognose steht in engem Zusammenhang mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
fiir die Kovarianz. In der Tat ergibt sich diese Ungleichung unmittelbar aus Gleichung (3.6):

Beweis (Cauchy-Schwarz-Ungleichung, Satz 3.7 (ii) und (iii)). Im Fall o[X] = 0 gilt X = E[X] mit
Wahrscheinlichkeit 1, und die Ungleichung (3.3) ist trivialerweise erfiillt. Wir nehmen nun an, dass o[ X] # 0
gilt. Wihlt man dann wie oben a = Cov[X,Y]/o[X]?, so folgt aus (3.6) die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Cov[X,Y]?

Varl¥ 1 = =G

Die Ungleichung (3.4) folgt unmittelbar. Zudem erhalten wir nach (3.6) genau dann Gleichheit in (3.3) bzw.
(3.4), wenn Var[Y — aX] = 0 gilt, also wenn ¥ — aX mit Wahrscheinlichkeit 1 konstant ist. In diesem Fall
folgt Cov[X,Y] = Cov[X,aX] = a Var[X], also hat o[ X, Y] dasselbe Vorzeichen wie a. |

Beispiel (Regressionsgerade, Methode der kleinsten Quadrate). Wenn die gemeinsame Verteilung
von X und Y eine empirische Verteilung von Daten (x;, y;) € R2,i=1,...n,ist, d.h. wenn

(X,Y) = (xi,y) mit Wahrscheinlichkeit 1/n

fiir 1 <1 < n gilt, dann sind die Erwartungswerte und die Kovarianz gegeben durch

1< _ _
EX] = -~ % =%n ElYl=73,
i=1
1< _ _ 1 [ _
Cov[X,Y] = ;Z(xi_xn)(yi_yn) - inyi —XnY,-
i=1 i=1

Der entsprechende empirische Korrelationskoeffizient der Daten (x;,y;), 1 <i < n, ist

Cov[X.Y] El(xi = Xn) (Vi = V)

cXloly] n 12, 12
(_Z](xi - zn)z) (_Zl(yi —E)Z)

olX,Y]

Diesen verwendet man als Schitzer fiir die Korrelation von Zufallsgroen mit unbekannten Verteilungen.
Die Grafiken in Abbildung 3.6 zeigen Datensitze mit verschiedenen Korrelationskoeffizienten p.
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do=-3 (e)o=-1

Abbildung 3.6: Korrelationskoeffizienten und Regressionsgeraden fiir verschiedene Datensétze

Als beste lineare Prognose von Y gestiitzt auf X im quadratischen Mittel erhalten wir die Regressi-
onsgerade y = ax + b, die die Quadratsumme

Z(axi +b—y;)> = n-MSE
i=1

der Abweichungen minimiert. Hierbei gilt nach Satz 3.10:

_ COV[X,Y] _ Z(xi_fn)(yi_yn)
oX]P T S(u-x)?

Die Regressionsgeraden sind in Abbildung 3.6 eingezeichnet.

und b=E[Y]-a E[X]=Yy,—a-x,.

3.3 Gesetz der groBen Zahlen fiir schwach korrelierte Zufallsvariablen

Seien X1, Xy, ... : Q — R Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P)
definiert sind (z.B. wiederholte Ausfiihrungen desselben Zufallsexperiments), und sei

Snw) = Xi(w)+-- + Xp(w).
Wir betrachten die empirischen Mittelwerte

Sn(w)  Xi(w)+...+ Xp(w)

n n
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3.3 Gesetz der groB3en Zahlen fiir schwach korrelierte Zufallsvariablen

d.h. die arithmetischen Mittel der ersten n Beobachtungswerte X;(w),. . ., X,(w). Gesetze der groflen Zahlen
besagen, dass sich unter geeigneten Voraussetzungen die zufélligen ,,Fluktuationen* der X; fiir grofle n
wegmitteln, d.h. in einem noch zu prizisierenden Sinn gilt

S S
n(@) ~ E [—"] fiir groB3e n,
n

bzw.
S, E[S)] n-ow
—>

n n

0. (3.7

Istinsbesondere E[X;] = m fiir alle i, dann sollten die empirischen Mittelwerte S, /n gegen m konvergieren.
Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass wir ohne weitere Voraussetzungen an die Zufallsvariablen X; kein
Gesetz der groflen Zahlen erwarten kdnnen.

S
Beispiel. Sind die Zufallsvariablen X; alle gleich, d.h. X; = X, = .. ., so gilt = = X, fiir alle n. Es gibt
n

also kein Wegmitteln des Zufalls, somit kein Gesetz grofler Zahlen.

Andererseits erwartet man ein Wegmitteln des Zufalls bei unabhdngigen Wiederholungen desselben
Zufallsexperiments. Wir werden nun zeigen, dass schon ein rasches Abklingen der Kovarianzen der Zufalls-
variablen X; geniigt, um ein Gesetz der grolen Zahlen zu erhalten. Dazu berechnen wir die Varianzen der
Mittelwerte S, /n, und schitzen AnschlieBend die Wahrscheinlichkeiten, dass die zentrierten Mittelwerte in
(3.7) einen Wert grofer als € annehmen, durch die Varianzen ab.

Varianz von Summen

Die Varianz einer Summe von reellwertigen Zufallsvariablen konnen wir mithilfe der Kovarianzen berechnen:

Lemma 3.11. Fiir Zufallsvariablen X,, . .., X, € L? gilt:

n n
Var[X) + - + X,] = ZVar[X,—] +2 Z Cov[X;, X;].
i=1 ij=1
i<j

Falls Xy, . .., X, unkorreliert sind, folgt insbesondere:
n
Var[X; + -+ X,,] = Z Var[X;].
i=1
Beweis. Aufgrund der Bilinearitit und Symmetrie der Kovarianz gilt

COV[iX,’,in] = i COV[Xi,Xj]
i=1 Jj=1

Var[X] + -+ - + X,,]

ij=1
n n
= ZVar[Xl-] + 2 Z Cov[X;, X;]. |
i=1 i,j=1
i<j

Beispiel (Varianz der Binomialverteilung). Eine mit Parametern n und p binomialverteilte Zufallsva-
riable ist gegeben durch S, = X! | X; mit unabhingigen, Bernoulli(p)-verteilten Zufallsvariablen X;,
d.h.

X = 1 mit Wahrscheinlichkeit p,
"7 |0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.
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Da unabhingige Zufallsvariablen auch unkorreliert sind, erhalten wir mit Lemma 3.11 fiir die Varianz
der Binomialverteilung:

Var[S ZVar = np(l-p).

Insbesondere ist die Standardabweichung einer Bin(n, p)-verteilten Zufallsvariable von der Ordnung

O(n).

Gesetz der groBBen Zahlen

Fiir den Beweis des Gesetzes der grolen Zahlen nehmen wir an, dass Xi, X», . . . diskrete Zufallsvariablen
aus LZ(Q, A, P) sind, die die folgende Voraussetzung erfiillen:

ANNAHME (SCHNELLER ABFALL DER KORRELATIONEN): Es existiert eine Folge ¢, € R (n € Z,) mit

(o)

Diew <o und  Cov[X,X;] < ¢y firallei,j €N, (3.8)
n=0

Die Annahme ist z.B. immer erfiillt, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(i) Die Zufallsvariablen sind unkorreliert: Cov[X;,X;] = 0 fiirallei # j.
(ii) Die Varianzen sind beschrinkt: v := sup;oy Var[X;] < oo.

In diesem Fall kénnen wir in (3.8) ¢g = v und ¢;,, = O fiir n # 0 wihlen. Insbesondere setzen wir keine
Unabhingigkeit voraus, sondern nur Bedingungen an die Kovarianzen.

Satz 3.12 (Gesetz der groBlen Zahlen fiir schwach korrelierte Zufallsvariablen). Ist die Annahme er-
fiillt, dann gilt fiir alle & > O und n € N:

7|

Ist insbesondere E[X;] = m fiir alle i € N, dann konvergieren die Mittelwerte stochastisch gegen den
Erwartungswert m, d.h.

S E[Su]

n n

C . -
28] S = mit C = c0+22cn < o0,

Sy
lim P/ —m|>¢

n—oo

=0 fiir jedes € > 0.

Der Beweis des Gesetzes der groflen Zahlen ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3.11 und Satz 3.5:

Beweis. Nach der Annahme und Lemma 3.11 gilt

Var[ﬁ ZZCOV Xi, Xj] < % Zqi_ﬂ < %

n
i=1 j=1 i=1 j=1

n

2%

i=1

=
S

1
= — Var
n2

Die Varianz der Mittelwerte fillt also mit Ordnung O(1/n) ab. Mithilfe der Cebysev-Ungleichung erhalten

wir
1 S C
—Var[—”} < —.

fiir alle € > Ound n € N. |

Sn _ E[Sn]

N
o)
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Beispiel. Sind X, X5, ... unkorrelierte (also beispielsweise unabhingige) und identisch verteilte Zu-
fallsvariablen aus £2(Q, A, P) mit E[X;] = m und Var[X;] = v fiir alle i, dann ist die Annahme mit
co = vund ¢, = 0 fiir n # O erfiillt, und wir erhalten die Abschitzung

P[ Zg]gi

en
fiir den Abstand des Mittelwerts der Zufallsvariablen vom Erwartungswert.

Unter den Voraussetzungen aus Satz 3.12 gilt auch ein starkes Gesetz der groBen Zahlen:

Satz 3.13 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir schwach korrelierte Zufallsvariablen). Ist die An-
nahme oben erfiillt, und gilt E[X;] = m fiir alle i € N, dann konvergieren die Mittelwerte fast sicher

gegen den Erwartungswert m, d.h.

P[limﬁ:m} =1.

n—oo n

Der Beweis dieser Aussage wird in der Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
gegeben.

Schatzen von KenngréBen

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit E[X?] < co. In vielen Anwendungen kennen wir die Verteilung u
von X nicht, oder wir kdnnen Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten nicht explizit berechnen. In diesen
Fallen konnen wir solche KenngroBen aus unabhéngigen Stichproben von X schitzen. Dies wird sowohl
in der Statistik bei der Parameterschitzung, als auch in der stochastischen Simulation bei der Monte-Carlo
Berechnung von Erwartungswerten verwendet. Im ersten Fall sind die Stichproben Beobachtungswerte, im
zweiten Fall werden sie auf dem Computer simuliert.

Wir interpretieren die Stichproben als Realisierungen unabhingiger Zufallsvariablen Xi, X5, ..., die auf
einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) definiert sind.

(i) ScuATzEN DES ERWARTUNGSWERTES: Um den Erwartungswert m = E[X] zu schitzen, verwenden wir
die empirischen Mittelwerte
1 n
X, = - X
n 4
i=1

Das empirische Mittel ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir m, d.h. X,, ist eine Funktion von den
Beobachtungswerten X, . . ., X, mit

E[X,] = m.
Nach dem Gesetz der groBen Zahlen ist (X)new zudem eine konsistente Folge von Schéitzern fiir m,
d.h. es gilt

X, — m P-stochastisch bzw. P-fast sicher.

Zudem konnen wir basierend auf den Stichproben Konfidenzintervalle fiir m angeben. Sei dazu € > 0.
Dann gilt wie oben gezeigt

P [m ¢ (X, —eXn +g)] =P [|Y,, -m|>¢g| < Varz[x] .

&En
Sind & und n beispielsweise so gewihlt, dass die rechte Seite kleiner oder gleich 0,05 ist, dann
folgt, dass das zufillige Intervall I = (X, — &, X,, + €) ein 95%-Konfidenzintervall fiir m ist, d.h.
die Wahrscheinlichkeit, dass der tatsdchliche Wert von m in diesem zufilligen Intervall liegt, betrigt

mindestens 0, 95.
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(ii)

(iii)

(iv)

66

ScuATzEN DER VARiaNz: Um die Varianz v = Var[X] zu schitzen, verwendet man meistens die
renormierte Stichprobenvarianz

— 1 & - 5
Vo = n_lg;u;—xo.
Der Vorfaktor ﬁ (statt %) gewihrleistet, dass V, ein erwartungstreuer Schitzer fiir v ist, denn aus
1< - 1< -
w K = D) =) = () (3.9)
Stichprobenvarianz = MSE —  Stichprobenbias®

folgt

E

1 < —
. ;(Xi - X,)*

also E[V,] = v. Um zu zeigen, dass (Vo)nen eine konsistente Folge von Schitzern fiir v ist, konnen
wir erneut das Gesetz der groen Zahlen anwenden. Da die Zufallsvariablen X; — X, 1 <i < n,selbst
nicht unabhéngig sind, verwenden wir dazu die Zerlegung (3.9). Aus dem starken Gesetz der grofien
Zahlen folgt dann

I+ — 1 1)\v n-1
n;1 [Xi] [Xa] (n nz);1 [Xi] n

1= 1 < —
n vV, = - Z( Xi-mP-X,-m? — v P-fast sicher,
n
i=1

also auch \7n — v P-fast sicher.

SCHATZEN VON ALLGEMEINEN ERWARTUNGSWERTEN: Allgemeiner konnen wir fiir jede Funktion f mit
E[|f(X)|] < oo den Erwartungswert § = E[ f(X)] erwartungstreu durch die empirischen Mittelwerte

i, =%§ﬂm

schitzen. Da die Zufallsvariablen f(X;) wieder unabhingig und identisch verteilt sind mit Erwar-
tungswert 6, gilt nach dem Gesetz der grofien Zahlen:

—

0, — 0 P-stochastisch und P-fast sicher. (3.10)

SCcHATZEN DER VERTEILUNG: Die gesamte Verteilung
ulBl = P[X € B]

koénnen wir durch die empirische Verteilung

_ 1 < {i=1,...,n:X; € B}
AlBl = - ) Ig(X) = ‘
n 4 n
der Zufallsstichprobe Xj,..., X, schitzen. Diese ist eine ,,zufillige Wahrscheinlichkeitsverteilung*®.

Nach (iii) ist z,,[ B] ein erwartungstreuer Schitzer fiir u[B], und es gilt

n—oo

uy[Bl —  u[B] P-stochastisch und P-fast sicher. 3.11)

Konfidenzintervalle fiir 4[B] kann man entweder wie oben mithilfe der Cebysev-Ungleichung oder,
wie im Beispiel in Abschnitt 3.1, iiber die Bernstein-Ungleichung herleiten.
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3.4 Konvergenzsatze flir Markov-Ketten

Sei S eine abzidhlbare Menge, v eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S, und 7 = (7(x,y))x,yes €ine
stochastische Matrix. Hier und im folgenden bezeichnen wir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen und
die entsprechenden Massenfunktionen mit demselben Buchstaben, d.h. v(x) := v[{x}]. Wir interpretieren
v = (v(x))xes auch als Zeilenvektor in RS.

In Abschnitt 2.2 haben wir das kanonische Modell fiir eine (zeithomogene) Markovkette mit Startverteilung
v und Ubergangsmatrix 7 eingefiihrt. Allgemeiner definieren wir:

Definition 3.14. Eine Folge Xy, Xi,...: Q — § von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) heiBt zeitlich homogene Markov-Kette mit Startverteilung v und Ubergangsmatrix x, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) fir alle xy € S gilt P[ Xy = x0] = v(xp).
(i) fir alle n € Nund x, . . ., X,4+1 € S mit P[Xp = xo, ..., X, = x,,] # 0 gilt

P[Xn+1 = Xna1 | Xo = x0,. .., X = x0] = 7(xn, Xp11)-

Die Bedingungen (i) und (ii) sind dquivalent dazu, dass
P[Xo = x0,..., X = xn] = v(xg) w(xo,x1) - 71(X0=1, X)

fiir alle n € Z; und xo,xy,...,x, € S gilt. Eine Folge (Xk)kez, von Zufallsvariablen mit Werten in S ist
also genau dann eine zeithomogene Markovkette mit Startverteilung v und Ubergangsmatrix 7, wenn die
gemeinsame Verteilung von Xy, Xi,. .., X, fiir jedes n mit der Verteilung im entsprechenden kanonischen
Modell iibereinstimmt.

Gleichgewichte und Detailed Balance

Satz 2.8 zeigt, dass die Verteilung einer zeithomogenen Markovkette zur Zeit n durch das Produkt vz des
Zeilenvektors v der Massenfunktion der Startverteilung mit dem n fachen Matrixprodukt der Ubergangsma-
trix 7 gegeben ist. Gilt v = v, dann folgt X,, ~ v fiir alle n € Z,, d.h. die Markovkette mit Startverteilung
y ist ,,stationar*.

Definition 3.15. i) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf S heiit Gleichgewichtsverteilung (oder
invariante Verteilung) der Ubergangsmatrix 7, falls u 7 = u gilt, d.h. falls

Z u(x) m(x,y) = u(y) fiir alle y € S.

x€S
ii) u erfiillt die Detailed Balance-Bedingung bzgl. der Ubergangsmatrix , falls gilt:

u(x) m(x,y) = u(y) m(y, x) fiir alle x,y € S (3.12)
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3 Gesetze der grolen Zahlen

Satz 3.16. Erfiillt u die Detailed Balance-Bedingung (3.12), dann ist u eine Gleichgewichtsverteilung von
TT.

Beweis. Aus der Detailed Balance-Bedingung folgt

ZM(X) n(x,y) = Zu(y) n(y,x) = p(y)  firalley€S.

xeS xeS

Bemerkung. Bei Startverteilung u gilt:
px)m(x,y) = P[Xo = x,X; = y].

Wir konnen diese GroBe als ,,Fluss der Wahrscheinlichkeitsmasse von x nach y* interpretieren. Die Detailed
Balance- und die Gleichgewichtsbedingung haben dann die folgenden anschaulichen Interpretationen:

DETAILED BALANCE: u(x)m(x,y) = u(y) n(y, x)
,Fluss von x nach y* = ,Fluss von y nach x*
GLEICHGEWICHT: 2ives H(X) 7(x, y) = 2ives H(Y) 7 (y, x)
,Gesamter Fluss nach y* »Gesamter Fluss von y*.

Beispiele. a) Markov-KerTE AUF S = {0,1}:

!
e e
g
Seien @,B € [0,1] und 7 = 1;0[ 1C_YB). Dann ist die Gleichgewichtsbedingung up = u

dquivalent zu den folgenden Gleichungen:

u(0) = p(0) (1 — ) + u(1) B,
u(1) = u(0)a + u(1) (1 - ).

Da u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, sind beide Gleichungen dquivalent zu

B (1 = u(0)) = a u(0).

Die letzte Gleichung ist dquivalent zur Detailed Balance-Bedingung (3.12). Auf einem Zustands-
raum mit zwei Elementen erfiillt also jede Gleichgewichtsverteilung die Detailed Balance-Bedingung.

Falls @ + 8 > 0 gilt, ist 4 = ( B _a ) das eindeutige Gleichgewicht. Falls @ = 8 = 0 gilt, ist jede

atB’ a+p
Wabhrscheinlichkeitsverteilung u eine Gleichgewichtsverteilung.

b) ZvykLiscHER RaANDoMm WALK: Sei S = Z/nZ ein diskreter Kreis, und
n(k +nZ,k +1+nZ)=p, n(k+nZk—-1+nzZ)=1-p.

Dann ist die Gleichverteilung u(x) = ,ll fiir jedes p € [0, 1] ein Gleichgewicht von 7. Die Detailed
Balance-Bedingung ist dagegen nur fiir p = %, d.h. im symmetrischen Fall, erfiillt.
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A. Eberle

3.4 Konvergenzsitze fiir Markov-Ketten

RANDOM WALKS AUF GRAPHEN:
Sei (V, E) ein endlicher Graph, und S = V die Menge der Knoten. Wir nehmen an, dass von jedem
Knoten mindestens eine Kante ausgeht. Der klassische Random Walk auf dem Graphen hat die
Ubergangswahrscheinlichkeiten

1
m(x,y) = { dee®) falls {x,y} € E,
0 sonst.

Die Detailed Balance-Bedingung lautet in diesem Fall:

px)  _ pO)
deg(x)  deg(y)

fiir alle {x,y} € E.

Sie ist erfiillt, falls
u(x) = deg(x)/Z
gilt, wobei Z eine positive Konstante ist. Damit u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, muss
Z = Z deg(x) = 2|E|
X€EB
gelten. Somit ergibt sich als Gleichgewichtsverteilung

deg(x)
21E|

p(x) =

Alternativ konnen wir einen modifizierten Random Walk definieren, der die Gleichverteilung auf
V als Gleichgewicht hat. Sei dazu A := maxey deg(x) der maximale Grad, und

falls {x,y} € E,

falls x =y,

1

A
m(x,y) = 1= <58
0

sonst.

Dann gilt 7(x,y) = n(y, x), und somit ist die Gleichverteilung auf V ein Gleichgewicht.

Ist der Graph regulir, also deg(x) konstant, dann stimmen die beiden Arten von Random Walks
iiberein.

URrNENMODELL VON P. UND T. EHRENFEST: Das Ehrenfestsche Urnenmodell ist ein einfaches Modell,
dass den Austausch von Gasmolekiilen zwischen zwei Behiltern beschreibt, ohne die rdumliche
Struktur zu beriicksichtigen. Im Modell ist eine feste Anzahl n von Kugeln (Molekiilen) auf zwei
Urnen (Bebhilter) verteilt. Typischerweise ist n sehr groB, z.B. n = 10%3. Zu jedem Zeitpunkt t € N
wechselt eine zufillig ausgewidhlte Kugel die Urne.

Wir konnen diesen Vorgang auf zwei ganz verschiedene Arten durch Markovketten beschreiben.

MikroskoPIsCHE BESCHREIBUNG: Ein detailliertes Modell ergibt sich, wenn wir fiir jede einzelne
Kugel notieren, ob sich diese in der ersten Urne befindet. Der Zustandsraum ist dann

S={0,1}" = {(o7y,. .. o; €{0,1} Vi},

’O-n) :

wobei o; = 1 dafiir steht, dass sich die i-te Kugel in der ersten Urne befindet. Man beachte, dass dieser
Konfigurationsraum enorm viele Elemente enthilt (z.B. 21023). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
sind durch

1 ~_
71'(0’,5') _ n falls Z?:] |O'i —O'il = 1,
0 sonst,
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3 Gesetze der grolen Zahlen

gegeben. Die resultierende Markov-Kette ist ein Random Walk auf dem (in der Regel sehr hochdi-
mensionalen) diskreten HyperWiirfel {0, 1}", d.h. sie springt in jedem Schritt von einer Ecke des
HyperWiirfels zu einer zufillig ausgewihlten benachbarten Ecke. Die Gleichverteilung auf dem
Hyperwiirfel ist das eindeutige Gleichgewicht.

MAkROSKOPISCHE BESCHREIBUNG: Wir betrachten nur die Anzahl der Kugeln in der ersten Urne.
Der Zustandsraum ist dann
S={0,1,2,...,n},

und die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind durch

a falls y = x — 1,
n(x,y)=%% fallsy=x+1,
0 sonst,

gegeben, da in jedem Schritt mit Wahrscheinlichkeit x/n eine Kugel aus der ersten Urne gezogen
wird, wenn sich x Kugeln dort befinden. Da sich im mikroskopischen Gleichgewicht jede Kugel mit
‘Wabhrscheinlichkeit % in jeder der beiden Urnen befindet, konnen wir erwarten, dass die Binomial-
verteilung u(x) = (Z) 27" mit Parameter p = % ein Gleichgewicht der makroskopischen Dynamik
ist. Tatsdchlich erfiillt die Binomialverteilung die Detailed Balance-Bedingung

ux—rx-1,x) = px)m(x,x—1) firx=1,...,n,

denn es gilt
n! n-(x-1) n! X

2" (x-D!n-(x—-1) n xln-x)n’

Konvergenz ins Gleichgewicht

Wir wollen nun zeigen, dass sich unter geeigneten Voraussetzungen die Verteilung einer Markovkette zur
Zeit n fiir n — oo einer Gleichgewichtsverteilung annéhert, die nicht von der Startverteilung abhingt. Um
dies mathematisch zu prézisieren, benotigen wir einen Abstandsbegriff fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Sei
WV(S) := {v = (v(x)),es : ¥(x) = 0V x, Z v(x) = 1}
x€eS

die Menge aller (Massenfunktionen von) Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf der abzihlbaren Menge S. Ist
S endlich mit m Elementen, dann ist WV(S) ein Simplex im R”*. Wir fiihren nun einen Abstandsbegriff auf
WV(S) ein:

Definition 3.17. Die (totale) Variationsdistanz zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen u, v auf S ist:
drv(my) = =yl = = 3 ) - ()
TV M,V .—2/.1 V].—2 HM(X v(X)|.

xeS

Man priift leicht nach, dass dyy tatséchlich eine Metrik auf WV(S) ist.
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Bemerkung. a) Fiiralle u, v € WV(S) gilt:

drv(uy) < 5 () + () = 1.

xeS
b) Seien u, v e WV(S)und B := {x € §: u(x) > v(x)}. Dann gilt

dry(py) = ) (u(x) = v(x) = max |u(4) - v(A)].

xX€eB

Diese Aussage zeigt, dass dry eine sehr natiirliche Abstandsfunktion auf Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen ist. Der Beweis der Aussage ist eine Ubungsaufgabe.

Wir betrachten nun eine stochastische Matrix (7(x, y))x,yes mit Gleichgewichtsverteilung u. Die Vertei-
lung einer Markov-Kette mit Startverteilung v und Ubergangsmatrix 7 zur Zeit n ist v 7. Um Konvergenz
ins Gleichgewicht zu zeigen, verwenden wir die folgende Annahme:

MINORISIERUNGSBEDINGUNG:  Es gibt ein § € (0, 1] und ein r € N, so dass
7" (x,y) =6 u(y) fir alle x,y € S gilt. (3.13)

Satz 3.18 (Konvergenzsatz von W. Doeblin). Gilt die Minorisierungsbedingung (3.13), dann konvergiert
v " fiir jede Startverteilung v exponentiell schnell gegen p. Genauer gilt fiir alle n € Z, und v € WV(S):

dry(va™,p) < (1-6)lrd,

Bemerkung. Insbesondere ist p unter der Voraussetzung des Satzes das eindeutige Gleichgewicht von ,
denn fiir eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung v mit v & = v gilt

dry(v,u) = dry(va",u) — 0 fiir n — oo,
und damit v = pu.

Beweis. 1. Durch die Zerlegung

' (x,y) = o u(y)+(1-0)q(x,y)

der r-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten wird eine stochastische Matrix g definiert, denn:

(1) Aus der Minorisierungsbedingung (3.13) folgt g(x,y) > 0 fiir alle x,y € S.

() Aus Yyes " (x,y) =1, Xyes pu(y) = 1 folgt 3y q(x,y) = 1 fiiralle x € S.
Wir setzen im folgenden A := 1 — ¢. Dann gilt fiir alle v € WV(S):

va"=(1-Du+vg. (3.14)

2. Wir zeigen mit vollstindiger Induktion:

vkt = (1= u+ A5 vgt  fiirallek >0, veWV(S). (3.15)
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fiir k = O ist die Aussage offensichtlich wahr. Gilt (3.15) fiir ein k > 0, dann erhalten wir durch Anwenden
von Gleichung (3.14) auf v 7" mit v = v ¢*:
Vﬂ(k+1)r — Vﬂkr a
=((1=2p+a" vg*)n
——
=V
=(1=2% pur" +Q =D AFu+ 1 vgkg
——
=p
— (1 _ /lk+1)ﬂ + /lk+1 qu+1‘

3. SeineZ,.Danngiltn =kr+imitk € Z, und 0 < i < r. Damit folgt fiir v € WV(S):

vat =yt = (1-2%) unt +25v gk A, also
——
=u
vat—u=2 g - p), und damit
n 1 n k k i k
dry(vm ) =S lva” —plle = Bdrv(vgt g < an u

Auf abzihlbar unendlichen Zustandsrdumen ist die Minorisierungsbedingung eine relativ restriktive An-
nahme. Es gibt Erweiterungen des obigen Satzes, die unter deutlich schwicheren Voraussetzungen dhnliche
Konvergenzaussagen liefern. Ist der Zustandsraum dagegen endlich, dann kénnen wir den obigen Konver-
genzsatz verwenden, um die Konvergenz ins Gleichgewicht unter minimalen Voraussetzungen zu beweisen.
Dazu zeigen wir, dass die Minorisierungsbedingung immer erfiillt ist, wenn der Zustandsraum endlich, und
die Ubergangsmatrix irreduzibel ist und einen aperiodischen Zustand besitzt:

Definition 3.19. i) Eine stochastische Matrix 7 heifit irreduzibel, falls es fiir alle x,y € Seinn € N
gibt, so dass 7" (x,y) > 0 gilt.

ii) Ein Zustand x € S heifit aperiodisch bzgl. r, falls ein ny € N existiert, so dass 7 (x, x) > 0 fiir alle
n > ng gilt.

Bemerkung. a) Allgemeiner definiert man die Periode eines Zustands x € S als
Periode(x) := ggT {n € N | n"(x,x) > 0}.

Man kann dann zeigen, dass x genau dann aperiodisch ist, wenn Periode(x) = 1 gilt. Ein Beispiel fiir eine

1
(1) 0 auf einem zweielementigen Zustandsraum.
Die entsprechende Markovkette wechselt in jedem Schritt mit Wahrscheinlichkeit 1 den Zustand.

Ubergangsmatrix mit Periode 2 ist die Matrix 7 =

b) Ist m irreduzibel, dann folgt aus der Existenz eines aperiodischen Zustands bereits, dass alle Zusténde
aperiodisch sind.

Beispiel (Irreduzibilitiit von Random Walks auf Graphen). Die Ubergangsmatrix eines Random Walks
auf einem endlichen Graphen ist genau dann irreduzibel, wenn der Graph zusammenhingend ist.
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3.4 Konvergenzsitze fiir Markov-Ketten

Korollar 3.20 (Konvergenzsatz fiir endliche Markov-Ketten). Istder Zustandsraum S endlich, die Uber-
gangsmatrix n irreduzibel, und existiert ein aperiodischer Zustand a € S, dann gilt:

lim dry(va"™,u) =0 fiir alle v € WV(S).
n—oo

Beweis. Wir zeigen, dass zu jedem x,y € S eine natiirliche Zahl k(x, y) existiert, so dass
7' (x,y) >0 fiir alle n > k(x,y) (3.16)
gilt. Da der Zustandsraum endlich ist, folgt hieraus, dass die Minorisierungsbedingung (3.13) mit

r = max k(x,y) < o und 6 = min " (x,y) >0
x,yeS xX,y€S

erfillt ist.

Zum Beweis der obigen Behauptung seien x, y € S fest gewihlt. Wegen der Irreduzibilitit von 7 existieren
dann i,j € N mit 7'(x,a) > 0 und n/(a,y) > 0. Da a aperiodisch ist, existiert zudem ein ny € N mit
n™(a,a) > 0 fiir alle n > ny. Damit folgt

A (x,y) 2 w'(xa)n"(a,a) 7 (a,y) > 0 fiiralle n > n,

und somit 7”*(x,y) > O fiir alle n > i + np + j. Also ist die Behauptung fiir x,y mit k(x,y) = i + ng + j
erfiillt. |

Beispiel (Triager Random Walk auf endlichem Graphen). Ein Random Walk auf einem endlichen
Graphen ist im Allgemeinen nicht aperiodisch; zum Beispiel hat der Random Walk auf Z/(nZ) Peri-
ode 2 falls n gerade ist. Um Aperiodizitit zu gewdhrleisten geniigt aber eine kleine Modifikation der
Ubergangsmatrix: Setzen wir

£ fir y = x,
n(x.y) = { @y fir {xy} € Emitx #y,
0 sonst,

mit einer festen Konstanten & > 0, dann sind alle Zustéinde aperiodisch, und & hat weiterhin das Gleich-
gewicht u(x) = deg(x)/(2|E|). Die Markovkette mit Ubergangsmatrix 7 ist ein ,.triger Random Walk,
der in jedem Schritt mit Wahrscheinlichkeit € beim selben Zustand bleibt. Ist der Graph zusammenhén-
gend, dann ist 7 irreduzibel. Es folgt, dass die Verteilung des trigen Random Walks zur Zeit r fiir eine
beliebige Startverteilung gegen u konvergiert.

Gesetz der groBBen Zahlen fiir stationare Markovketten

Das Gesetz der grofien Zahlen kann auch auf Mittelwerte von stationdren Markovketten angewendet werden.
Sei (Yy)nez, eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) definierte Markovkette mit abzidhlbarem
Zustandsraum S und Ubergangsmatrix 7 = (7(x,y)),cs. Wir nehmen an, dass die Markovkette im Gleich-
gewicht startet, d.h. die Verteilung u von Yy ist ein Gleichgewicht von &. Dann gilt

Y, ~u fiir alle n > 0. 3.17)

'Wir betrachten nun die Anzahl der Besuche
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3 Gesetze der grolen Zahlen

in einer Teilmenge A des Zustandsraums S wihrend der ersten n Schritte der Markovkette. Erfiillt die
Ubergangsmatrix eine Minorisierungsbedingung, dann kénnen wir zeigen, dass die Kovarianzen der Zufalls-
variablen X; = I4(Y;_1) rasch abklingen, und daher das Gesetz der groB3en Zahlen anwenden:

Korollar 3.21 (Gesetz der groBen Zahlen fiir stationire Markovketten). Ist die Minorisierungsbedin-
gung (3.13) erfiillt, dann existiert eine Konstante C € (0, ), so dass

Sn

— — plA]
n

C

P < —
&ln

> &

firallee > 0,n € Nund A C § gilt.

Die Zufallsvariable S, /n beschreibt die relative Haufigkeit von Besuchen in der Menge A wihrend der
ersten n Schritte der Markovkette. Das Korollar zeigt, dass sich diese relative Héufigkeit fiir n — oo der
Wahrscheinlichkeit y[A] der Menge A beziiglich der Gleichgewichtsverteilung u annéhert. Dies kann zum
nidherungsweisen Berechnen der relativen Haufigkeiten fiir groie n, oder aber umgekehrt zum Schitzen der
Gleichgewichts-Wahrscheinlichkeiten durch relative Hiufigkeiten verwendet werden.

Beweis (Beweis des Korollars). Seien A C Sund i,n € Z,. Um die Annahme in Satz 3.12 zu verifizieren,
schitzen wir die Kovarianzen der Zufallsvariablen I4(Y;) und I4(Y;4,) ab. Nach (3.17) haben Y; und Y;,,,
beide die Verteilung u. Zudem folgt aus der Markov-Eigenschaft, dass

PlY; =aund Yy, = b] = u(a)n"(a,b) firalle a,b € S
gilt. Damit erhalten wir

Cov [Ua(¥y). Ia(Yisn)] = E[Ia(Yy) Ia(Yisn)] — E [Ia(Y)] E [1a(Yisn)]

= S N PlYi=aYu,=bl - Y Plti=al Y Pllin = b]

acAbeA acA beA
= > D u@n"(ab) - Y pla) > ub)
acAbeA acA beA
= D ua@) Y (a"(@.b) - u(b)
acA beA
< 2" (@) dry(r"(a,).p)
aceA
< 23 uaya -9t < 2(1- ).
aeA

Hierbei ist 7"(a, -) die Verteilung der Markovkette mit Start in a nach n Schritten. Die Abschitzung in der
vorletzten Zeile gilt nach Definition der Variationsdistanz, und die zentrale Abschitzung in der letzten Zeile
folgt nach Satz 3.18 aus der Minorisierungsbedingung (3.13).

Aus der Abschitzung sehen wir, dass die Zufallsvariablen X; := I4(¥;—;) die Annahme in (3.8) mit
cn = 2(1 = 6)"/7] erfiillen. Wegen . ¢, < co konnen wir das Gesetz der groBen Zahlen aus Satz 3.12
anwenden. Die Behauptung folgt dann wegen S,, = 3.1, X; und

E[X;] = P[Yi-1 € A] = u[A] fiir alle i € N. |
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4 Reelle Zufallsvariablen

4.1 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage befasst, ob tiberhaupt ein Wahrscheinlichkeitsraum existiert,
auf dem unendlich viele unabhingige Ereignisse bzw. Zufallsvariablen realisiert werden konnen. Auch die
Realisierung einer auf einem endlichen reellen Intervall gleichverteilten Zufallsvariable auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum haben wir noch nicht gezeigt. Die Existenz solcher Riume wurde stillschweigend
vorausgesetzt.

Tatsdchlich ist es oft nicht notwendig, den zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum explizit zu kennen
- die Kenntnis der gemeinsamen Verteilungen aller relevanten Zufallsvariablen geniigt, um Wahrschein-
lichkeiten und Erwartungswerte zu berechnen. Dennoch ist es an dieser Stelle hilfreich, die grundlegenden
Existenzfragen zu kldren, und unsere Modelle auf ein sicheres Fundament zu stellen. Die dabei entwickelten
Begriffsbildungen werden sich beim Umgang mit stetigen und allgemeinen Zufallsvariablen als unverzichtbar
erweisen.

Beispiele von Wahrscheinlichkeitsraumen

Wir beginnen mit einer Auflistung von verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Wahrend wir die
ersten beiden MaBe direkt auf der Potenzmenge #(Q) realisieren konnen, erfordert das Aufstellen eines
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraums in den nachfolgenden Beispielen zusitzliche Uberlegungen.

Dirac-MaBe.

Sei Q beliebig und a € Q ein festes Element. Das Dirac-MaB in a ist die durch

1 fallsa € A,

0 sonst,

0alA]l = Iala) = {

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P = 8, auf der o--Algebra A = P(Q). Dirac-MaBe sind ,,determi-
nistische Verteilungen” — es gilt

dal{a}] = 1.

Konvexkombinationen von Dirac-MaBen.

Ist C eine abzihlbare Teilmenge von Q, und p : C — [0, 1] eine Gewichtsfunktion mit Y, p(w) = 1, dann
ist durch

PlAl = ) pla) = ) pla)sa[A] VACQ.

acANC aecC

eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf der Potenzmenge A = P(QQ) gegeben. Die Verteilung
P ist ,rein atomar”, d.h. die Masse sitzt auf abzihlbaren vielen ,,Atomen” (den Elementen von C). Jede
diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist von dieser Form.
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Unendliches Produktmodell (z.B. Miinzwurffolge)

Mehrstufige diskrete Modelle mit endlich vielen Stufen konnen wir auf der Potenzmenge des Produkts
Q={(w,...,wy) : w; € Q;} =QX...xQ, der Grundrdume Q; realisieren. Es stellt sich die Frage, ob wir
auch unendlich viele Zufallsvariablen auf einem dhnlichen Produktraum realisieren kdnnen. Im einfachsten
Fall mochten wir eine Folge unabhingiger fairer Miinzwiirfe (0-1-Experimente) auf dem Grundraum

Q = {w=(w,wy...) w; €{0,1}} = {0,1}"

modellieren. Q ist iiberabzidhlbar, denn die Abbildung X : [0,1) — Q, die einer reellen Zahl die Zif-
fernfolge ihrer Bindrdarstellung zuordnet, ist injektiv. Diese Abbildung ist explizit gegeben durch X(u) =
(X1(u), X2(u), X3(u), ...), wobei

Zn—l
Xa(w) = Ip, () mit D, =| Jl2i-1)-272-27") 4.1)
i=1
(u)
1 ——o0
—“———
0.5 1.0

Abbildung 4.1: X;(u).

Wir suchen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Q, sodass
PllweQ:w; =aj,w =as,...,0, =a,}]=27" 4.2)

fiir alle n € N und ay,...,a, € {0,1} gilt. Gibt es eine o-Algebra A, die alle diese Ereignisse enthilt, und
eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf A mit (4.2) ?

Die Antwort ist positiv, wobei aber
(i) A+PE und
(i) P[{w}]=0 fiir alle w € Q
gelten muss. Das entsprechende Produktmodell unterscheidet sich in dieser Hinsicht grundlegend von dis-
kreten Modellen.
Kontinuierliche Gleichverteilung

Fiir die Gleichverteilung auf einem endlichen reellen Intervall Q = (a, b) oder Q = [a,b], —00 < a < b < oo,
sollte gelten:

Pl(c,d)] = Pllc,d]] = Z YVa<c<d<h. 4.3)

—da
Gibt es eine o-Algebra 8, die alle Teilintervalle von [a, b] enthilt, und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
P auf B mit (4.3)?
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Wieder ist die Antwort positiv, aber erneut gilt notwendigerweise 8 # £(Q) und P[{w}] = 0 fiir alle w € Q.

Tatsédchlich sind die Probleme in den letzten beiden Abschnitten weitgehend &dquivalent: die durch die
Binirdarstellung (4.1) definierte Abbildung X ist eine Bijektion von [0, 1) nach {0, 1} \ A, wobei A = {w €
Q : w, = 1 fiir alle hinreichend groBen n} eine abzidhlbare Teilmenge ist. Eine Gleichverteilung auf [0, 1)
wird durch X auf eine Miinzwurffolge auf {0, I}N abgebildet, und umgekehrt.

Um Wahrscheinlichkeitsverteilungen wie in den letzten beiden Beispielen zu konstruieren, benotigen wir
zundchst geeignete o-Algebren, die die relevanten Ereignisse bzw. Intervalle enthalten. Dazu verwenden wir
die folgende Konstruktion:

Konstruktion von o-Algebren

Sei Q eine beliebige Menge, und J C P(Q) eine Kollektion von Ereignissen, die auf jeden Fall in der zu
konstruierenden o-Algebra enthalten sein sollen, z.B. die Mengen in (4.2) bei unendlichen Produktmodellen,
oder die reellen Intervalle im Fall kontinuierlicher Gleichverteilungen.

Definition 4.1 (Von einem Mengensystem erzeugte o-Algebra). Die Kollektion

o= () 7
F2T
F o-Algebra auf Q

von Teilmengen von Q heillt die von J -erzeugte o-Algebra.

Bemerkung. Wie man leicht nachpriift (Ubung), ist o-( ) tatsichlich eine o-Algebra, und damit die kleinste
o-Algebra, die J enthilt.

Beispiel (Borelsche o-Algebra auf R). Sei Q = Rund J = {(s,7) : —c0 < s <t < oo} die Kollektion
aller offenen Intervalle. Die von J erzeugte o-Algebra

BR) = (J)

heilit Borelsche o-Algebra auf R. Man priift leicht nach, dass B(R) auch alle abgeschlossenen und
halboffenen Intervalle enthilt. Beispielsweise kann ein abgeschlossenes Intervall als Komplement der
Vereinigung zweier offener Intervalle dargestellt werden. Die Borelsche o-Algebra wird auch erzeugt
von der Kollektion aller abgeschlossenen bzw. aller kompakten Intervalle. Ebenso gilt

BR) = o({(=c0,c] : ¢ € R}).

Bemerkung (Nicht-Borelsche Mengen). Nicht jede Teilmenge von R ist in der Borelschen o--Algebra B(R)
enthalten. Es ist allerdings gar nicht so einfach, nicht-Borelsche Mengen anzugeben. Tatséchlich enthélt B(R)
so gut wie alle Teilmengen von R, die in Anwendungsproblemen auftreten; z.B. alle offenen und abgeschlos-
senen Teilmengen von R, sowie alle Mengen, die durch Bildung von abzihlbar vielen Vereinigungen,
Durchschnitten und Komplementbildungen daraus entstehen.

Beispiel (Produkt o-Algebra auf {0,1}"). Auf dem Folgenraum
Q={0,1}" = {(wiwz,...): w; €{0,1}}
betrachten wir Teilmengen A von Q von der Form
A={weQ :w =a,w=ay,...,0, =a,}, neN, ay,...,a, €{0,1}.

Im Beispiel unendlicher Produktmodelle von oben verwenden wir die von der Kollektion C aller dieser
Mengen erzeugte o-Algebra A = o-(C) auf {0, 1}V, A heiBt Produkt-o-Algebra auf Q.
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Existenz und Eindeutigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Ein Mengensystem J C A heilit durchschnittsstabil, falls fiir alle A,B € J auch der Durchschnitt A N B
in J enthalten ist. Der folgende wichtige Satz zeigt, dass Wahrscheinlichkeitsverteilungen bereits durch die
Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse aus einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem der o-Algebra
eindeutig fesgelegt sind.

Satz 4.2 (Eindeutigkeitssatz). Stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen P und P auf (Q, A) iiber-
ein auf einem durchschnittsstabilen Mengensystem 7 C A, so auch auf o-( 7).

Der Satz wird in der Vorlesung EINFGUHRUNG IN DIE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE bewiesen.

Beispiel. (i) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf B(R) ist eindeutig festgelegt durch die Wahr-
scheinlichkeiten P[(—oo,c]], ¢ € R.

(ii) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P im Modell der unendlich vielen Miinzwiirfe ist eindeutig
festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten der Ausginge der ersten n Wiirfe fiir alle n € N.

Auch die folgende Aussage setzen wir hier ohne Beweis voraus. Sie folgt aus dem Eindeutigkeitssatz
und dem Fortsetzungssatz von Carathéodory, siehe die Vorlesungen Anarysis III und EINFUHRUNG IN DIE
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE.

Satz 4.3 (Existenz und Eindeutigkeit der kontinuierlichen Gleichverteilung). Es existiert genau eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung Unif(g 1) auf 8((0, 1)) mit

Unif(0, [(a,b)] = b—a firalle 0 <a <b< 1. 4.4)

Bemerkung (Lebesgue-MaB im R?). Auf dhnliche Weise folgt die Existenz und Eindeutigkeit des durch
d
Al(ar,b1) X ... X (ag,ba)] = l—[(bl —a;) fiir alle a;,b; € R mit a; < b;
i=1

eindeutig festgelegten Lebesguemales A auf der von den offenen Rechtecken erzeugten Borelschen o-Algebra
B(RY), siche ANaLysis IIL.
4.2 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir wollen nun Zufallsvariablen X : Q — S mit Werten in
einem allgemeinen messbaren Raum (S, ) betrachten. Beispielsweise ist § = R und 8 ist die Borelsche
o-Algebra. Oft interessieren uns die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen der Form

{XeB} = {weQ:Xw)eB} = X IB),
,.Der Wert der Zufallsgroe X liegt in B*

wobei B C S eine Menge aus der o-Algebra 8 auf dem Bildraum ist, also z.B. ein Intervall oder eine
allgemeinere Borelmenge, falls S = R gilt.
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Definition 4.4 (Zufallsvariable). Eine Abbildung X : Q — S heilit messbar bzgl. A/ B, falls
X' (B eA fiir alle B € B. (4.5)

Eine Zufallsvariable ist eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definierte messbare Abbildung.

Um Zufallsexperimente zu analysieren, miissen wir wissen, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die relevan-
ten Zufallsvariablen Werte in bestimmten Bereichen annehmen. Dies wird durch die Verteilung beschrieben.
Seien A und B o-Algebren auf den Mengen Q und S.

Satz 4.5 (Bild einer Wahrscheinlichkeitsverteilung unter einer Zufallsvariable). Ist P eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf (€, A), und X : Q — S messbar bzgl. A /B, dann ist durch

px[B]:= P[X € B]=P[X"'(B)] (BeB)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S, 8) definiert.

Beweis. Es gilt ux[S] = P[X~'(S)] = P[Q] = 1. Sind B, € B (n € N) paarweise disjunkte Mengen, dann
sind auch die Urbilder X~!(B,,) (n € N) paarweise disjunkt. Also gilt wegen der o--Additivitit von P:

|JBn B, x7'Ba| = ), PIX' B = ) ux[Byl.

Somit ist ux eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. |

px =P|x! =P

Definition 4.6 (Verteilung einer Zufallsvariable). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ux auf (S, 8) heifit
Verteilung (law) von X unter P.

Fiir ux werden hiufig auch die folgenden Notationen verwendet:
px =PoX ' = Lx =Px =X(P)

Stimmt die o-Algebra B auf dem Bildraum nicht mit der Potenzmenge #(S) iiberein, dann ist es meist
schwierig, die Bedingung (4.5) fiir alle Mengen B € $ explizit zu zeigen. Aufgrund des folgenden Lemmas
reicht es aber aus, die Bedingung (4.5) fiir alle Mengen aus einem Erzeugendensystem J der o-Algebra B
zu iiberpriifen.

Lemma 4.7. Sei J C P(S) ein Mengensystem mit 8 = o(J). Gilt X"\ (B) € A fiir alle Mengen B € 7,
dann ist X eine Zufallsvariable. Ist das Mengensystem J aufierdem durchschnittsstabil (d.h. fiir A,B € J
ist auch AN B in J enthalten), dann ist die Verteilung von X bereits durch die Wahrscheinlichkeiten

px[Bl=P[X € Bl=P[X'(B)] (Be[)

eindeutig festgelegt.
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Beweis. Das Mengensystem {B € 8 : X~!(B) € A} ist eine o-Algebra, wie man leicht nachpriift. Diese
o-Algebra enthilt J nach Voraussetzung, also enthilt sie auch die von J erzeugte o-Algebra 8. Somit ist
die Bedingung (4.5) erfiillt, d.h., X ist eine Zufallsvariable. Der zweite Teil der Aussage folgt nun aus dem
Eindeutigkeitssatz 4.2. |

Wir werden gleich sehen, wie wir mit Hilfe des Lemmas reellwertige Zufallsvariablen und deren Verteilung
auf einfache Weise beschreiben kdnnen. Zuvor vervollstindigen wir die bereits oben skizzierte Konstruktion
des unendlichen Miinzwurfmodells aus der Gleichverteilung auf dem Intervall (0, 1).

Korollar 4.8 (Existenz und Eindeutigkeit des unendlichen Miinzwurfmodells). Es existiert genau eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf dem unendlichen Produktraum Q = {0, 1} mit Produkt o-Algebra,
sodass

—-n

PlweQ:wi=aj,wr =ay,...,w, =a,}] =2 fiir alle n € Nund ay,...,a, € {0,1}. (4.6)

Beweis. Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum ( (0, 1), 8((0, 1)), Unif(0,1) ). Aus Lemma 4.7 folgt,
dass die durch (4.1) definierte Abbildung X (u) = (X;(u), X2(u), X3(u), . . .), die einer reellen Zahl u € (0, 1) die
Ziffernfolge ihrer Binirdarstellung zuordnet, eine Zufallsvariable mit Werten im Produktraum Q = {0, 1}
ist. Die Verteilung P dieser Zufallsvariable erfiillt die Bedingung (4.6), denn das Intervall aller reellen Zahlen
u € (0,1) deren Binérdarstellung mit einer bestimmten Ziffernfolge 0.a a5 . . . a,, beginnt, hat die Lange 27",
Damit haben wir die Existenz gezeigt. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 4.2. |

Reellwertige Zufallsvariablen; Verteilungsfunktion

Aus Lemma 4.7 folgt sofort, dass Definition 4.4 fiir diskrete Zufallsvariablen konsistent mit unserer De-
finition aus dem ersten Kapitel ist. Fiir reellwertige Zufallsvariablen ergibt sich ebenfalls eine einfache
Charakterisierung.

Korollar 4.9 (Diskrete und reellwertige Zufallsvariablen). Sei (Q2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Ist S eine abzdhlbare Menge mit o-Algebra 8 = P(S), dann ist eine Abbildung X : Q — S genau
dann eine Zufallsvariable, wenn

{X=a}={weQ: X(w)=ateA Vacs.
Die Verteilung von X ist eindeutig durch die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse bestimmt.

(ii) Eine Abbildung X : Q — R ist genau dann eine Zufallsvariable bzgl. der Borelschen o-Algebra,
wenn

{X<c} ={weQ:X(w)<c}eA VcekR

Die Verteilung von X ist eindeutig durch die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse bestimmt.

Beweis. (i) Es gilt {X = a} = X" !({a}). Die einelementigen Mengen erzeugen die o--Algebra P(S), da jede
Teilmenge einer abzidhlbaren Menge S eine abzéhlbare Vereinigung von einelementigen Mengen ist.

(ii) Es gilt {X < ¢} = X~ !((—, c]). Die Intervalle (—oo, c] (¢ € R) erzeugen B(R), also folgt die Aussage
aus Lemma 4.7. ]
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Die Verteilung ux einer Zufallsvariable X mit abzdhlbarem Wertebereich S ist eindeutig durch die
Massenfunktion

px(a) = PIX = a] = ux[{a}] ~ (a€S)

festgelegt. Die Verteilung ux einer reellwertigen Zufallsvariablen X : Q — R ist eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf B(R). Sie ist eindeutig festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten

pxl(=eo,c]] = P[X <¢c]  (c€R)

festgelegt, da die Intervalle (—co,c],c € R, ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borelschen
o -Algebra bilden.

Definition 4.10 (Verteilungsfunktion). Die Funktion Fx : R — [0, 1],
Fx(c) := P[X < c] = ux[(=o0,c]]

heilit Verteilungsfunktion (distribution function) der Zufallsvariable X : QQ — R bzw. der Wahrscheinlich-
keitsverteilung ux auf (R, B(R)).

Der folgende Satz nennt einige grundlegende Eigenschaften der Verteilungsfunktion einer auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) definierten Zufallsvariable X : Q — R. Wir werden in Abschnitt 4.5
sehen, dass umgekehrt jede Funktion mit den Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz 4.11 die Verteilungsfunktion
einer reellen Zufallsvariable ist.

Satz 4.11 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion).
Fiir die Verteilungsfunktion Fx : R — [0, 1] einer reellwertigen Zufallsvariable X gilt:

(i) Fx ist monoton wachsend,
(i) lim Fx(c) =0und lim Fx(c) =1,
c——00 C—
(iii) Fx ist rechtsstetig, d.h. Fx(c) = li{n Fx(y) fiir alle ¢ € R,
Y\

(iv) Fx(c) = lim Fx(y) + ux[{c}].
y/c

Insbesondere ist Fx genau dann stetig bei ¢, wenn ux[{c}] = 0 gilt.

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus der monotonen Stetigkeit und Normiertheit der zugrundelie-
genden Wahrscheinlichkeitsverteilung P. Der Beweis der Eigenschaften (i)-(iii) wird dem Leser als Ubung
iberlassen. Zum Beweis von (iv) bemerken wir, dass fiir y < ¢ gilt:

Fx(c)—Fx(y)=P[X <c]-P[X<y]=Ply<X<c]

Fiir eine monoton wachsende Folge y,, ” ¢ erhalten wir daher aufgrund der monotonen Stetigkeit von P:

Fx(c)- lim Fx(y,) = lm Ply,<X<c]=P ﬂ{yn <X<c}
n—o00 n—oo
n
= P[X =c] = px[{c}].
Da dies fiir alle Folgen y,, ¢ gilt, folgt die Behauptung. |
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Diskrete und absolutstetige Verteilungen

Nach Satz 4.11 (iv) sind die Unstetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion Fx einer reellwertigen Zufallsva-
riable X gerade die Atome der Verteilung, d.h. die ¢ € R mit ux[{c}] > 0. Nimmt X nur endlich viele Werte
in einem Intervall I an, dann ist F" auf [/ stiickweise konstant, und springt nur bei diesen Werten. Allgemeiner
definieren wir:

Definition 4.12 (Diskrete und absolutstetige Verteilung; Dichtefunktion). (i) Die Verteilung ux ei-
ner reellwertigen Zufallsvariable X heil3t diskret, falls ux[A] = 1 fiir eine abzéhlbare Menge A gilt,
d.h., falls die Verteilungsfunktion gegeben ist durch

Fx(c) = px[(-oo,c]] = Z ux[{a}]  fiiralle c € R.
ac€A
a<c

(ii) Die Verteilung px heilit absolutstetig (oder auch kurz stetig), falls eine integrierbare Funktion
Jfx : R > [0, 00) existiert mit

Fx(c) = ux|[(=oo,c]] = /fX(x)dx fiir alle ¢ € R. 4.7

(iii) Eine integrierbare Funktion fx : R — [0, c0) mit (4.7) heillt Dichtefunktion der Zufallsvariable X
bzw. der Verteilung ux.

Das Integral in (4.7) ist dabei im Allgemeinen als Lebesgueintegral zu interpretieren, siche ANaLysis III.
Ist die Funktion fx stetig, dann stimmt dieses mit dem Riemannintegral iiberein. Da ux eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung ist, folgt, dass fx eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, d.h. fx > 0 und

/fx(x)dx = 1.
R

Bemerkung. (i) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt
Fy(x) = fx(x) (4.8)

fiir alle x € R, falls f stetig ist. Im Allgemeinen gilt (4.8) fiir A-fast alle x, wobei A das Lebesguemall
auf R ist.

(ii) Aus (4.7) folgt aufgrund der Eigenschaften des Lebesgueintegrals:

PIX € B] = jux[B] = / Fx (o) d, 4.9)
B

fiir alle Mengen B € B(R). Zum Beweis zeigt man, dass beide Seiten von (4.9) Wahrscheinlichkeits-
verteilungen definieren, und wendet den Eindeutigkeitssatz an.

Beispiele (Diskrete und absolutstetige Verteilungen). (i) Ist X deterministisch mit P[X = a] =1

fiir ein @ € R, dann ist die Verteilung von X das Dirac-Mal ¢,. Das Dirac-Ma8 ist diskret mit
Verteilungsfunktion Fx(c) = Ij4,0)(C).
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4.2 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

(ii) Die Gleichverteilung Unif(g ;) ist eine absloutstetige Verteilung mit Verteilungsfunktion F(c) = 0
fiir ¢ <0, F(c) = c fiir ¢ € [0,1], und F(c) = 1 fiir ¢ > 1, und Dichtefunktion f(x) = I 1)(x).

(iii) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung %661 + %Unif«),l) ist weder absolutstetig noch diskret.

Die Verteilung aus dem letzten Beispiel ist zwar weder absolutstetig noch diskret, sie kann aber sofort
zerlegt werden in einen absolutstetigen und einen diskreten Anteil. Fiir die im folgenden Beispiel betrachtete
Gleichverteilung auf der Cantor-Menge existiert keine solche Zerlegung:

Beispiel (Devil’s staircase). Wir betrachten die wie folgt definierte Verteilungsfunktion F einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf dem Intervall (0,1): F(c¢) = Ofiirc < 0, F(c) = 1fiirc > 1, F(c) =
1/2 fiir ¢ € [1/3,2/3], F(c) = 1/4 fiir ¢ € [1/9,2/9], F(c) = 3/4 fiir c € [7/9,8/9], F(c) = 1/8 fiirc €
[1/27,2/27], usw. Man iiberzeugt sich leicht, dass auf diese Weise eine eindeutige sfetige monotone
wachsende Funktion F : R — [0, 1] definiert ist. Nach Satz 4.26 unten ist F' also die Verteilungsfunktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf R.

0.8

04

021

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Da F stetig ist, hat das MaB u keinen diskreten Anteil, d.h. u[{a}] = O fiir alle a € R. Da F
auf den Intervallen [1/3,2/3], [1/9,2/9], [7/9,8/9] usw. jeweils konstant ist, sind alle diese Intervalle
p-Nullmengen. Die Verteilung u sitzt also auf dem Komplement

C = {iaﬁ_i a; € {0,2}(i eN)}

i=1

der Vereinigung der Intervalle. Die Cantor-Menge C ist ein Fraktal, das aus den reellen Zahlen
zwischen O und 1 besteht, die sich im Dreier-System ohne Verwendung der Ziffer 1 darstellen las-
sen. Sie ist eine Lebesgue-Nullmenge, aber der Triger des MaBles u. Da F der Grenzwert der Ver-
teilungsfunktionen von Gleichverteilungen auf den Mengen C; = (0,1), C; = (0,1/3) U (2/3,1),
C; = (0,1/9) U (2/9,1/3) U (2/3,7/9) U (8/9,1),... ist, konnen wir u als Gleichverteilung auf der
Cantor-Menge C = () C,, interpretieren.

Weiterhin ist die Verteilungsfunktion F auf den oben betrachteten Intervallen konstant, und daher
Lebesgue-fast iiberall differenzierbar mit Ableitung F’(x) = 0. Die ,,Teufelstreppe” F wichst also von 0
auf 1, obwohl sie stetig ist und ihre Ableitung fast iiberall gleich Null ist ! Hieraus folgt, dass die Verteilung
(e nicht absolutstetig sein kann, denn in diesem Fall wire F gleich dem Integral der Lebesgue-fast tiberall
definierten Funktion F’, also konstant.
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4.3 Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R

Im Folgenden betrachten wir einige wichtige Beispiele von eindimensionalen Verteilungen und ihren Ver-
teilungsfunktionen. Wir geben zunéchst die Verteilungsfunktion fiir einige elementare diskrete Verteilungen
an, und betrachten dann kontinuierliche Analoga dieser Verteilungen.

Diskrete Verteilungen

Beispiele. (i) GLEICHVERTEILUNG AUF EINER ENDLICHEN MENGE {aj,...,a,} C R:

Ist S = {ay,...,a,} C R eine n-elementige Teilmenge von R, dann ist die Gleichverteilung y auf
S durch

1 n
U= ;Z‘San’ (4.10)
i=1

gegeben. Der Wert der Verteilungsfunktion F von u springt an jeder der Stellen aj,...,a, um
1/n nach oben. Die empirische Verteilung von ay,...,a, ist ebenfalls durch (4.10) definiert,
wobei hier aber nicht vorausgesetzt wird, dass ay,. . ., a, verschieden sind. Die Sprunghdhen der
empirischen Verteilungsfunktion sind dementsprechend Vielfache von 1/n.

(ii) GEOMETRISCHE VERTEILUNG MIT PARAMETER p € [0, 1]: Hier ist
pl{k}] = (1 =p)*~'-p firk eN.
Fiir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable T gilt:
F(c)=P[T<c]=1-P[T>c]l=1-(1-p)l firc>o0,
———
=P[T>|c]]

wobei | c] := max{n € Z : n < ¢} der ganzzahlige Anteil von c ist.

1 +
I I | | » A L
1 1 1 1 1 T T
1 2 3 4 ) 6 7
F
U —  &—
—o0
——o0

Abbildung 4.2: Massen- und Verteilungsfunktion einer Geom(1/2)-verteilten Zufallsvariable.
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(iii) BINOMIALVERTEILUNG MIT PARAMETERN 7 UND p: Die Massenfunktion ist
ul{k}] = (Z)pk(l —p)"ik fir k=0,1,...,n.

Somit ist die Verteilungsfunktion gegeben durch F(c) = 3 1&3) ()P = pyn*.

“t
|
T

30 40
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— DY W R UL U0 N W
|
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[ 2]
0
[ 2]
[ o]
[ 2]
[ 2]
0
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'W* ! !
T T T

0 10 20 30 40 50

Abbildung 4.3: Massen- und Verteilungsfunktion von Bin(55,0.6)

Kontinuierliche Gleichverteilung

Seien a,b € R mit a < b. Eine Zufallsvariable X : Q — R ist gleichverteilt auf dem Intervall (a, b), falls
. ¢c—a ..
P[X < c] = Unif, p)l(a,c)] = 2 fiir alle ¢ € (a,b)
-a
gilt. Eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist zum Beispiel die Identitéit
Ulw)=w

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) = ((0,1), B((0, 1)), Unif g 1)). Ist U gleichverteilt auf (0, 1), dann
ist die Zufallsvariable
X(w)=a+ (b-a)lU(w)

gleichverteilt auf (a, b).
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[ L
! o
T A
1 2 3

Abbildung 4.4: Dichte und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf dem Intervall (1, 3).

Die Dichte und Verteilungsfunktion der Verteilung Unif(, ;) sind gegeben durch

0 firc <a,
flira <c < b,

fiir c > b.

) = o (), (o) = {8
1

Affine Funktionen von gleichverteilten Zufallsvariablen sind wieder gleichverteilt.

Exponentialverteilung

Das kontinuierliche Analogon zur geometrischen Verteilung ist die Exponentialverteilung. Angenommen,
wir wollen die Wartezeit auf das erste Eintreten eines unvorhersehbaren Ereignisses (z.B. radioaktiver Zerfall)
mithilfe einer Zufallsvariable T : Q — (0, c0) beschreiben. Wir iiberlegen uns zunéchst, welche Verteilung
zur Modellierung einer solchen Situation angemessen sein konnte. Um die Wahrscheinlichkeit P[T > t]
zu approximieren, unterteilen wir das Zeitintervall (0,¢] in eine grole Anzahl n € N von gleich grofen
Intervallen (@,%],1 <k<n

( 1 il ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ]
\ A A i\ A N N N ]
0 (k—1)t kt t

Sei A das Ereignis, dass das unvorhersehbare Geschehen im Zeitraum (@, %] eintritt. Ein naheliegender

Modellierungsansatz ist anzunehmen, dass die Ereignisse A unabhéngig sind mit Wahrscheinlichkeit
t
P[Ar] =~ -,
n

wobei 4 > 0 die ,Intensitéit”, d.h. die mittlere Haufigkeit des Geschehens pro Zeiteinheit, beschreibt, und
die Approximation fiir n — oo immer genauer wird. Damit erhalten wir:

ar\"
PIT >1t] = P[Alc Nn...N A,CL] ~ (1 - 7) fiir groBes n.
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Fiir n — oo konvergiert die rechte Seite gegen e~. Daher liegt folgende Definition nahe:

Definition 4.13 (Exponentialverteilung). Eine Zufallsvariable T : Q — [0, c0) heiit exponentialverteilt
zum Parameter 1>0, falls
PI[T>t] = ™ fiir alle ¢ > 0 gilt.

Die Exponentialverteilung zum Parameter A ist dementsprechend die Wahrscheinlichkeitsverteilung u =
Exp(2) auf (R, B(R)) mit

ul(t,00)] = Y fiir alle ¢ > 0,
bzw. mit Verteilungsfunktion
l—e  fiire >0,
F(t) = pl(-co,t]] = ) (4.11)
0 fiirr < 0.

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist die Exp(4)-Verteilung durch (4.11) eindeutig festgelegt.

Die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 ist gegeben durch

f(t) = /le_/u I(Q’oo)(t).

Abbildung 4.5: Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung Exp(1).

Ist T eine exponentialverteilte Zufallsvariable zum Parameter A, und a > 0, dann ist aT” exponentialverteilt
zum Parameter A/a, denn

PlaT > ¢] = P[T > c/a] = exp(—Ac/a) fiir alle ¢ > 0.
Eine bemerkenswerte Eigenschaft exponentialverteilter Zufallsvariablen ist die ,,Ged4chtnislosigkeit’:
Satz 4.14 (Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung). Ist 7 exponentialverteilt, dann gilt fiir alle

s,t > 0:
P|T —s>t|T >s] = P[T >1t].

Hierbei ist T — s die verbleibende Wartezeit auf das erste Eintreten des Ereignisses. Also: Auch wenn man
schon sehr lange vergeblich gewartet hat, liegt das ndchste Ereignis nicht ndher als am Anfang!
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Beweis. Fiir 5,7 > 0 gilt

P[T-s>tundT > P[T > s+t —A(t+s)
P[T —s > t|T > s] = [ SP[T:n] s]= [T>s ]:e—/zs =e¢ Y =P[T>1].
S S e

Wir konstruieren nun explizit eine exponentialverteilte Zufallsvariable aus einer gleichverteilten Zufalls-
variable. Dazu bemerken wir, dass T : Q2 — R genau dann exponentialverteilt mit Parameter A ist, wenn

— e%logu

1
Ple <u] = P[T> —Zlogu =u

fiir alle u € (0,1) gilt, d.h. wenn e~ auf (0, 1) gleichverteilt ist. Also konnen wir eine exponentialverteilte
Zufallsvariable erhalten, indem wir umgekehrt

1
T = —zlogU mit U ~ Unif(g 1)

setzen. Insbesondere ergibt sich die folgende Methode zur Simulation einer exponentialverteilten Zufallsva-
riable:

Algorithmus 1: Simulation einer Stichprobe ¢ von Exp(1)
Input : Intensitdt 4 > 0
Output Stichprobe ¢ von Exp(1)

1 Erzeuge u ~ Unif(q ).;
1 .

2 Setzet := —5 logu.;

3 returnt;

Wir werden in Abschnitt 4.5 zeigen, dass mit einem &hnlichen Verfahren beliebige reelle Zufallsvariablen
konstruiert und simuliert werden konnen.

Normalverteilungen

Wegen f Pl 2dz = V2 ist die ,,GauBsche Glockenkurve®

—00

1 2
f@) = —=e*P  zeR,
V2n
eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Eine stetige Zufallsvariable Z mit Dichtefunktion f heifit standardnormal-

verteilt. Die Verteilungsfunktion
Cc

1 2
D(c) = /—e_Z 12 dz
o N2n
der Standardnormalverteilung ist im Allgemeinen nicht explizit berechenbar. Ist Z standardnormalverteilt,
und
X(w)=0Z(w)+m

mit o > 0,m € R, dann ist X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

Fx(c) = P[X <¢] = P[Zs c;m] - @(C;m).

Mithilfe der Substitution z = % erhalten wir

c

r 1 1 em 2
Fx(c) = / \/?e_zz/zdz = / > ze_%(T) dx.
n no
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Definition 4.15 (Normalverteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung N(m, 02) auf R mit Dichtefunk-
tion !
x-m )2
fm,o‘(x) = . e_%(T)

2no?

heiBt Normalverteilung mit Mittel m und Varianz 0. Die Verteilung N(0, 1) heiBt Standardnormalvertei-
lung.

Wir werden im nichsten Abschnitt sehen, dass die Binomialverteilung (also die Verteilung der Anzahl der
Erfolge bei unabhingigen 0-1-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p) fiir groe n ndherungsweise
durch eine Normalverteilung beschrieben werden kann. Entsprechendes gilt viel allgemeiner fiir die Vertei-
lungen von Summen vieler kleiner unabhéngiger Zufallsvariablen (Zentraler Grenzwertsatz, s.u.).

Abfall um Faktor e~ 2

|
|
|
|
|
|
I
m — 30 m — 20 m—o m m+o m+ 20 m+ 30

Abbildung 4.6: Dichte der Normalverteilung mit Mittelwert m und Varianz o-2.

m — 30 m— 20 m-—o m m—+o m+ 20 m + 30

Abbildung 4.7: Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit Mittelwert 7 und Varianz o2,

Die Dichte der Normalverteilung ist an der Stelle i maximal, und klingt au8erhalb einer o-Umgebung von
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m rasch ab. Beispielsweise gilt

Jm,or(m)
Ve

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteilte Zufallsvariable Werte auBlerhalb der o-, 20- und
30 -Umgebungen annimmt, erhélt man:

[X—m
P

31.7% firk =1,
4.6%  fiir k =2,
0.26%  fiir k = 3.

fm,o‘(m)

e2

fm,o‘(m) .

29/2

fm,O'(m + O—) = s fm,(r(m + 20—) =

s fm,O'(m + 30—) =

P[|X —m| > ko] >k

= P[|Z| > k] = 2P[Z > k] = 2(1 — D(k))

X

Eine Abweichung der Grofle o vom Mittelwert m ist also fiir eine normalverteilte Zufallsvariable relativ
typisch, eine Abweichung der Grée 30~ dagegen schon sehr selten.

Die folgenden expliziten Abschitzungen fiir die Wahrscheinlichkeiten grof8er Werte sind oft niitzlich:

Lemma 4.16. Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt:

1 1 1
r)~1/2. (; - F) e < P[Z>y] < (@n)V2. ; e Yy > 0.

Beweis. Es gilt:

(9]

P[Z > y] = @n)'/? / el dz
y
Um das Integral abzuschitzen, versuchen wir approximative Stammfunktionen zu finden. Zunéchst gilt:

i —le_zz/2 = 1+l -e_zz/2 > e_zz/2 Vz >0,
dz 2

Z Z
o0
_2
/eZ/ZdZ’
y

Fiir die untere Schranke approximieren wir die Stammfunktion noch etwas genauer. Es gilt

d 1 1 2 1 1 3 2 2
_ _— 4t — -z-/2 = ([1+=—-—=—_- = -z/2 < p% /2’
dZ(( z Z3)e ) ( L & z4)e = ¢

(é—%) e/ < /e_zz/2 dz.

Hieraus folgt die untere Schranke fiir P[Z > y]. [ |

also

(o)

1, /i _1 2
y dz \ z

y

\%

woraus die obere Schranke fiir P[Z > y] folgt.

und damit

Fiir eine N(m, o-%)-verteilte Zufallsvariable X mit o > Qist Z = % standardnormalverteilt. Also erhalten
wir flir y > m:

X—-m y—m o
o o y -

-1)2 _(y*m)2
P[X>y] =P > < “Q2m)y e 207, (4.12)
m

sowie eine entsprechende Abschitzung nach unten.
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4.4 Erwartungswert

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir wollen nun den Erwartungswert einer allgemeinen nicht
negativen Zufallsvariable X : Q — R definieren. Ist X diskret, also der Wertebereich X(Q) abzéhlbar, dann
gilt

E[X] = ) aP[X=a = ) apx(a). 4.13)

aeX(Q) aeX(Q)

Fiir Zufallsvariablen mit absolutstetiger Verteilung macht diese Definition offensichtlich keinen Sinn, da
liberabzéhlbar viele Werte angenommen werden, und die Wahrscheinlichkeit P[X = «] fiir jeden einzelnen
Wert a gleich Null ist. Stattdessen approximieren wir X durch eine monoton wachsende Folge von diskreten
Zufallsvariablen X;, (n € N) mit

X(w) = nll_l;lgo X (w) fiir alle w € Q,

und definieren den Erwartungswert E[X] dann als Grenzwert der Erwartungswerte E[X},]. Da die Folge
der Zufallsvariablen X, monoton wachsend ist, ist auch die Folge E[X},] der Erwartungswerte monoton
wachsend, und somit existiert der Grenzwert in [0, co].

Konkret unterteilen wir den Wertebereich [0, co) beispielsweise in Intervalle der Lidnge 27", und runden
Werte von X, die in einem dieser Intervalle liegen, auf die untere Intervallgrenze ab, d.h. wir setzen

X, (w) := k-27" falls k-27" < X(w) < (k+1)-27" fiir k € Ny.

Abbildung 4.8: Approximation einer allgemeinen Zufallsvariable durch diskrete Zufallsvariablen.
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Offensichtlich ist X,, eine Zufallsvariable mit abzdhlbarem Wertebereich, und es gilt

>k
Zz— b ox<kiy @.14)
k=0

Die Folge X,,(w) ist fiir jedes w monoton wachsend, da die Unterteilung immer feiner wird, und

lim X,(w) = supXy(w) = Xw) fiir alle w € Q.
n—oo neN

Definition 4.17 (Erwartungswert einer reellwertigen Zufallsvariable).

(i) Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X : Q — [0, 0] bzgl. P ist definiert als

E[X] := lim E[X,] = sup E[X,] € [0, ], (4.15)
=X neN

wobei (X, ), en eine beliebige monoton wachsende Folge von nichtnegativen diskreten Zufallsvaria-
blen mit X = lim X,, ist.

(ii) Fiir eine allgemeine Zufallsvariable X : Q — Rsei X = X* — X~ mit
X" :=max(X,0) und X :=-min(X,0)

die Zerlegung in den Positivteil X* und den Negativteil X~. Ist mindestens einer der beiden Er-
wartungswerte E[X "] bzw. E[X~] endlich, dann ist der Erwartungswert von X bzgl. P definiert
als

E[X] := E[XT]-E[X] € [-o,0].

Es ist zunéchst nicht klar, ob die Definition des Erwartungswerts einer nichtnegativen Zufallsvariable in
(4.15) von der Wahl der approximierenden Folge (X},) abhéngt. Tatséchlich kann man zeigen, dass dies nicht
der Fall ist:

Lemma 4.18 (Wohldefiniertheit). Die Definition in 4.17 (i) ist unabhdngig von der Wahl einer monoton
wachsenden Folge (X,,) von nichtnegativen diskreten Zufallsvariablen mit X = lim,, ey X,,.

Aus dem Lemma folgt auch, dass Definition 4.17 konsistent mit der oben gegebenen Definition des Erwar-
tungswerts einer diskreten Zufallsvariable ist: Ist X selbst diskret, dann konnen wir ndmlich insbesondere
die konstante approximierende Folge X, = X in (4.15) verwenden.

Fiir den Beweis von Lemma 4.18 verweisen wir auf die Vorlesungen AnarLysis III und EINFUHRUNG IN DIE
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE, sowie auf die Literatur, siehe z.B. KLENKE ,,Wahrscheinlichkeitstheorie* [1]
oder WiLLIAMS ,,Probability with martingales* [4, Appendix AS]. Tatséchlich ist der Erwartungswert einer
reellwertigen Zufallsvariable X nichts anderes als das Lebesgue-Integral [ X dP der Funktion X beziiglich
des WahrscheinlichkeitsmaBles P. Die Lebesguesche Integrationstheorie wird im Detail in der Vorlesung
Anavrysis III behandelt. Auch der Beweis der folgenden Aussagen findet sich in den obigen Referenzen und
in vielen anderen Lehrbiichern.

Satz 4.19 (Eigenschaften des Erwartungswerts). Fiir reellwertige Zufallsvariablen X,Y auf (Q, A, P) mit
E[|X]] < oo und E[|Y|] < oo, sowie fiir a,b € R gilt:

(i) Linearitit: E[aX +bY] = a-E[X]+b- E[Y].
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(i) Monotonie: Gilt P[X < Y] =1, dann folgt E[X] < E[Y].

(iii) Monotone Konvergenz: Ist (X,)nen eine monoton wachsende Folge von Zufallsvariablen mit
E[X[] < cound gilt P[X = lim X,,] = 1, dann folgt E[X] = lim, -« E[X,].

Die Aussagen sind von grundlegender Bedeutung fiir die Lebesguesche Integrationstheorie, siehe ANALY-
s1s III. Insbesondere der Beweis der letzten Teilaussage ist nicht trivial (Satz von Beppo Levi).

Erwartungswerte von Zufallsvariablen mit absolutstetiger Verteilung

Wir wollen nun in Analogie zu (4.13) eine Formel zur Berechnung des Erwartungswerts einer Zufallsvariable
X : Q — R mit absolutstetiger Verteilung herleiten. Sei f : R — [0, o) die Dichtefunktion, d.h.

c
P[X <c] = Fl(c) = / f(x)dx.
Insbesondere ist die Verteilungsfunktion stetig, und daher gilt fiir alle ¢ € R nach Satz 4.11

P[X=c] = F(c)—li{nF(y) = 0, undsomit P[X <c]=P[X <c]=F(c).
yTe

Satz 4.20. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungsdichte f.

(i) Ist X > 0, dann gilt

=
=
I

/ooxf(x) dx. (4.16)
0

(i) Allgemein gilt

=
s
I

/‘X’ x f(x) dx, 4.17)

vorausgesetzt [, x f(x)dx < oo oder f_ooo |x] f(x)dx < oo.

Beweis. (i) Sei zunichst X nichtnegativ. Wir approximieren X durch die in (4.14) definierte monoton
wachsende Folge diskreter Zufallsvariablen. Fiir n € N erhalten wir dann

E[X,] = Zk2‘"P[k2‘” <X <(k+1)2™7" = ZkZ‘" (F((k+1)27") = F(k2™™))
k=0 k=0
00 (k+1)27" 00
- / K2 () dx = / L, f(x)dx,
=0 k2—n 0

wobei wir | x|, := k27" fiir k € No mit x € [k27",(k + 1)27") setzen. Nach Definition 4.17 folgt dann

/Oooxf(x)dx.

EX) = Jim £X,] = Jim [ " Ll £ dx

n—oo

Hierbei folgt die Konvergenz der Integrale im letzten Schritt wegen

IA

‘/Oooxf(x)dx - /000 lx], f(x)dx| < /000 |x — [x],| f(x)dx 2_"/Ooof(x)dx =2"— 0
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fiir n — oo.

(ii) Im allgemeinen Fall iiberzeugt man sich leicht, dass X* und X~ nichtnegative Zufallsvariablen mit
Dichtefunktionen fx+(x) = f(x) - [(0,00)(x) und fx-(x) = f(=x) - Ii—c0,0)(—x) sind. Nach (i) folgt

o0 O
E[Xx7] =/O xf(x)dx und E[XT] = /_Oo|x|f(x)dx,

und damit erhalten wir

E[X] = E[X*]- E[X] = / " x () dx,

(%)

vorausgesetzt mindestens einer der beiden Erwartungswerte E[X™] oder E[X ] ist endlich. |

Bemerkung (Erwartungswert hingt nur von der Verteilung ab). Satz 4.20 zeigt insbesondere, dass ge-
nau wie im diskreten Fall auch der Erwartungswert einer absolutstetigen Zufallsvariable X nur von der
Verteilung ux von X abhingt. Dies gilt auch allgemein. Tatsédchlich gilt fiir eine beliebige reellwertige
Zufallsvariable

E[X] = /R x px(dx), (4.18)

sofern der Erwartungswert definiert, d.h. E[X*] oder E[ X ] endlich ist. Hierbei ist das Integral auf der rechten
Seite ein Lebesgue-Integral beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmales tx, sieche die Vorlesung EINFGHRUNG
IN DIE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE. Die Identitit (4.18) verallgemeinert sowohl die Berechnungsformel
(4.13) fiir den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen, als auch die Formel (4.17) fiir den Erwartungswert
absolutstetiger Zufallsvariablen.

Beispiele
Beispiel (Kontinuierliche Gleichverteilung). Fiir eine auf einem endlichen nichtleeren Intervall (a, b)
gleichverteilte Zufallsvariable U erhalten wir
1 1 1p*-a>  a+b
E U = I d = — d = - =
Ll /xb—a(a’b)(x) * b—a/ax R R 2

Beispiel (Exponentialverteilung). Der Erwartungswert einer zum Parameter A > 0 exponentialverteil-
ten Zufallsvariable T ist

(o] o0 1
E[T] = / x e Ig.w)(x) dx = / Axe ™ dx = / eYdx = T
0 0

Hierbei haben wir im vorletzten Schritt partielle Integration benutzt.

Beispiel (Normalverteilung). Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt

1 [ >
E[Z] = —/ xe ¥ dx = 0.
V27T —00

Eine mit Parametern m € R und o> € (0, o) normalverteilte Zufallsvariable X konnen wir darstellen als
X =m+o0Z mit Z ~ N(0,1). Aufgrund der Linearitit des Erwartungswerts erhalten wir

E[X] = m+0E[Z] = m
als Erwartungswert der Verteilung N(m, o%).

Beispiel (Eine Zufallsvariable, die weder diskret noch absolutstetig ist). SeiY = B-X mit unabhin-
gigen Zufallsvariablen B ~ Bernoulli(p) und Z ~ N(m, o). Nach dem Satz von der totalen Wahrschein-
lichkeit gilt fiir jede Menge A € B(R):

ux[A] P[Xe€ Al = P[X€A|B=0]-P[B=0]+ P[X€A|B=1]-P[B=1]
(1=p)-00[A] + p- N(O, D[A].
Die Verteilung von X ist also das WahrscheinlichkeitsmaB ux = (1 — p) 8o + p N(m, %), und

E[X] =(0-=p)-0+p-m = p-m.
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4.5 Transformationen von reellwertigen Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt iiberlegen wir uns zunichst, wie man Verteilungsfunktionen, Dichten und Erwartungs-
werte von transformierten Zufallsvariablen, d.h. von Funktionen g(X) einer Zufallsvariable X berechnen
kann. Mithilfe einer geeigneten Transformation kénnen wir auch reelle Zufallsvariablen mit einer vorgege-
benen Verteilungsfunktion F aus gleichverteilten Zufallsvariablen erzeugen. Ist beispielsweise die Vertei-
lungsfunktion F : R — [0, 1] streng monoton wachsend und stetig, also eine Bijektion von R nach (0, 1), und
ist U : Q — (0,1) auf (0, 1) gleichverteilt, dann hat die Zufallsvariable F~!(U) die Verteilung u, denn es gilt

P[FY(U)<¢c] = P[U < F(c)] = F(c¢) firallec € R.

Das beschriebene Inversionsverfahren werden wir in Satz 4.25 erweitern, um reelle Zufallsvariablen mit
beliebigen Verteilungen zu konstruieren. Da die Verteilungsfunktion dann im Allgemeinen keine Bijektion
ist, verwenden wir statt der Inversen F~! eine verallgemeinerte (linksstetige) Inverse, die durch die Quantile
der zugrundeliegenden Verteilung bestimmt ist.

Transformation von Verteilungsfunktionen und Dichten

Wir beginnen mit einem Beispiel.

Beispiel. Eine Lichtquelle strahlt gleichmiBig in alle Richtungen. Im Abstand a von der Lichtquelle
befindet sich eine Gerade. Wir wollen nun die Intensitétsverteilung der Lichtstrahlung auf der Geraden
berechnen. Ist & € (—n/2,7/2) der Winkel eines Lichtstrahls zur Normalen, dann konnen wir den
Auftreffpunkt des Lichtstrahls auf der Geraden durch a - tan 6 parametrisieren. Da die Lichtquelle
gleichmiBig in alle Richtungen strahlt, nehmen wir an, dass der Winkel 6 gleichverteilt ist. Die gesuchte
Intensititsverteilung ist dann (bis auf eine Normierungskonstante) die Verteilung von a - tan 6 fiir
0 ~ Unif(-m/2,7/2).

0y

0

\a

a-tanf

Sei nun allgemein I = (a,b) C R cin offenes Intervall, und sei X : Q — I eine Zufallsvariable auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Ferner sei g : I — g(I) C R eine streng monoton wachsende Funktion.
Insbesondere ist g bijektiv, die Umkehrfunktion bezeichnen wir mit g='.

Satz 4.21 (Transformation von Verteilungsfunktionen und Dichten).

(1) g(X) ist eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
Fyxy(c) = Fx(g7'(c)) fiirc € g(I). (4.19)

(i) Ist die Verteilung von X absolutstetig mit Dichte fx, und ist g stetig differenzierbar mit g’(x) > 0
fiir alle x € I, dann ist auch die Verteilung von g(X) absolutstetig mit Dichte

=Il . -1y to
o) = {fx(g 0D g™y fiiry e g(D) AT

0 sonst.
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Der zweite Teil der Aussage gilt auch im Fall g’ < 0. Man beachte, dass die Ableitung der Umkehrfunktion
in beiden Fillen durch (g7')'(y) = 1/g’(g~'(y)) gegeben ist.

Beweis. (i) Da g streng monoton wachsend ist, gilt
{gX)<ct ={X<g(e)} e A
fiir alle ¢ € g(I). Also ist g(X) eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
Foxy(©) = Plg(X) <c] = P[X <g7(c)] = Fx(g™'(c)).

(ii) Ist g stetig differenzierbar mit g’ > 0, dann ist auch die Umkehrfunktion g~! stetig differenzierbar. Nach
(i) erhalten wir dann mit der Substitution y = g(x):

g7 (c)

Fao(©) = P @) = [ fodx = [ e o6 0)dy
a g(a)
fiir alle ¢ € g(I). Die Behauptung folgt wegen P[g(X) ¢ g(I)] = 0. [ ]

Beispiel (Geometrische Wahrscheinlichkeiten I). Im Beipiel von oben nehmen wir an, dass 6 auf
(=n/2,7/2) gleichverteilt ist. Dann erhalten wir fiir a > 0:
1 1

—_— eR.
ra 1+ (x/a)? *

fatanO(x)

Die Verteilung mit dieser Dichte heifit Cauchyverteilung zum Parameter a.

0.2 +

| |
T T

—2 -1 1 2

Abbildung 4.9: Graph der Dichtefunktion fi, ¢

Beispiel (Geometrische Wahrscheinlichkeiten IT). Sei 6 : Q — [0,27) ein zufilliger, auf [0,27)
gleichverteilter, Winkel. Wir wollen die Verteilung von cos 6 berechnen. Da die Kosinusfunktion auf
[0,27) nicht streng monoton ist, ist (4.20) nicht direkt anwendbar. Wir konnen aber das Intervall [0, 27)
in die Teile [0, ) und [r,27) zerlegen, und dann die Verteilung dhnlich wie im Beweis von Satz 4.21
berechnen. Wegen

P[cos 6 > ¢] Plcos8 > cund 6 € [0,7)] + P[cos8 > cund 6 € [r,27)]

= P[# € [0,arccosc)] + P[0 € [2m — arccos ¢, 2n)]

2
= — -arccosc
2r

erhalten wir, dass cos 6 eine absolutstetige Verteilung mit Dichte

, 1 1
fcosg(x) = Fcos9(x) = ; . m; X € (_1, 1)

hat. Anstelle von (4.20) gilt in diesem Fall
Jeoso(x) = fx@(x)) - (O] + fx@2(x) - ()],
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wobei | (x) = arccos x und (x) = 21 — arccos x die Umkehrfunktionen auf den Teilintervallen sind.
Entsprechende Formeln erhilt man auch allgemein, wenn die Transformation nur stiickweise bijektiv ist.

Abbildung 4.10: Graph der Dichtefunktion feos¢

Transformationsformel fiir Erwartungswerte

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir diskrete Zufallsvariablen X : Q — R gilt

ElgX)] = ). g@)px(a)

aeX(Q)

fiir beliebige Funktionen g : R — R mit E[|g(X)|] < oo. Eine entsprechende Aussage gilt auch im
absolutstetigen Fall.

Satz 4.22. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit Verteilungsdichte f, und sei g : R — R eine Funktion,
fiir die g - f Lebesgue-integrierbar ist. Dann gilt

E[g(X)] = /]R 65) i) . @.21)

Insbesondere gilt
P[X € B] = E[Ip(X)] = /RIB(X)f(X) dx = /Bf(x) dx (4.22)

fiir alle Mengen B € B(R).

Ist g stetig differenzierbar mit g’ > 0, dann kdnnen wir den Satz mithilfe der Dichtetransformationsformel
beweisen. Nach Satz 4.21 erhalten wir in diesem Fall

E[g(X)] = /R ¥ fuco(y) dy = / IO dy = /R ¢(x) F(x) dx .
8

Hierbei haben wir im letzten Schritt die Substitution y = g(x) bzw. x = g~'(y) verwendet. Der Beweis im
allgemeinen Fall erfordert Grundlagen aus der Mafitheorie. Wir skizzieren die wesentlichen Schritte.
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Beweis (Skizze). (i) Wir bemerken zunichst, dass die Aussage fiir g = [(4,) mit —c0 < a < b < o0
erfiillt ist, denn

b
Ellgp(X)] = Pla<X <b] = F(b)-F(a) = / f(x)dx = /Rl(a,b](x)f(x) dx .

(ii) Als nichstes zeigen wir die Aussage fiir g = Ip, wobei B eine beliebige Borel-Menge ist. Zu zeigen
ist (4.22), also

ux[B] = /IB(x) f(x)dx := J[B] firalle B € B(R). (4.23)
Man kann zeigen, dass sowohl ux als auch J Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf $(R) sind. Nach
Schritt (i) wissen wir bereits, dass diese Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir Intervalle B = (a, b]

iibereinstimmen. Da diese Intervalle einen durchschnittsstabilen Erzeuger der Borelschen o-Algebra
bilden, folgt (4.23) nach dem Eindeutigkeitssatz 4.2.

(iii) Im néchsten Schritt zeigen wir, dass die Aussage fiir Funktionen g gilt, die nur endlich viele Werte
annehmen. Diese Funktionen sind Linearkombinationen von Indikatorfunktionen, d.h. g = 31", ¢; I,
mitn € N, ¢; € Rund B; € B(R). Daher folgt die Aussage aus (ii) und der Linearitit des Erwartungs-
werts.

(iv) Ist g : R — [0,00) eine beliebige messbare Funktion, d.h. {x € R : g(x) < ¢} € B(R) fiir alle
c € R, dann konnen wir g dhnlich wie in (4.14) als Grenzwert einer monoton wachsenden Folge von
messbaren Funktionen g,, schreiben, die nur endlich viele Werte annehmen. Nach (iii) und dem Satz
von der monotonen Konvergenz (siche Satz 4.19 (iii)) erhalten wir dann

Elg(X)] = Elim ,00] = lim Elgx)] = lim [ 5,00/ dx = [ g0 70 dx.

(v) Im allgemeinen Fall folgt die Aussage schlieBlich durch die Zerlegung g = g* — g™ |

Das obige Beweisverfahren wird sehr haufig verwendet, und manchmal auch als “mafitheoretische Induk-
tion” bezeichnet. Fiir Zufallsvariablen mit einer beliebigen Verteilung gilt in Analogie zu (4.21)

E[g(X)] = / o(x) ux(d),

wobei das Integral auf der rechten Seite ein Lebesgue-Integral beziiglich des WahrscheinlichkeitsmaBes px
ist, siche die Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE.

Quantile und Inversion der Verteilungsfunktion

Quantile sind Stellen, an denen die Verteilungsfunktion einen bestimmten Wert iiberschreitet. Solche Stel-

len miissen hdufig in praktischen Anwendungen (z.B. Qualitdtskontrolle) berechnet werden. Mithilfe von

Quantilen kann man verallgemeinerte Umkehrfunktionen der im Allgemeinen nicht bijektiven Verteilungs-

funktion definieren. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) mit

Verteilungsfunktion F'.

Definition 4.23 (Quantile). Sei u € [0, 1]. Dann heifit ¢ € R ein u-Quantil der Verteilung von X, falls
PIX<qg]<u und P X>qg]<1-u

gilt. Ein Median ist ein %—Quantil. Quantile zu u = %, %, ?—1 bezeichnet man als Quartile.
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Ist die Verteilungsfunktion streng monoton wachsend, dann ist ¢ = F~!(u) fiir u € (0,1) das einzige
u-Quantil. Im Allgemeinen kann es hingegen mehrere u-Quantile zu einem Wert u geben.

Beispiel (Empirische Quantile). Wir betrachten eine Stichprobe, die aus n reellwertigen Daten /
Messwerten xj,...,x, mit x; < xo < ... < x, besteht. Die empirische Verteilung der Stichprobe
ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung
1 n
/’l = ; Zl 6xi
i

auf (R,P(R)), d.h. fiir B C Rist
1 .
ulB] = —{xi € B,1 <i < n}|
n

die relative Haufigkeit des Bereichs B unter den Messwerten x;. Die empirische Verteilung ergibt sich,
wenn wir zufillig eini € {1,...,n} wihlen, und den entsprechenden Messwert betrachten. Die Quantile
der empirischen Verteilung bezeichnet man als Stichprobenquantile. Ist n - u nicht ganzzahlig, dann ist
X[n.u1 das eindeutige u-Quantil der Stichprobe. Ist hingegen u = k/n mit k € {1,...,n — 1}, dann ist
jedes g € [xg, xx+1] ein u-Quantil der empirischen Verteilung.

Wir definieren nun zwei verallgemeinerte Inverse einer Verteilungsfunktion F, die ja im Allgemeinen
nicht bijektiv ist. Fiir u € (0, 1) sei

G(u)
G(u)

inf{x e R: F(x) > u} =sup{x e R: F(x) < u}, und
inf{x e R: F(x) > u} =sup{x e R: F(x) < u}.

Offensichtlich gilt G(u) < G(u). Die Funktionen G bzw. G sind links- bzw. rechtsstetig. Ist F stetig
und streng monoton wachsend, also eine Bijektion von R nach (0, 1), dann ist G(u) = G(u) = F~'(u). Die
Funktion G heifit daher auch die linksstetige verallgemeinerte Inverse von F. Das folgende Lemma zeigt,
dass G(u) das kleinste und G(u) das groBte u-Quantil ist:

Lemma 4.24. Fiir u € (0,1) und g € R sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) gq ist ein u-Quantil.
(ii) F(q—) <u<F(q).
(iii) G(u) < q < G(u).

Hierbei ist F(q—) := li}n F(y) der linksseitige Limes von F an der Stelle q.
y/q

Beweis. Nach Definition ist ¢ genau dann ein u-Quantil, wenn
P[X<q]<u<1-P[X >q]=P[X <q]

gilt. Hieraus folgt die Aquivalenz von (i) und (ii).

Um zu beweisen, dass (3) dquivalent zu diesen Bedingungen ist, miissen wir zeigen, dass G(u) das kleinste
und G(u) das grofite u-Quantil ist. Wir bemerken zunichst, dass G(u) ein u-Quantil ist, da

F(Gu)-) = lim F(x) < u, und F(Gu)) = {181( F(x) = u

x,/G(u) —— G(u) ——
<u 2u
fiir x<G(u) fir x>G (u)

Andererseits ist x < G(u) kein u-Quantil, denn es gilt F(x) < u. Somit ist G(u) das kleinste u-Quantil. Auf
dhnliche Weise folgt, dass G(u) das groite u-Quantil ist. |
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Konstruktion und Simulation reellwertiger Zufallsvariablen

Wie erzeugt man ausgehend von auf (0, 1) gleichverteilten Zufallszahlen Stichproben von anderen Vertei-
lungen p auf R'?

Beispiel (Endlicher Fall). Gilt u[S] = 1 fiir eine endliche Teilmenge S C R, dann kénnen wir die Frage
leicht beantworten: Sei S = {xj,...,x,} € Rmitn € Nund x; < x; < ... < x;,.Die Verteilungsfunktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf S ist gegeben durch

F(e) = pl(=oo,cl] = " ul{x}].

inx; <c
Ist U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, dann wird durch
X(w) = xk falls F(xg-1) < U(w) < F(xg), xo := —oo,
eine Zufallsvariable mit Verteilung u definiert, denn fiir k = 1,...,n gilt

P[X = x| = F(xi) = F(xx-1) = p[{xx }].

F(z)

o T

g .

@ 0

=.

= (O e >

s I

4 —

g ——o0 1

E. —o0 |

—~ |

= = I

= & I

~ \ — N+ : : ¥ :
T, X2 I3 T4 I5 Te T

Abbildung 4.11: Erzeugen einer Stichprobe von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer endlichen
Menge {xi,...,x,} CR.

Wir wollen das Vorgehen aus dem Beispiel nun verallgemeinern. Sei F : R — [0, 1] eine Funktion mit
den folgenden Eigenschaften: F ist

(i) monoton wachsend: F(x) < F(y) Vx<y,

(ii) rechtsstetig: li?l F(x)=F(c) YceR,
xXlCc
(iii) normiert: lim F(x)=0 , lim F(x)=1.
x\,—0c0 x /400

Das folgende Resultat liefert eine explizite Konstruktion einer Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F':
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4.5 Transformationen von reellwertigen Zufallsvariablen

Satz 4.25 (Quantiltransformation). Ist ' : R — [0, 1] eine Funktion mit (i)-(iii), und G : (0,1) — R die
linksstetige verallgemeinerte Inverse, dann ist das Bild u := Unif(g 1) o G~! der Gleichverteilung auf (0, 1)
unter G ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf R mit Verteilungsfunktion F.

Insbesondere gilt: Ist U : Q — (0, 1) eine unter P gleichverteilte Zufallsvariable, dann hat die Zufallsva-

riable
X(w) = GU(w))

unter P die Verteilungsfunktion F.

Beweis. Da G(u) ein u-Quantil ist, gilt F(G(u)) > u, also
G(u) = min{x e R: F(x) > u},
und somit fiirc € R :

Gu)<c & F(x)>ufireinx<c = F(c)=>u.

Es folgt:
P[G(U) <c] = Unifg)[{u € (0,1): Gu) <c}] = F(c).
N —
— F(c)zu
Also ist F die Verteilungsfunktion von G(U) bzw. von p. |

Bemerkung. Nimmt X nur endlich viele Werte x; < x; < ... < x, an, dann ist F stiickweise konstant, und

es gilt:
G(u) = xi fiir Fxg-1) <u < F(xx), xo 1= —oo,

d.h. G ist genau die oben im endlichen Fall verwendete Transformation.

Als Konsequenz aus Satz 4.25 ergibt sich unmittelbar:

Korollar 4.26 (Existenzsatz). Zu jeder Funktion F' mit (i)-(iii) existiert eine reelle Zufallsvariable X bzw.
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R mit Verteilungsfunktion F.

Zudem erhalten wir einen expliziten Algorithmus zur Simulation einer Stichprobe von u:

Algorithmus 2: Direktes Verfahren zur Simulation einer Stichprobe x von u
Input : Linksstetige Inverse G der Verteilungsfunktion von u.
Output Stichprobe x von u.

1 Erzeuge (Pseudo)-Zufallszahl u € (0, 1);
2 Setze x := G(u) ;
3 return x;

Dieser Algorithmus funktioniert theoretisch immer. Er ist aber oft nicht praktikabel, da man G nicht immer
berechnen kann, oder da das Anwenden der Transformation G (zunéchst unwesentliche) Schwachstellen des
verwendeten Zufallsgenerators verstiarkt. Man greift daher oft selbst im eindimensionalen Fall auf andere
Simulationsverfahren wie z.B. ,,Acceptance Rejection* Methoden zuriick.
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4 Reelle Zufallsvariablen

r
1+ —
lfp o
I
) T

Abbildung 4.12: G(U) = I{y>1-py ist Bernoulli(p)-verteilt.

Beispiele. (i) BerNouLLI(p)-VERTEILUNG AUF {0, 1}. Hier gilt
F=(1-p)- Ijo,1) + 1- I11,00) und G = Ia-p 1.
Also ist die Zufallsvariable G(U) = I{y<i1-p) fiir U ~ Unif g ;) Bernoulli(p)-verteilt.

c—a

(i) GLEICHVERTEILUNG AUF (4, b). Hierist F(c) = =5

fiir ¢ € [a, b], und damit
G(u) =a+(b-au,
siehe Abbildung 4.13. Also ist a + (b — a)U fiir U ~ Unif{g, 1) gleichverteilt auf (a, b).

F
1

Abbildung 4.13: G(U) = a + (b — a)U ist auf (a, b) gleichverteilt.

(iii) EXPONENTIALVERTEILUNG MIT PARAMETER A > 0:
. 1
Fe)=1-¢, Gu)=F'(u)= - log(1 — u).
Anwenden des negativen Logarithmus transformiert also die gleichverteilte Zufallsvariable 1 — U

in eine exponentialverteilte Zufallsvariable.

4.6 Mehrdimensionale Verteilungen

Um Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte zu berechnen, die von mehreren reellwertigen Zufallsvaria-
blen Xj,..., Xy abhédngen, bendtigen wir wie schon im diskreten Fall deren gemeinsame Verteilung. Diese
ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R¥.
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R¢
Ahnlich wie im eindimensionalen Fall kénnen wir die Borelsche o-Algebra B(R?) als die von den Quadern

(a1, b1] X (az, bp] X - - - X (ag, ba], —0<a; <b; <o firi=1,...,d,
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4.6 Mehrdimensionale Verteilungen

erzeugte o-Algebra definieren. Ein anderes durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borelschen o-
Algebra bilden die Mengen

(—00,c1] X (=00,c] X -+ X (=00,cq4], c1,...,¢q €R.

AuBerdem wird B(R%) auch von der Kollektion aller offenen, sowie von der Kollektion aller abgeschlossenen
Teilmengen des R? erzeugt. Die nichste Aussage folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 4.2.

Korollar 4.27 (Mehrdimensionale Verteilungsfunktion). Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf
B(RY) ist eindeutig festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten

F(ct,...,cq) = u[(=00,c1] X - X (=00,c4] ], C1,...cq €R.

In Analogie zum eindimensionalen Fall definieren wir:

Definition 4.28 (Absolutstetige Verteilung; Dichtefunktion). Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung y auf
(R4, B(RY)) heiBt absolutstetig, falls eine integrierbare Funktion f : R — [0, co) existiert mit
by ba
pl(a,bi] x -+ x(aq,bal] = / f(x1,. o xa) dxg -+ - dx (4.24)
ag a

d

fiir alle —oo < @; < b; < 0o (i = 1,...,d). Eine integrierbare Funktion f : R4 — [0, c0) mit (4.25) heift
Dichtefunktion von .

Hierbei sind die Integrale im Allgemeinen als Lebesgue-Integrale zu interpretieren. Nach dem Satz von
Fubini ist das Mehrfachintegral unabhingig von der Integrationsreihenfolge, siche Anavrysis III. Mithilfe
des Eindeutigkeitssatzes 4.2 kann man zeigen, dass im absolutstetigen Fall

u[B] = /_m---/_Do Ig(x1,...,xq) f(x1,...,xq) dxg---dxi (4.25)
fiir alle Mengen B € B(R?) gilt.
Beispiel (Gleichverteilung). Sei A € B(R?) mit
vol[A] = /‘X’.“/OO Ia(x1,...,xq) dxg---dx; € (0,00).
Dann heiBt die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R%, B(R)) mit Dichtefunktion

1
flx) = Vol[A] I4(x)

Gleichverteilung auf der Menge A.

Produktmodelle
Sind fi,. .., fa : R — [0, c0) Dichten von Wahrscheinlichkeitsverteilungen ., . . ., ug auf R, dann ist
fxn.oxq) = filxa)- o) - - fa(xa) (4.26)

die Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R¢. Die Verteilung y ist das Produkt p; ® - - - ® g der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen puy, wo, . . ., iq, d.h. es gilt

,u[31 X'--Bd] = ,ll][B]]' s /ld[Bd] fiir alle Bi,...By EB(R).
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Beispiel (Gleichverteilung auf d-dimensionalem Quader). Ist y; = Unif,, ;,) die Gleichverteilung
auf einem endlichen Intervall (a;, b;),—c0 < a; < b; < co,dannist u = u;®...Q uy die Gleichverteilung
auf dem Quader S = (ay,b1) X ... X (aq, bg), denn fiir die Dichtefunktion gilt:

d

H’(ai,bi)(xi) _ Is(x)
bi —a; B VOI[S] ’

f(xl,. . .,xd)

Ein anderes Produktmall von fundamentaler Bedeutung fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie ist die mehr-
dimensionale Standardnormalverteilung:

Beispiel (Standardnormalverteilung im R?). Das Produkt y = ®lflzl N(0,1) von d eindimensionalen
Standardnormalverteilungen ist eine absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R4, B(R%)) mit
Dichte

a1 x; Ix[?
f(xp,. . xg) = n(\/? exp (—7’)) = (27r)_d/2 exp (—T), x € R,
T

i=1

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung u heillt d-dimensionale Standardnormalverteilung.

Abbildung 4.14: Dichte der Standardnormalverteilung im R?,

Allgemeinere mehrstufige Modelle kann man im absolutstetigen Fall dhnlich wie im diskreten Fall kon-
struieren. Die Dichte hat dann die Form

fxt,.xq) = filxr) - olalxr) - fxslxnx2) - -0 - faxalxr, ... xq-1)

wobei fi die Marginaldichte der ersten Komponente ist, und f5, . . ., fg bedingte Dichten sind.

Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X1, X», . . ., Xy Abbildungen von Q — R. Wir versehen
R mit der Borelschen o-Algebra 8(R9). Dann ist die Abbildung X = (Xj,.. ., Xy;) mit Werten im R¢ eine
Zufallsvariable (oder ein Zufallsvektor), falls

X YB) = {XeB} ¢ A firalle Be BRY).
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4.6 Mehrdimensionale Verteilungen

Die Verteilung ux von X beziiglich P ist in diesem Fall die durch
ux[Bl = P[X € B] = P[(X;,...Xa) € Bl, ~ BeBRY,
definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Lemma 4.29. Eine Abbildung X = (Xi,...,Xq) : Q — R ist genau dann eine Zufallsvariable, wenn die
Komponentenabbildungen X\, . . ., X, reellwertige Zufallsvariablen sind.

Beweis. Die Borelsche o-Algebra auf R¢ wird erzeugt von den Mengen (—co,c¢1] X - - X (=00, ¢q] mit

C1,...,cq € R. Daher ist X genau dann eine Zufallsvariable mit Werten im R%, wenn die Mengen

{Xi1 <ct,...,Xg < cq} = {X e€(—00,c1] X+ X (—00,cq]}
alle in A enthalten sind. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn {X; < ¢;} € A fiirallei = 1,...,d und
c1,...,cq € R gilt, also wenn die Komponenten Xj,. . ., Xy Zufallsvariablen sind. |

Wie im diskreten Fall heif3t die Verteilung px des Zufallsvektors X = (X,. . ., Xy) gemeinsame Verteilung
von Xi,...,X4. Aus der gemeinsamen Verteilung konnen wir auch die Randverteilungen berechnen, d.h. die
Verteilungen uy, der einzelnen Zufallsvariablen Xj, . . ., Xy. Beispielsweise gilt

ux,[B] = P[X; € B] = PIXe BxRx---XR] = ux[BXRx---xR] fiiralle B € B(R).

Lemma 4.30. Ist die gemeinsame Verteilung ux der Zufallsvariablen Xi,. .., X4 absolutstetig mit Dichte
f(x1,...,xq), dann sind auch die Randverteilungen px,, . . ., ux, absolutstetig mit Dichten
fx(xi) = / & / f(x1,. ., xq) dxydxy -+ - dxi—y dxiyy - dxg. (4.27)
R R

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zeigen wir die Aussage im Fall i = 1. Hier gilt nach dem
Satz von Fubini

ux,[B] = /-../IBXRdI(XI,...,Xd)f(.XI,...,xd) dy, - dy,

/B(/R.../Rf(xl,...,xd)dJQ...dxd i,

fiir alle B € B(R), woraus die Behauptung folgt. |

Beispiel. Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X; und X sei die Gleichverteilung auf dem
Dreieck
A = {XERZ tx1 20,0 <1, x SXZ}.

Da das Dreieck den Flidcheninhalt 1/2 hat, ist

flx,x) = % La(x1,x2)

die Dichte der gemeinsamen Verteilung. Damit erhalten wir als Verteilungsdichte von Xj:

Sx (x1) /f(xl»xz) dx, = 2/1x120,x1£xz£1 dx;
R

2‘IJC120'/IX1SX2S] de = 2'(1_-x1)'IOSX1Sl-

Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen

Unabhiingigkeit von allgemeinen reellwertigen Zufallsvariablen kénnen wir dhnlich wie im diskreten Fall
definieren. Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und / eine beliebige Menge.
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Definition 4.31. Eine Familie X; : Q — R (i € I) von reellwertigen Zufallsvariablen auf (Q, A, P) heif3t
unabhingig, falls die Ereignisse {X; € B;} (i € I) fiir alle Mengen B; € 8(R) unabhéngig sind.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass die Zufallsvariablen X; (i € I) genau dann unabhéngig sind,
wenn jede endliche Teilkollektion unabhiingig ist. Daher beschrinken wir uns im folgenden wieder auf den
Fall I ={1,...,d} mitd € N.

Satz 4.32. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Xj,...,Xg sind unabhingig.

(i) Die Ereignisse {X; < c1},...,{Xg < cq} sind unabhingig fiir alle cy,...,cqy € R.

x,(c1,...,ca) = Hflzl Fx,(c;) fiiralle cy,...,cq €R.

.....

. d
(iv) HXy,...Xa = ®i:1 HX; -

Hierbei bezeichnet Fx,
lar 4.27.

x> siehe Korol-

..........

Beweis. Da die Borelsche o-Algebra auf R¢ von den Mengen (—oco,¢|] X - - - X (—00, c4] erzeugt wird, folgt
die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen mithilfe des Eindeutigkeitssatzes 4.2. Die Aquivalenz der iibrigen
Aussagen zeigt man dhnlich wie im Beweis von Satz 2.14. |

Im absolutstetigen Fall ergibt sich die folgende Aussage als Konsequenz aus Satz 4.32.

Korollar 4.33. Absolutstetige Zufallsvariablen X; : Q — R (i = 1,...,d) mit Dichtefunktionen f; sind
genau dann unabhéngig, wenn die gemeinsame Verteilung absolutstetig ist, und die Dichte der gemeinsamen
Verteilung eine Darstellung in Produktform

d
fxiox, (X1, 0xq) = C'l_lgi(xi) Y (x1,...,xq) € RY (4.28)
5o

mit Funktionen g; : R — [0, c0) und einer Proportionalititskonstanten ¢ € R hat. In diesem Fall sind die
Marginaldichten f; proportional zu g;, und es gilt

Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

Seien X,Y : Q — R unabhingige Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Im diskreten
Fall konnen wir die Massenfunktion der Verteilung von X + Y mithilfe der Faltungsformel (2.14) aus den
Massenfunktionen der Verteilungen von X und Y berechnen. Eine entsprechende Aussage gilt auch im
absolutstetigen Fall.

106 Universitit Bonn



4.6 Mehrdimensionale Verteilungen

Satz 4.34 (Faltung von absolutstetigen Wahrscehinlichkeitsverteilungen). Sind X und Y unabhingige
Zufallsvariablen mit absolutstetigen Verteilungen mit Dichten fx und fy, dann ist auch die Verteilung von
X + Y absolutstetig mit Dichte

frar(@ = (i * f)@) = / ) il =) (4.29)

Beweis. Da X und Y unabhingig sind, hat die gemeinsame Verteilung die Produktdichte fx (x) fy(y). Mithilfe
der Substitution z = x + y erhalten wir

[ s [ [ s

P[X+Y < c]

/: oo/:x, fx(x) fy(z=x)dx dz = /SC (fx * f)(2) dz

=—00

fiir alle ¢ € R. Dabei haben wir den Satz von Fubini benutzt, um die Integrationsreihenfolge zu vertauschen.ll

Beispiel (Faltung von Gleichverteilungen). Sind X und Y unabhingige, auf dem Intervall (0, 1) gleich-
verteilte Zufallsvariablen, dann hat X + Y die Verteilungsdichte

& min(z,1) z fir0<z<1,
fxav(2) = / Too,1y(x) Io,1y(z — x) dx = / ldx = 12—z firl<z<2,
- max(0,z—-1)
0 sonst.

Werte nahe 1 sind also fiir X + Y wahrscheinlicher als Werte nahe 0 oder 2.

Beispiel (Faltung von Normalverteilungen). Sind X und Y unabhingig und normalverteilt mit Para-
metern (m,v) und (m,v), dann ist X + ¥ normalverteilt mit Parametern (m + m,v + V). Dies kann man
zum Beispiel mithilfe der Faltungsformel nachrechnen.

Berechnung von Erwartungswerten und Kovarianzen

Erwartungswerte der Form E[g(Xi, X»,. .., Xs)] kann man fiir reellwertige Zufallsvariablen Xi, X, ..., Xy,
deren gemeinsame Verteilung absolutstetig mit Dichte f(xy, x2,. .., Xxg) ist, dhnlich wie im eindimensionalen
Fall berechnen.

Satz 4.35. Ist die Funktion g - f : R? — R integrierbar, dann gilt
Elg(X,X,...,Xq)] = /_: /_: S /_: g(x,x0,. .., xq) f(x1,x0,...,xq) dxq ---dxp dx;. (4.30)
Insbesondere gilt fiir alle Mengen B € B(R?):
P[(X1,X5,...,Xy) € B] = /_: /_: . /_: Ig(x1,%2,...,%q) f(x1,%2,...,%q) dxg ---dxy dx;. (4.31)

Der Beweis verlduft dhnlich wie der oben skizzierte Beweis von Satz 4.22. Beispielsweise erhalten wir fiir
zwei reellwertige Zufallsvariablen X und Y mit E[X?] < co und E[Y?] < co:

Cov[X,Y] = E[XY]-E[X]E[Y] (4.32)
/_/_xyf(x,wdydx—/_ / xf(w)dydx/_ / v fx.y) dy dx.
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Beispiel (Zweidimensionale Normalverteilung mit Korrelation). Ist die gemeinsame Verteilung von
X undY die zweidimensionale Standardnormalverteilung mit Dichte f(x, y) = (27)~! exp (—(x2 +y2)/ 2),
dann sind X und Y unkorreliert. Allgemeiner gilt fiir o € (-1, 1): Ist die gemeinsame Verteilung von X
und Y die zweidimensionale Normalverteilung mit Dichtefunktion

1 [ x2 —20xy + y?
241 = @2 2(1- 0%

dann sind X und Y standardnormalverteilt mit Korrelation

>

fQ(-x’ y) =

olX,Y] = Cov[X,Y] = o.

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.
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5 Grenzwertsatze und Statistik

5.1 Grenzwertsatze

Von der Binomialverteilung zur Normalverteilung

Die Binomialverteilung mit Parametern n und p beschreibt die Verteilung der Anzahl derjenigen unter n
unabhingigen Ereignissen mit Wahrscheinlichkeit p, die in einem Zufallsexperiment eintreten. Viele Anwen-
dungsprobleme fiihren daher auf die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bzgl. der Binomialverteilung.
Fiir groBe n ist eine exakte Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten aber in der Regel nicht mehr moglich.
Bei seltenen Ereignissen kann man die Poissonapproximation zur niherungsweisen Berechnung nutzen:

Konvergiert n — oo, und konvergiert gleichzeitig der Erwartungswert n - p,, gegen eine positive reelle Zahl
A > 0, dann nihern sich die Gewichte b, ,, (k) der Binomialverteilung denen einer Poissonverteilung mit

Parameter A an:
n

_ P
k)p’,i(l—pn)" ks et (k=0,1,2,..)),

bn,pn(k) = ( k!

sieche Satz 1.11. Geht die Wahrscheinlichkeit p,, fiir n — oo nicht gegen 0, sondern hat zum Beispiel einen
festen Wert p € (0, 1), dann kann die Poissonapproximation nicht verwendet werden. Stattdessen scheinen
sich die Gewichte der Binomialverteilung einer GauB3schen Glockenkurve anzunihern, siehe z.B. Abbildung
4.3 oder die Mathematica-Demonstrationen auf der Vorlesungshomepage. Wir wollen diese Aussage nun
mathematisch prizisieren und beweisen.

Wir analysieren zunéchst das asymptotische Verhalten von Binomialkoeffizienten mithilfe der Stirlingschen
Formel.

Definition 5.1 (Asymptotische Aquivalenz von Folgen). Zwei Folgen a,,, b, € R, (n € N), heiBlen asym-
ptotisch dquivalent (a, ~ by), falls

lim — =1 gilt.

Bemerkung. Fiir Folgen mit Werten a,,, by, c,,d, € Ry gilt :

i ap~b, <<= dg,—>0:a,=b,(1+¢g,) < loga,—-logh, — 0,
(i) an ~ bn — by ~ ap — % ~ i,

(ii) a, ~ by, cn ~d, = a,-c,~b,-d,.

Satz 5.2 (Stirlingsche Formel).
n
n! ~ V2an - (’2)
e
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Einen Beweis der Stirlingschen Formel findet man in vielen Analysis-Biichern, siehe z.B. Forster:,,Analysis
1”. Dass der Quotient der beiden Terme in der Stirlingschen Formel beschrinkt ist, sieht man rasch durch
eine Integralapproximation von logn! :

n n n k
Zlogk = / log x dx + Z (log k — log x) dx
k=1 0 k=17 k=1

log n!

(IR |
logn — +—E—+01
nlogn—n 2k:1k (1)

1
= nlogn—n + Elogn + O(1),

wobei wir im vorletzten Schritt die Taylor-Approximationen logk — logx = %(k — x) + O(k™2) auf den
Intervallen [k — 1, k], k > 2, verwendet haben. Ein alternativer, sehr kurzer vollstéindiger Beweis der Stirling-
Formel mit Identifikation des korrekten asymptotischen Vorfaktors V27 wird in J.M. Patin, The American
Mathematical Monthly 96 (1989) gegeben.

Mithilfe der Stirlingschen Formel konnen wir die Gewichte

bn,p(k) = (Z)Pk(l _p)n—k

der Binomialverteilung fiir gro3e n und k approximieren. Sei dazu S,, eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable
auf (Q, A, P). Fiir den Erwartungswert und die Standardabweichung von S;, gilt:

E[S]=np und o[S,] = yVar[S,] = Vnp(1 - p).

Dies deutet darauf hin, dass sich die Masse der Binomialverteilung fiir gro3e n iiberwiegend in einer
Umgebung der GroBenordnung O(y/n) um np konzentriert.

NG

Abbildung 5.1: Die Gewichte der Binomialverteilung liegen fiir grof3e n ndherungsweise auf einer Glocken-
kurve mit Mittel np und Standardabweichung +/np(1 — p).

Wir werden nun die Gewichte
n _
bnp(k) = P[Sy = k] = (k)p"u -

der Binomialverteilung fiir groBe n und k in Umgebungen der GroBenordnung O(+/n) von np ausgehend
von der Stirlingschen Formel approximieren, und die vermutete asymptotische Darstellung prézisieren und
beweisen. Dazu fiihren wir noch folgende Notation ein: Wir schreiben

an(k) =~ by(k) (,,Jokal gleichmifBig asymptotisch dquivalent*),
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falls
. an(k) ’ .. .
lim su -1 = 0 fiiraller € R, gilt,
noes oo | bak) v &
wobei
Uisr = {0<k<n:|lk—np|<r- -n}.

Die Aussagen aus der Bemerkung oben gelten analog fiir diese Art der lokal gleichméBigen asymptotischen
Aquivalenz von a,(k) und b, (k).

Satz 5.3 (Grenzwertsatz von De Moivre (1733) und Laplace (1819)). Sei S,, binomialverteilt mit Para-
metern n € N und p € (0,1), und sei 0> = p(1 — p). Dann gilt:

- 1 1 [k—-np 2
(i) P[Sn = k] = bn, (k) & bn, (k) = EXpl—5 > ( ) o
P P V2nno? 202\ +n
Sn —np n,/'oo b 1 2 .. .
ii) Pla < <b -— exp |- ) dx fir alle a,b € Rmita < b.
(&) \n ] 2[ 2no? p( Z(Tz)

Beweis. (i). Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten:

(a) Wir zeigen zunachst mithilfe der Stirlingschen Formel, dass

_ 1 p k 1 -p n—k
bn,p(k) ~ bn,p(k) = — (k_/n) . (1 — k/l’l) 5.1

2rnk(1 - k)

gilt. Nach der Stirlingschen Formel ist

n!
lim —— = 1.
n—® \Dan(n/e)"?

Wegen k > np — r - \/n fiir k € U, folgt

0 fiir n — oo,

k!
—_
21k (k/e) |

sup
keUy »

d.h.
k'~ V2rk(k/e).

Analog erhilt man

(n=K)! =~ V2a(n-k)((n-k)/e)"™",

und damit

n! n— V2rn - - pk - (1 - p)rk
bupk) = ————=p(1-py"* ~ )
kt-(n—k)! 2n\Jk(n— k) - k* - (n - kyn=*

n np\k (n(1 = p) "_k__
\ 27k(n — k) (7) ( n—k ) = bup(k).
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(b) Wir zeigen nun weiterhin mithilfe einer Taylorapproximation, dass

bup(k) =~  bypk) (5.2)

gilt. Dazu benutzen wir mehrfach die Abschétzung

——-p| £ r-n: fiir k € Uy .
n

k ‘ |
Hieraus folgt zunédchst unmittelbar

27m§ (1 - S) ~ A2anp(1-p) = N2mno?. (5.3)

Um die Asymptotik der iibrigen Faktoren von En, p(k) zu erhalten, nehmen wir den Logarithmus, und
verwenden die Taylorapproximation

1
2p(1 - p)

die man durch Berechnen der Ableitungen der Funktion auf der linken Seite an der Stelle x = p
verifiziert. Wir erhalten

p \(1-p \""| _ Ko K/ LK) g (LK

() (F) | = 5] - (=3[
1 ko) ko

- a=plaor) soln-r)

Wegen |§ —p|3 < Penifiirk e U, , folgt

(x =p)* + O(x - pP),

1-
xlogf + (1 -x)log *
p I-p

1
—log
n

p k l—p n—k n k 2
1 - = —|-- + Ry s
Og((k/n) (l—k/n) ) 202 (n p) fon
wobei |Rk | < const. - P07 fiir alle k € U,.r, d.h
k n-k 2
p 1-p n (k
—_— ~ -—— == . 5.4
(k/n) (l—k/n) eXp( 202(;1 p) ) >4

Aussage (5.2) folgt dann aus (5.3) und (5.4).
(c) Aus (a) und (b) folgt nun Behauptung (i).

(ii). Aufgrund von (i) erhalten wir fiir a,b € R mit a < b:

Sy —n ~
Plas™ P <p| = 3 bupk) = D bupk)1+enpk),
Vn ke{0.1,....n} ke{0.1,....n}
a<tP <p a< 7l <p
wobei
Enp = sup  |enpk)) — O fir n — oo, (5.5)
ask‘—\/%psb
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Wir zeigen nun

b
— 1 x2
lim > bapk) = exp(——z) dx (5.6)
" k(0.1 J V2ro? 20
ask’—\/"ﬁ”sb

Zum Beweis von (5.6) bemerken wir, dass

k —np
r, = ck=0,1,...,ny C R
! { \n }

ein dquidistantes Gitter mit Maschenweite 1/+/n ist. Es gilt

- 1
bup(k) = —. (5.7
ke{O;..,n} x; N2no \/ﬁ

ag% <b as<x<b

Fiir n — oo folgt dann (5.6), da die rechte Seite in (5.7) eine Riemannsummenapproximation des Integrals
in (5.6) ist, und der Integrand stetig ist. Die Behauptung folgt nun aus (5.5) und (5.6). |

Der Satz von De Moivre/Laplace impliziert, dass die Zufallsvariablen S"%

gegen eine N(0,02)-verteilte Zufallsvariable mit Varianz o> = p(1 — p) konvergieren:

fiir n — oo in Verteilung
S, —np 2}
\Vn

D
Hierbei bedeutet Konvergenz in Verteilung (convergence in distribution; Notation ,,— “), dass die Verteilun-
gen der Zufallsvariablen schwach konvergieren, d.h. fiir die Verteilungsfunktionen gilt

oZ  mitZ~ N(0,1).

x2

e 202 dx = Fyz(c) fir alle ¢ € R. (5.8)

lim Fs,- Suznp (c) =

e x/F

Konvergenz in Verteilung ist nicht wirklich ein Konvergenzbegriff fiir Zufallsvariablen, sondern ,,nur” eine
Konvergenz der Verteilungen. Fiir die standardisierten (d.h. auf Erwartungswert O und Varianz 1 normierten)
Zufallsvariablen gilt entsprechend

Sn - E[Sn] Sn —-np

D
o5 = - —  Z. 5.9)

Bemerkung. (i) Die Aussage (5.9) istein Spezialfall eines viel allgemeineren zentralen Grenzwertsatzes:
Sind X1, X5, . . . unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit endlicher Varianz, und ist S,, =
X1 + ...+ X, dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten Summen

Sn - E[Sn]
o (Sn)

schwach gegen eine Standardnormalverteilung. Normalverteilungen treten also als universelle Skalie-
rungslimiten der Verteilungen von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen auf.

(i) Heuristisch gilt fiir groBe n nach (5.9)
o Se R mparmp(i-p)-z, (5.10)

D
wobei ,,~* dafiir steht, dass die Verteilungen der Zufallsvariablen sich einander in einem gewissen
Sinn anndhern. In diesem Sinne wire fiir grofle n
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»Bin(n,p) ~  N(np,np(l - p)).*
Entsprechende ,,Approximationen* werden hédufig in Anwendungen benutzt, sollten aber hinterfragt
werden, da beim Ubergang von (5.9) zu (5.10) mit dem divergierende Faktor v/ multipliziert wird.
Die mathematische Prézisierung entsprechender heuristischer Argumentationen erfolgt iiblicherweise
iiber den Satz von De Moivre/Laplace.

Beispiel (Normalapproximation der Binomialverteilung). Seien Xi, X»,... unabhingige Zufallsva-
riablen mit P[X; = 0] = P[X; = 1] = % und sei S,, = X + ...+ X, (z.B. Hiufigkeit von ,,Zahl* bei n
fairen Miinzwiirfen). In diesem Fall ist p = 1/2 und o = \/p(1 — p) = 1/2.

(i) 100 faire Miinzwiirfe: Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 60 mal Zahl fillt, gilt
S100 — E[S100] , 10

o (S100) V100

Da %1&3)]00] nach (5.9) niaherungsweise N(0, 1)-verteilt ist, und 0_\1/?070 = 2 gilt, folgt

P[Si00 > 60] = P[Si00 — E[S100] >10] = P

P[Si00>60] ~ P[Z>2] = 1-®Q2) =~ 00227 = 227%.

(ii) 16 faire Miinzwiirfe: Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass genau 8 mal Zahl fillt, ergibt sich

S16 — E[S16] 0.5
P[Sis=8] = P[1.5<8,6<85] =P ” <
: : a(Si6) |~ oViG
Mit #5176 = 4]'1 folgt ndherungsweise
P[Sic=8] = P[|Z]<1/4] = 10.1974....

Der exakte Wert betridgt P[Sis = 8] = 0.1964. ... Bei geschickter Anwendung ist die Norma-
lapproximation oft schon fiir eine kleine Anzahl von Summanden relativ genau!

Der zentrale Grenzwertsatz

Seien Xj, X»,... unabhingige, identisch verteilte reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, A, P) mit Erwartungswert m € R und endlicher Varianz o2, und sei S, =Xi +...+ X,,. Nach
dem Gesetz der groflen Zahlen gilt

S
2 S5 m P-fast sicher und P-stochastisch.
n

Wie sieht die Verteilung von S,, fiir grofle n aus?

Um eine asymptotische Darstellung zu erhalten, reskalieren wir zunéchst wieder so, dass die Erwartungswerte
gleich 0 und die Varianzen konstant sind. Es gilt

E[S,] = n-m und Var[S,] = n-o?,

also hat die Zufallsvariable
S,—n-m

- 1 &
Sp = — = — Xi—m
n N N7 ;:1 (X; —m)
unabhingig von n den Erwartungswert E [gn] = 0 und die Varianz

Var [§n] = Var[%] = %-Var[Sn] = o2

114 Universitit Bonn



5.1 Grenzwertsitze

Satz 5.4 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X, X,,... unabhangige, identisch verteilte reellwertige Zu-
fallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit Erwartungswert m € R und endlicher
Varianz o2 > 0, und sei

S, = X1 +...+X,.

Dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten Summen S, fiir n — oo schwach gegen N(0, 02),
d.h., fiir alle a,b € R mita < b gilt

b
Sn —np ] n—oo / 1 ( x2 )
P[as <b — exp|——=|dx.
a

Vn 2ro? 202

Bemerkung. (i) Alternativ kann man die standardisierten Summen auf Varianz 1 normieren, und erhélt

-F —00
Verteilung (Sn [S"]) £

_ —>  Verteilung (Z),
P g(2)

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

(ii) Die Limesverteilung im zentralen Grenzwertsatz ist unabhéngig von der Verteilung von Xj, vor-
ausgesetzt, es gilt E [Xlz] < oo0. Die Normalverteilung tritt also als universeller Skalierungslimes der
Verteilungen von Summen unabhingiger identisch verteilter Zufallsvariablen auf. Dies erklért, warum
die Normalverteilungen in der Stochastik von so groer Bedeutung sind.

Beispiele. (i) Sind Xj, X»,. .. unabhingige Zufallsvariablen mit P[X; = 1] = p und P[X; = 0] =
1-p,dannist S, = Z?:l X; binomialverteilt mit Parametern n und p. Die Aussage des Zentralen
Grenzwertsatzes folgt in diesem Fall aus dem Satz von de Moivre/Laplace.

(i) Sind die Zufallsvariablen X; unabhéngig und Poisson-verteilt mit Parameter 4 > 0, dann ist
Sn = 2., Xi Poisson-verteilt mit Parameter n1. Der Zentrale Grenzwertsatz liefert in diesem
Fall eine Normalapproximation fiir Poisson-Verteilungen mit grofer Intensitit.

(iii) Sind X, X, . .. unabhéngige, N(m, 0'2)—verteilte Zufallsvariablen, dann gilt

~ X1+ Xo0+...+ X, —
5, = 2t h n T NG, 0?)
\n

fiir alle » € N (und nicht nur asymptotisch!).

Ein vollstdndiger Beweis des zentralen Grenzwertsatzes wird in der Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE WAHR-
SCHEINLICHKEITSTHEORIE gegeben. An dieser Stelle skizzieren wir nur die Idee eines Beweises mithilfe
von charakteristischen Funktionen. Wie schon im Beweis des Satzes von De Moivre/Laplace spielt eine
Taylor-Approximation bis zur zweiten Ordnung eine entscheidende Rolle.

Beweis (Skizze). Wir setzen ohne Beschriinkung der Allgemeinheit voraus, dass die Zufallsvariablen X;
zentriert sind, d.h. E[X;] = 0. Anderenfalls betrachten wir stattdessen die zentrierten Zufallsvariablen
X i = X;j — E[X;]. Gilt die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes fiir diese Zufallsvariablen, dann gilt sie
auch fiir die Zufallsvariablen X;. Um nun die Asymptotik der Verteilungen der entsprechend standardisierten
Summen S,,/4/n zu bestimmen, betrachten wir charakteristische Funktionen. Die charakteristische Funktion

einer reellwertigen Zufallsvariable X ist die durch

¢(t) := E["*] = E[cos(tX)] + i-E[cos(tX)], t€R,
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definierte komplexwertige Funktion ¢ : R — C. Hierbei ist /¥ = cos(x) + i sin(x) die komplexe Exponenti-
alfunktion, und der Erwartungswert einer komplexwertigen Zufallsvariable ist definiert, indem man separat
die Erwartungswerte des Real- und Imaginirteils berechnet. Die charakteristische Funktion einer Zufallsva-
riable X ist die Fourier-Transformation der Verteilung von X. Der Grund, warum wir hier charakteristische
Funktionen betrachten, ist, dass die Verteilung einer Zufallsvariable eindeutig durch ihre charakteristische
Funktion bestimmt ist, und dass aus der punktweisen Konvergenz der charakteristischen Funktionen auch
die Konvergenz der Verteilungen folgt. Diese Aussagen werden in der Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE WAHR-
SCHEINLICHKEITSTHEORIE bewiesen, und hier ohne Beweis vorausgesetzt.

In unserem Fall kann man den Grenzwert der charakteristischen Funktionen der standardisierten Summen
Sn/+/n relativ leicht berechnen. Da die Summanden X; unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt

$sa(t) = E[e”s"/\/ﬁ] = E ne"’xf/‘/z] = HE[e”Xj/W] - E[eitXl/x/Z]"_
Vit . |
Jj=1 j=1

Fiir x — 0 hat die komplexe Exponentialfunktion die Taylorreihenentwicklung

. 1 1
e = 1+ix+ E(ix)2 +o(x?) =1+ ix - §x2 + o(x?).

Hieraus ergibt sich fiir # € R die Reihenentwicklung

E e = 1+i-E[X1/x/ﬁ]-t—EE[Xf/n]~f2+0(‘) -1-% +0(_)
n

n n

fiir die charakteristische Funktion der Zufallsvariable X /4/n im Grenzwert n — oo. Damit erhalten wir

2,2 2\\" 2,2
lim ¢s, (1) = lim (1 I +0 (Z—)) = exp (—2) .
n—oo "y n—oo 2n n
Nachrechnen zeigt, dass die Funktion auf der rechten Seite die charakteristische Funktion der Normalvertei-
lung N(0,0°?) ist. Also konvergieren die charakteristischen Funktionen der standardisierten Summen S,, /v/n
in der Tat punktweise gegen die charakteristische Funktion der Normalverteilung, und somit konvergieren
auch die Verteilungen der Zufallsvariablen. |

5.2 Konfidenzintervalle

Konfidenzintervalle im Binomialmodell

Angenommen, wir wollen den Anteil p der Wihler einer Partei durch Befragung von n Wihlern schétzen.
Seien Xi,...,X, unter P, unabhiingige und Bernoulli(p)-verteilte Zufallsvariablen, wobei X; = 1 dafiir
steht, dass der i-te Wihler fiir die Partei A stimmen wird, und sei S,, = X; +- - - + X, die Anzahl der Stimmen
fiir Partei A in unserer Stichprobe. Ein naheliegender Schitzwert fiir p ist X,, := 57" Wie viele Wihler muss
man befragen, damit der tatsdchliche Stimmenanteil mit 95% Wahrscheinlichkeit um hochstens € = 1% von
diesem Schitzwert abweicht?

Definition 5.5 (Konfidenzintervall). Sei @ € (0,1). Ein von den Werten Xj,..., X, abhdngendes (und
damit zufilliges) Intervall I(X1,...,X,) € R heilit Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — a (bzw.
zum Irrtumsniveau @) fiir den unbekannten Parameter p, falls

Pp[pél(Xl,...,Xn)] <

fiir alle moglichen Parameterwerte p € [0, 1] gilt.
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Wir betrachten nun zunéchst einige einfache Methoden, mit denen wir in unserem Modell Konfidenzin-
tervalle herleiten konnen.

Abschétzung mithilfe der Cebysev-Ungleichung:

l.r(&)=1u<1

!
< < VpelO1
ne? 4ne? « pelol]

> &

S
Pp[gn—l?

Dies ist erfiillt fir n > ﬁ, also im Beispiel fiir n > 50.000. In diesem Fall ist also das Intervall

(X_n —& X, + 8) ein Konfidenzintervall fiir den unbekannten Parameter p zum Konfidenzniveau 1 — a.

Abschiétzung lber die Bernstein-Ungleichung:

!
P, >e|l < 2. < g VY pel01].

Sn
— =P
n

Dies ist erfiillt fiir n > ﬁ log(é), also im Beispiel fiir n > 18445.

Die Abschitzung iiber die Bernstein-Ungleichung ist genauer - sie zeigt, dass bereits weniger als 20.000
Stichproben geniigen, um die Niveaubedingung zu erfiillen. Kénnen wir mit noch weniger Stichproben
auskommen? Dazu berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass der Parameter p im Konfidenzintervall liegt,
niherungsweise mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes:

Approximative Berechnung mithilfe der Normalapproximation:

p &—p<8 _ Sy —np < ne
"llin - "IN (T=p)| ~ np(T = p)
~ N(O,l)(— ie - Nne )
Vp(1=p) ~p(1-p)

P(l P)_<411

> 20Q2vVne) -1 > 1-a Vpel01],

1 a\\’
> (-0 (1-5))
" (28 2 )
Im Beispiel gilt ®~'(1 — a/2) ~ 1.96, und die Bedingung ist fiir n > 9604 erfiillt. Also sollten bereits ca.
10.000 Stichproben ausreichen! Exakte (also ohne Verwendung einer Nédherung hergeleitete) Konfidenz-
intervalle sind in vielen Féllen zu konservativ. In Anwendungen werden daher meistens approximative

Konfidenzintervalle angegeben, die mithilfe einer Normalapproximation hergeleitet wurden. Dabei ist aber
folgendes zu beachten:

falls

Warnung: Mithilfe der Normalapproximation hergeleitete approximative Konfidenzintervalle erfiillen die
Niveaubedingung im Allgemeinen nicht (bzw. nur ndherungsweise). Da die Qualitdt der Normalapproxi-
mation fiir p — 0 bzw. p — 1 degeneriert, ist die Niveaubedingung im Allgemeinen selbst fiir n — oo
nicht erfiillt. Beispielsweise betrigt das Niveau von approximativen 99% Konfidenzintervallen asymptotisch
tatsichlich nur 96.8%!
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Exakte Konfidenzintervalle im Binomialmodell: Im oben betrachteten einfachen Modell ist es sogar
moglich, nahezu optimale exakte Konfidenzintervalle aus der zugrundeliegenden Verteilungsfunktion zu
erhalten. Dazu bemerken wir, dass fiir Funktionen a,b : {0,1,...,n} — [0,1] mita < b gilt:

Py [p & (a(Sn),b(Sp))] < Pplp = b(Sp)] + Pplp < a(Sp)] < 2a, (5.11)

falls die Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite beide kleiner oder gleich a sind. Sei nun

k
n\ .
F. — i1 _ \n—i
) = Y (=)
i=0
die Verteilungsfunktion von S, unter P,, ausgewertet an einer festen Stelle k € {0,1,...,n — 1}. Durch

Ableiten kann man zeigen, dass die Abbildung p +— F,, (k) stetig und streng monoton fallend mit F;, o(k) = 1
und F, 1(k) = 0, und daher eine Bijektion von [0, 1] nach [0, 1] ist. Genauer erhilt man mithilfe des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung die Darstellung

1

-1

Fop(k) = / n(”k )uk(l—u)"-l-k du fiir alle p € [0,1]. (5.12)
P

Sei nun b(k) fiir k < n die eindeutige Losung p der Gleichung F}, ,(k) = @, und sei b(n) := 1. Dann gilt
wegen der Monotonie fiir alle p € (0, 1) die Aquivalenz

Foplk)<a & p=>bk),

und damit
Pylp 2 b(Sn)] = Pp[Fup(Sn) <] < a, (5.13)

siehe Lemma 5.7 fiir den Beweis der letzten Abschitzung. Auf dhnliche Weise zeigt man
Pylp<a(Sw)] = Pp|[FupSn—-1)2>1-0a| < a, (5.14)

wobei a(k) fiir k € {1,...,n} die eindeutige Losung p der Gleichung F;, ,(k — 1) = F, ,(k—=) = 1 — a ist,
und wir a(0) := 0 setzen. Aus (5.14) und (5.13) folgt, dass die Bedingung (5.11) fiir die oben definierten
Funktionen a und b erfiillt ist. Damit haben wir die folgende Aussage bewiesen.

Satz 5.6 (Exakte Konfidenzintervalle im Binomialmodell). Sei @ € (0,1/2), und seien a(k) fir k €
{1,...,n} und b(k) fiir k € {0,1,...,n— 1} die eindeutigen Losungen p der Gleichungen

Foplk=1) = 1-a, bzw. F,,k)=a.

Zudem sei a(0) := 0 und b(n) := 1. Dann ist das Intervall (a(Sy,), b(S,)) ein Konfidenzintervall fiir p zum
Irrtumsniveau 2a bzw. zum Konfidenzniveau 1 — 2a.

Im oben dargestellten Beweis haben wir das folgende Lemma verwendet, dessen Beweis wir jetzt nach-
tragen.

Lemma 5.7. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Dann gilt fiir alle « € (0, 1):

P[FX)<a] £ a, und PI[F(X-)>1-a] £ «a. (5.15)
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Beweis. Sei G(u) = inf{c € R : F(c) > u} die entsprechende untere Quantilfunktion. Nach Satz 4.25 hat X
dieselbe Verteilung wie G(U), wobei U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist. Daher gilt

P[F(X) < a]
P[F(X-) > 1-a]

a] = a, und

PI[F(G(U)) <a] < PIU <
< PlU=21-qa] = a.

P[F(G(U)-) > 1 - a]

Hierbei haben wir fiir die hinteren Abschédtzungen benutzt, dass F(G(U)-) < U < F(G(U)) gilt. |

Ein Problem bei dem oben beschriebenen Vorgehen zur Konstruktion eines exakten Konfidenzintervalls
ist, dass die Intervallgrenzen a und b nicht explizit berechnet werden konnen. Stattdessen werden die
entsprechenden Gleichungen mithilfe von Statistiksoftware numerisch gelost.

Konfidenzintervalle im GauB-Modell

Angenommen, wir beobachten reellwertige Messwerte (Stichproben, Daten), die von einer unbekannten
Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R stammen. Ziel der Statistik ist es, Riickschliisse auf die zugrundelie-
gende Verteilung aus den Daten zu erhalten. Im GaufB3-Modell nimmt man an, dass die Daten unabhéngige
Stichproben von einer Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert und/oder Varianz sind:

u=N(m,v), m,vunbekannt.

Eine partielle Rechtfertigung fiir die Normalverteilungsannahme liefert der zentrale Grenzwertsatz. Letzt-
endlich muss man aber in jedem Fall iiberpriifen, ob eine solche Annahme gerechtfertigt ist. Ein erstes Ziel
ist es nun, den Wert von m auf der Basis von n unabhéngigen Stichproben X|(w) = xi,...,X,(w) = x, zu
schitzen, und den Schitzfehler zu quantifizieren.
Problemstellung: Schatzung des Erwartungswerts

* Schitze m auf der Basis von n unabhingigen Stichproben X;(w), ..., X;;(w) von p.

* Herleitung von Konfidenzintervallen.

Im mathematischen Modell interpretieren wir die Beobachtungswerte als Realisierungen von unabhéngigen
Zufallsvariablen X,. . ., X},. Da wir die tatsidchliche Verteilung nicht kennen, untersuchen wir alle in Betracht
gezogenen Verteilungen simultan:

Xi,..., Xy ~ N(m,v) unabhingig unter Py, ,. (5.16)

Ein naheliegender Schitzer fiir m ist der empirische Mittelwert

Xi(w)+ ... + Xy (w)
- .

Xp(w) :=

Wir haben oben bereits gezeigt, dass dieser Schitzer erwartungstreu (unbiassed) und konsistent ist, d.h. fiir
alle m,v gilt:
Env[Xn]l = m

und
X, > m Py, v-stochastisch fiir n — oo.

Wie wir den Schétzfehler quantifizieren hiangt davon ab, ob wir die Varianz kennen.
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Schitzung von m bei bekannter Varianz v. .
Um den Schitzfehler zu kontrollieren, berechnen wir die Verteilung von X ,:

X; ~ N(m,v) unabhingig = X;+...+X, ~ N(nm,nv)
= X, ~ N(m,v/n)
X,—m

Vv/in

Bezeichnet @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, dann erhalten wir

=

~ N(0,1)

— 1
Py [an —m| < q\/g] = N(0,1)(—q,q) = 2 ((D(q) - 5) fiir alle m € R.

Satz 5.8 (Konfidenzintervalle bei bekannter Varianz). Im Gaufmodell (5.16) mit bekannter Varianz v

ist das zufillige Intervall
(Y,, - (D_l(a/)\/z, X, + CI)_I(a/)\/E)
n n

ein (2a — 1) - 100% Konfidenzintervall fiir i, d.h.

Pp.v[m € Intervall] > 2o -1 fiir alle m € R.

Man beachte, dass die Linge des Konfidenzintervalls in diesem Fall nicht von den beobachteten Stichpro-
ben abhéngt!

Schéatzung von m bei unbekannter Varianz v. In Anwendungen ist meistens die Varianz unbekannt. In
diesem Fall konnen wir das Intervall oben nicht verwenden, da es von der unbekannten Varianz v abhéngt.
Stattdessen schitzen wir m und v simultan, und konstruieren ein Konfidenzintervall fiir m mithilfe beider
Schitzwerte. Erwartungstreue Schitzer fiir m und v sind

— 1< 1 < - 5
X, = ;;X,- und Vnzm;(Xi—Xn) :

Bei bekannter Varianz v hatten wir Konfidenzintervalle fiir m vom Typ X, + ¢ - 4/v/n erhalten, wobei g
ein geeignetes Quantil der Standardnormalverteilung ist. Daher liegt es nahe, zu versuchen, bei unbekannter
Varianz Konfidenzintervalle vom Typ X,, + g - 4/V},/n herzuleiten. Es gilt

Pm,v |Yn -m| > CIVVn/n] = Pm,v[lTn—ll 2 CI] mit

— \/ﬁ ) (Yn - m)
VWV
Die Zufallsvariable T,,_; heiflt Studentsche 7-Statistik mit n — 1 Freiheitsgraden.1 Es stellt sich heraus,

dass die Verteilung von 7,_; unter Py, , nicht von den unbekannten Parametern m und v abhédngt. Daher
konnen wir aus Quantilen der Studentschen ¢-Statistik Konfidenzintervalle fiir das Gauf3-Modell herleiten.

Tn—l .

IIn der Statistik bezeichnet man eine messbare Funktion der Beobachtungsdaten als Statistik - ein (Punkt-) Schitzer ist eine Statistik,
die zum Schitzen eines unbekannten Parameters verwendet wird, ein Konfidenzintervall nennt man auch Intervallschéatzer.
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Satz 5.9 (Student). Die Verteilung von 7,,_; ist absolutstetig mit Dichte

t2

1 n—1)\" "2
fr, @) = B(— ) -(n—1)—1/2-(1+ ) (t €R). (5.17)

27 2 n—1

Hierbei ist B (a,b) = fol 54711 = s5)P~1 ds die Eulersche Beta-Funktion, die als Normierungsfaktor auftritt.

Insbesondere ist das zufillige Intervall (Yn —q -V /n, Xn+q-Va/ n) ein 100 - (1 — 2a)% Konfidenz-

intervall fiir m, falls
q=Fr { (1-a)

ein (1 — a)-Quantil der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist.

Der Beweis basiert auf dem Transformationssatz fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R”, siehe zum
Beispiel Abschnitt 5.4 des Skripts zur Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE.

Definition 5.10 (Studentsche ¢-Verteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, 8(R)) mit Dich-
tefunktion (5.17) nennt man »Studentsche 7-Verteilung mit n» — 1 Freiheitsgraden«.

Bemerkung (Nichtparametrische und verteilungsunabhiingige Konfidenzintervalle). In Anwendungen
ist es oft unklar, ob eine Normalverteilungsannahme an die Beobachtungswerte gerechtfertigt ist. Zudem
konnen einzelne grofere Ausreifler in den Daten (z.B. aufgrund von Messfehlern) das Stichprobenmittel
relativ stark beeinflussen. Der Stichprobenmedian ist dagegen in den meisten Féllen ein deutlich stabilerer
Schitzwert fiir den Median der zugrundeliegenden Verteilung. Im folgenden Abschnitt zeigen wir allgemein,
wie wir Konfidenzintervalle fiir die Quantile einer Verteilung erhalten konnen, welche weniger stark durch
Ausreifer beeinflusst werden. Zudem gelten diese Konfidenzintervalle simultan fiir alle stetigen Verteilungen.
Ist man sich daher nicht sicher, ob eine Normalverteilungsannahme aufgrund der Daten gerechtfertigt ist,
empfiehlt es sich, auf diese stabileren Ordnungsintervalle zuriickzugreifen.

Konfidenzintervalle fiir Quantile

Sei (x1,...,x,) eine n-elementige Stichprobe von einer unbekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf
(R, B(R)). Wir nehmen an, dass xj, . . ., x,, Realisierungen von unabhéngigen Zufallsvariablen mit Verteilung
u sind:

Annahme: Xi,...,X, : Q — Runabhingig unter P, mit Verteilung u.

Wir wollen nun die Quantile (z.B. den Median) der zugrundeliegenden Verteilung auf Basis der Stichprobe
schitzen. Eine Funktion T(Xj,...,X,), T : R" — R messbar, nennt man in diesem Zusammenhang auch
eine Statistik der Stichprobe (Xi,...,X,). Eine Statistik, deren Wert als Schitzwert fiir eine KenngrofBe
q(u) der unbekannten Verteilung verwendet wird, nennt man auch einen (Punkt-) Schdtzer fiir g. Nahe
liegende Schitzer fiir Quantile von u sind die entsprechenden Stichprobenquantile. Unser Ziel ist es nun,
Konfidenzintervalle fir die Quantile anzugeben, d.h. von den Werten Xi,. .., X,, abhiingende Intervalle, in
denen die Quantile unabhdngig von der tatsdchlichen Verteilung mit hoher Wahrscheinlichkeit enthalten
sind. Seien dazu
Xy =< Xo = ... = Xp

die der Grofle nach geordneten Werte X, . . ., X},; diese nennt man auch Ordnungsstatistiken der Stichprobe.
Die Verteilung der Ordnungsstatistiken kdnnen wir explizit berechnen:
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Satz 5.11 (Verteilung der Ordnungsstatistiken). Seiu € (0,1)und 1 < k <[ < n.

(i) Ist F die Verteilungsfunktion von u, dann hat X4 die Verteilungsfunktion

n

EM@::BmmF@mwj+L””M]:EZ(yRYU—F@Wﬁ. (5.18)

n
=

(ii) Ist F stetig und g ein u-Quantil von yu, dann gilt F(g) = u und

P'u [q € (X(k),X(l))] = Bin(n, u)[{k,k +1,...,0— 1}]

Beweis. Die Ereignisse {X; < ¢} (1 <i < n) sind unabhingig mit Wahrscheinlichkeit F(c). Also gilt

Fuy(c) = Py [X(k) < c] P, [X; < c fiir mindestens k verschiedene i € {1,...,n}]

Bin(n, F(c))[{k,k +1,...,n}].

Ist F stetig und g ein u-Quantil von F, dann gilt F(g) = u nach Lemma 4.24. Zudem ist F(x) nach (i) ebenfalls
stetig. Damit erhalten wir

PulXuy < g < X(1)]

Fuy(g-) — Foy(q) = Fu(q) — Fo(q)
Bin(n,u)[{k,k + 1,...,n}] = Bin(n,u)[{,l + 1,...,n}]
Bin(nw)[{k.k +1,....1 - 1}]. n

Nach Satz 5.11 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert eines #-Quantils der zugrundeliegenden Vertei-
lung u zwischen X und X liegt, fiir alle stetigen Verteilungen gleich! Damit folgt unmittelbar:

Korollar 5.12 (Ordnungsintervalle). Sei u € (0,1) und 1 < k < [ < n. Dann ist das zuféllige Intervall
(X(x)» X(1)) ein Konfidenzintervall fiir das u-Quantil der zugrundeliegenden Verteilung u zum Konfidenzni-
veau

B = Bin(mu)[{kk+1,...,1-1}],

d.h. fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R mit stetiger Verteilungsfunktion, und fiir jedes u-Quantil
g von y gilt:
Py lg € Xw,Xp)] = B

Fiir groBBe n kann man die Quantile der Binomialverteilung ndherungsweise mithilfe der Normalapproxi-
mation berechnen, und erhélt daraus entsprechende Konfidenzintervalle fiir die Quantile von Verteilungen
auf R. Bemerkenswert ist, dass diese Konfidenzintervalle nicht nur fiir Verteilungen aus einer bestimmten
parametrischen Familie (z.B. der Familie der Normalverteilungen) gelten, sondern fiir alle Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf R mit stetiger Verteilungsfunktion (nichtparametrisches statistisches Modell).

Beispiel (Konfidenzintervalle fiir den Median). Die Binomialverteilung Bin(n, 1/2) hat den Mittel-
wert m = n/2 und die Standardabweichung o = 4/n/2. Nach dem Satz von De Moivre/Laplace ist fiir
groBe n ca. 95 % der Masse in der Menge {|m — 20°|,...,[m + 20} enthalten. Also ist das Intervall

(X( Lnj2—vn ) X([n)2 +\/E1)) ein approximatives 95 % Konfidenzintervall fiir den Median einer beliebigen

Verteilung mit stetiger Verteilungsfunktion. Beispielsweise konnen wir bei Zufallsstichproben der Grof3e
100 mit hoher Konfidenz erwarten, dass der Median zwischen dem 40. und 61. Wert liegt.
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5.3 Hypothesentests

In Anwendungen werden statistische Aussagen héufig nicht iiber Konfidenzintervalle, sondern als Hypo-
thesentest formuliert. Zum Teil handelt es sich dabei nur um eine durch praktische Erwigungen motivierte
Umformulierung derselben mathematischen Resultate.

Hypothesentest im Binomialmodell
Wir beginnen mit einem typischen Beispiel.

Beispiel. Die folgende Aufgabe stammt aus dem Schulbuch “Mathematik Neue Wege":

Christine trinkt gern stilles Mineralwasser. Leon dirgert sie und sagt: ,, Da kannst du gleich Leitungswasser
trinken”. Christine behauptet, sie konne recht zuverldssig Leitungswasser von stillem Mineralwasser
unterscheiden. Leon schligt vor: ,,Wir konnen gleich einen Test machen.” Er fiillt fiinf Gldser mit
Leitungswasser und fiinf Gléser mit stillem Mineralwasser. Er stellt die Gliser, ohne dass Christine
es sehen kann, in beliebiger Reihenfolge auf. Christine nimmt jeweils eine Geschmacksprobe. Bei acht
Gldisern ordnet sie den Inhalt richtig zu. Spricht das Testergebnis nun fiir Christines Behauptung oder
hat sie nur Gliick gehabt?

Das Problem lisst sich als Hypothesentest formulieren. Sei X eine Zufallsvariable, die die Anzahl der
erfolgreichen Zuordnungen bei n Versuchen beschreibt. Im Beispiel ist # = 10. Wenn Christine stilles
Mineralwasser gar nicht von Leitungswasser unterscheiden kann, dann sollte X binomialverteilt sein mit
Parametern n und p = 1/2.

Nullhypothese Hy: »X ~ Bin(n, 1/2)«

Wenn Christine dagegen mit Wahrscheinlichkeit p > 1/2 stilles Mineralwasser von Leitungswasser
unterscheiden kann, dann sollte gelten:

Alternative H\: »X ~ Bin(n,p) fiirein p € (1/2,1]«

In der Interpretation statistischer Modelle sind die Nullhypothese und die Alternative nicht gleichwer-
tig. Die Nullhypothese beschreibt meist den ,,Normalfall”, die Alternative das Vorhandensein eines
bestimmten ,,Effekts”.

Wir beobachten nun eine einzige Realisierung x = X(w) der Zufallsvariable X. Was kénnen wir
basierend auf dieser Stichprobe aussagen? Konnte ein Erfolg in acht Fillen eine typische zufillige
Fluktuation sein, oder sollten wir davon ausgehen, dass Christine tatsidchlich stilles Mineralwasser
von Leitungswasser unterscheiden kann? In einem Hypothesentest verwerfen wir die Nullhypothese und
akzeptieren die Alternative, falls der realisierte Wert x der Zufallsvariable X oberhalb eines vorgegebenen
Schwellenwertes ¢ € {0,1,...,n} liegt. Andernfalls verwerfen wir die Nullhypothese nicht (allerdings
konnen wir sie auch nicht beweisen). Wie grof3 sollten wir ¢ wéhlen? Bei unserer Entscheidung kdnnen
zwei Arten von Fehlern auftreten:

Fehler 1. Art: Hy wird verworfen, obwohl wahr. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betragt
PiplX 2c] = Zn: NEs
/ - k=c k .
Fehler 2. Art: Hy wird nicht verworfen, obwohl falsch. Die Wahrscheinlichkeit betrigt
PplX <cl =1-) (n) P -p) -,

k=c k

wobei p > 1/2 die tatsidchliche Erfolgswahrscheinlichkeit ist.

Der Fehler 1. Art bedeutet, dass wir einen Effekt behaupten, obwohl er nicht vorliegt. Diese Art von
Fehler mochte man mit hoher Sicherheit vermeiden. Deshalb fordert man, dass die Wahrscheinlichkeit
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fiir den Fehler 1. Art auf jeden Fall unterhalb eines vorgegebenen Signifikanzniveaus a liegt, z.B. @ = 5%.
In unserem Beispiel gilt fiir den Schwellenwert ¢ = 8:

10 10 10 56
PiplX >c] = (8)2'0+(9)21°+(10)2'0 = {1 © 5,5%.

Verwerfen wir die Nullhypothese also fiir X > 8, dann wird unser angestrebtes Signifikanzniveau von
5% nicht unterschritten. Fiir den Schwellenwert ¢ = 9 gilt dagegen

10\ ._ 10\ ._ 11
PiplX 2c] = (9)2 10+(10)2 10— 1001~ 1,1%.

In diesem Fall wird das Signifikanzniveau deutlich unterschritten. Um zu vermeiden, dass die Wahr-
scheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art groBer als 5% ist, miissen wir also ¢ = 9 wihlen. In diesem Fall
konnen wir die Nullhypothese aufgrund des beobachteten Wertes x = 8 aber nicht verwerfen. Das bedeu-
tet aber nicht, dass wir nun davon ausgehen sollten, dass die Nullhypothese wahr ist, also Christine stilles
Mineralwasser nicht von Leitungswasser unterscheiden kann! Wir konnen lediglich schlieBen, dass wir
aufgrund der Beobachtung nicht in der Lage sind, die Nullhypothese zum Niveau 5% signifikant zu ver-
werfen. Wir konnen also aufgrund der wenigen vorliegenden Daten zu keiner signifikanten Entscheidung
kommen, und sollten den Test eventuell mit einer groBeren Anzahl n von Versuchen wiederholen.

Das Beispiel zeigt, dass wir mit einem Hypothesentest die Nullhypothese niemals bestétigen, sondern nur
signifikant verwerfen konnen. Die kleinstmdgliche Wahl des Schwellenwertes c ist durch das Signifikanzni-
veau bestimmt. Andererseits sollte auch die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art moglichst klein sein,
und diese wichst mit c¢. Daher sollten wir wenn moglich den kleinsten Schwellenwert wihlen, fiir den das
Signifikanzniveau unterschritten wird. Im Beispiel war dies ¢ = 9. Man beachte, dass die Wahrscheinlichkeit
fiir den Fehler 2. Art trotzdem sehr grof} sein kann. Dies ist unvermeidbar, da p beliebig nahe bei 1/2 liegen
kann.

Allgemeiner Rahmen fiir Hypothesentests

Angenommen, wir haben n unabhéngige reellwertige Stichproben Xj, ..., X;, von einer unbekannten Vertei-
lung vorliegen und wir gehen davon aus, dass die zugrundeliegende Verteilung aus einer Familie ug (6 € ®)
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt, z.B. der Familie aller Normalverteilungen ug = N(m,v),
6 = (m,v) € R xR,. Die gemeinsame Verteilung von Xi,. .., X, ist dann das ProduktmaR uj; = ®?:1 Ug.
Seien nun Oy und O; disjunkte Teilmengen des Parameterbereichs. Wir wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothese Hy: »0 € Oy«
und der
Alternative Hy: »0 € O«

Ein Hypothesentest fiir ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbare Teilmenge C C R" (den
Verwerfungsbereich) mit zugehoriger Entscheidungsregel:

Verwerfe Hy < (Xi,...X,)€C.

Wenn wir die Nullhypothese verwerfen, dann entscheiden wir uns fiir die Alternative. Wenn die Nullhypothese
hingegen nicht verworfen wird, dann bedeutet das nicht, dass wir davon ausgehen, dass die Nullhypothese
wahr ist. Wir kdnnen lediglich sagen, dass die gegebenen Daten nicht ausreichen, um die Nullhypothese zu
einem bestimmten Signifikanzniveau zu verwerfen.

Beispiel (t-Test). Seien Xj, Xa, ..., X, unabhingige Stichproben von einer Normalverteilung mit unbe-
kanntem Parameter 6 = (m,v) € ® := R X R,. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der Verteilung einen
bestimmten Wert myg hat:
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Nullhypothese Hy: »m = Mo« , Oy = {mp} xR, .
Alternative H: »m # mo«, 0, =0\ 0.

Ein solches Problem tritt beispielsweise in der Qualitétskontrolle auf, wenn man iiberpriifen mochte, ob
ein Sollwert my angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleich zweier Verfahren, wobei
X; die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen Messwerte ist. Die Nullhypothese mit my = 0
besagt hier, dass kein signifikanter Unterschied zwischen den Verfahren besteht. Im t—Test fiir obiges
Testproblem wird die Nullhypothese verworfen, falls der Betrag der Studentschen t-Statistik oberhalb
eines angemessen zu wihlenden Schwellenwerts c liegt, also falls

|Toet] = w > ¢
VVa
Seien nun allgemein Xj, X»,... unter Py unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilung pg. Bei einem

Hypothesentest konnen zwei Arten von Fehlern auftreten:

Fehler 1. Art: Hy wird verworfen, obwohl wahr. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betragt:
Pol(X1,....X,) € C] = pplC], 0 € Oy.

Fehler 2. Art: Hy wird nicht verworfen, obwohl falsch. Die Wahrscheinlichkeit betrigt:
Pol(X1,.... Xn) 2 C] = Wa[CC],  6e0.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetrisch in Hy und H; ist, interpretiert man bei-
de Fehler unterschiedlich. Die Nullhypothese beschreibt in der Regel den Normalfall, die Alternative eine
Abweichung oder einen zu beobachtenden Effekt. Da ein Test Kritiker iiberzeugen soll, sollte die Wahrschein-
lichkeit fiir den Fehler 1. Art (Effekt prognostiziert, obgleich nicht vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen
(kleinen) Schranke « liegen. Die Wahrscheinlichkeit, dass kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser
Voraussetzung moglichst grof sein.

Definition 5.13 (Giitefunktion und Niveau eines Hypothesentests). Die Funktion
G(6) = Pol(X1,-s Xa) € C] = 4IC]

heiit Giitefunktion des Tests. Der Test hat das Signifikanzniveau a, falls

G(#) < a fiiralle 8 € O gilt.

Hypothesentest im GauB-Modell

Aus Satz 5.9 und der Symmetrie der Studentschen #-Verteilung folgt unmittelbar:
Korollar 5.14. Der Studentsche t-Test hat Niveau « falls c ein (1 -5 )-Quantil der Studentschen t-Verteilung

mit n — 1 Freiheitsgraden ist.

Allgemeiner gilt:
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Satz 5.15 (Korrespondenz Konfidenzintervalle <& Hypothesentests). Fiir einen reellwertigen Parame-
ter v = c(6), ein Irrtumsniveau @ € (0, 1), und messbare Abbildungen (Statistiken) ¥,& : R” — R sind
dquivalent:

(i) Das Intervall
[)A/(Xl,. . .,Xn) - 8(X1,. . .,Xn), )A/(Xl,. . .,Xn) + S(Xl,. . .,Xn)]

ist ein Konfidenzintervall fiir y zum Konfidenzniveau 1 — @ bzw. zum Irrtumsniveau a.
(ii) Fiir jedes yp € R ist
C = {(x1,ee0 X)) | P(X15- -5 x0) — 0l > €(x15. .-, X0)}

der Verwerfungsbereich eines Tests der Nullhypothese y = o zum Signifikanzniveau «.

Beweis. Das Intervall ist genau dann ein Konfidenzintervall fiir y zum Irrtumsniveau o, wenn
Py [|[7(X1,. .., Xn) —c(0)] > e(X1,...Xn)] < @ VOe®

gilt, also wenn der entsprechende Test der Nullhypothese c¢(6) = o fiir jedes y¢ Niveau « hat. |

Uberpriifen von Verteilungsannahmen

In vielen Féllen wollen wir {iberpriifen, ob die vorliegenden Stichproben von einer bestimmten Verteilung
kommen, zum Beispiel der Gleichverteilung oder einer Normalverteilung. Dafiir gibt es verschiedene visuelle
Verfahren und Hypothesentests.

Diskrete Verteilungen: Histogramme und Anpassungstest

Wir betrachten zunichst den Fall einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p mit Massenfunktion p(k) = u[{k}]
auf der endlichen Menge S = {1,2,...,I}, [ € N. Seien X|,X»,... : Q — § unabhingige identisch
verteilte Zufallsvariablen mit einer unbekannten Verteilung. Wir wollen auf der Basis von Stichproben
x1 = X1(w),...,x, = X,(w) testen, ob die zugrundeliegende Verteilung wu ist.

Nullhypothese Hy: »Verteilung(X;) = u«
Alternative H\: »Verteilung(X;) # pu«

Dazu betrachten wir die empirische Verteilung p, der Stichproben, deren Gewichtsfunktion durch die
relativen Héufigkeiten

pAn(k) =

H,(k C
’/f )s Hn(k) = ZII{X,‘Zk}a

gegeben ist. Unter der Nullhypothese ist p, (k) ein erwartungstreuer und konsistenter Schétzer fiir p(k), denn

Eo [pn(K)] = p(k) Varg [pn(k)] = M

— 0 fir n— .

Den Vektor H,, = (H,(1),. .., H,(l)) bezeichnet man als auch als Histogrammvektor, da er graphisch durch ein
Histogramm dargestellt wird. Entsprechend beschreibt der Vektor p,, = ,llHn das Histogramm der relativen
Haufigkeiten. Unter der Nullhypothese gilt p,, ~ p fiir groe n. Daher liegt es nahe, die Nullhypothese
zu verwerfen, falls p,, zu stark von p abweicht. Aber wann ist die Abweichung ,,zu grof3”’? Eine visuelle
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Abbildung 5.2: Histogramme der empirischen Verteilungen von 100 bzw. 1000 Wiirfen eines fairen Wiirfels.

Darstellung erhilt man, indem man das Histogramm p,, der relativen Héufigkeiten plottet, und mit der
Massenfunktion p vergleicht. Dabei sind sichtbare Abweichungen auch fiir groBe Werte von n durchaus
normal, siehe Abildung 5.2. Es gibt verschiedene Arten, die Abweichung zu quantifizieren. Wir betrachten
als Teststatistik die y2-Divergenz von p, beziiglich p. Diese ist definiert als

oo (k) N <5 (Ha(k) = np(k))?
In "”;(p(m 1) p(k)‘; )

Die Verwendung dieser speziellen Statistik hat verschiedene Griinde. Zum einen kann man damit gut rechnen,
zum anderen handelt es sich um eine Approximation der relativen Entropie, welche eine natiirliche Rolle
in der Statistik und Informationstheorie spielt, siche die Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE STATISTIK. Mithilfe
der folgenden Aussage konnen wir das asymptotische Niveau eines auf 7, basierenden Hypothesentests fiir
n — oo berechnen.

Satz 5.16 (Pearson (1900)). Unter der Nullhypothese konvergiert die Verteilung von 7;, fiir n — oo
schwach gegen eine y>-Verteilung mit / — 1 Freiheitsgeraden

Hierbei ist die y2-Verteilung mit s Freiheitsgeraden definiert als die Verteilung von || Z||*> = le +...+ 22,
wobei Z = (Zi,...,Z,) ein standardnormalverteilter Zufallsvektor im R* ist.

Fiir den Beweis des Satzes verweisen wir auf die Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE STATISTIK. Wir skizzieren
aber kurz die wesentlichen Schritte. Zunachst konnen wir die Verteilung des empirischen Histogrammvektors
H,, unter der Nullhypothese explizit berechnen. Wir wissen bereits, dass die k-te Komponente H,,(k) binomi-
alverteilt ist mit Parametern n und p(k). Mit einem dhnlichen kombinatorischen Argument iiberlegt man sich,
dass der Vektor H,, = (Hy(1),...,H,(l)) die folgende Multinomialverteilung hat: Fiir alle &;,. .., € Ny
mit Ay + -+ -+ hy = n gilt

l
n!
PolHy = (o shp)] = s [ (6.
ot L

Mit einer mehrdimensionalen Version des Satzes von De Moivre/Laplace folgt dann, dass die Verteilung des
standardisierten Histogrammvektors

i - (Hn(k> - np(k))
Vnp(k) k=1 1

.....
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fiir n — oo schwach gegen eine mehrdimensionale Normalverteilung konvergiert. Wegen 7,, = |, |2 folgt
dann auch die schwache Konvergenz der Verteilung von T}, gegen eine y>-Verteilung.

Wir betrachten nun den folgenden Hypothesentest fiir unser Testproblem:

Chiquadrat-Anpassungstest: Verwerfe Hy falls 7,, > c.

Hierbei ist ¢ wie {iblich ein zu spezifizierender Schwellenwert. Aufgrund des Satzes von Pearson gilt fiir die
Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art:

PolT > c] = 1= Fq_p(c) fiir grofie n.

Also hat der Test mit Schwellenwert ¢ = g,2(;_1) —, asymptotisch das Niveau c.

Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R: Kolmogorov-Smirnov-Test

Sei nun u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, 8(R)) mit Verteilungsfunktion F, und seien Xi, X>,. . .
unabhéngige identisch verteilte, reellwertige Zufallsvariablen mit einer unbekannten Verteilung. Wir wollen
erneut auf der Basis von Stichproben x; = Xj(w),. . .,x, = X,(w) testen, ob die zugrundeliegende Verteilung
M ist.

Nullhypothese Hy: »Verteilung(X;) = u«
Alternative Hy: »Verteilung(X;) # p«

Dazu betrachten wir jetzt die empirische Verteilungsfunktion
1 n
Fn(t) = ;ZII{XiSt}’ tER
i=

Unter der Nullhypothese ist die Zufallsvariable }}"" | I(x, <;} fiir € R binomialverteilt mit Parametern n und
F(t), und es gilt Ey [Fn(t)] = F(t), sowie, nach der Bernstein-Ungleichung, gilt

Po [|[En() - F()| = ¢] < 2¢72¢"  fiiralle ¢ > 0. (5.19)

Fiir jedes feste 7 ist F},(r) ein erwartungstreuer und konsistenter Schitzer fiir F(r). Um zu testen, ob die
gesamte empirische Verteilungsfunktion F;, sich stark von F unterscheidet, betrachten wir die Teststatistik

Sp = sup!Fn(t) —F(t)| .
teR

Die folgende bemerkenswerte Verscharfung der Bernstein-Ungleichung (5.19) wurde in dieser Form erst
1990 von Massart [Massart] bewiesen.

Satz 5.17 (Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz-Ungleichung). Unter der Nullhypothese gilt fiir jedes ¢ > 0 die
Abschitzung

Po[Sy = c] < 2e72n¢ (5.20)

Auf den Beweis konnen wir hier nicht eingehen.

Mithilfe des Satzes konnen wir unmittelbar das Signifikanzniveau des folgenden Hypothesentests mit
Schwellenwert ¢ abschitzen:
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Kolmogorov-Smirnov-Test: Verwerfe Hy falls S,, > c.

Nach (5.20) erhalten wir Py[S,, > ¢] < a fiir ¢ > ﬁ log (%) .

Beispiel. Fiir die StichprobengréBie n = 100 erreichen wir das Niveau @ = 5% fiir den Schwellenwert

c= ,/ﬁ log(40) = 0,018.... Unter der Nullhypothese weicht die empirische Verteilungsfunktion also
in 95% der Fille um weniger als 0,02 von der tatséchlichen Verteilungsfunktion ab. Dies kann man zum
Beispiel visuell iiberpriifen, indem man die Graphen der beiden Verteilungsfunktionen in ein Diagramm
plottet.

Quantil-Quantil-Plots

Anstatt die Verteilungsfunktion der empirischen Verteilung mit der Verteilungsfunktion einer gegebenen
Verteilung zu vergleichen, kann man auch die Quantile vergleichen. Dies geschieht visuell in einem Quantil-
Quantil-Plot.

Test auf Gleichverteilung

Seien Uy, Us,,. .. U, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten im reellen Intervall (0, 1).
Wir wollen testen, ob die Zufallsvariablen gleichverteilt sind.

Nullhypothese Hy: »U; ~ Unif(0, 1)«
Alternative H\: »U; ~ Unif(0, 1)«

Fiir die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung gilt F(¢) = ¢ fiir alle ¢ € [0, 1]. Unter der Nullhypothe-
se sollte die empirische Verteilungsfunktion ungefdhr mit F libereinstimmen, falls n hinreichend groB ist.
Entsprechend konnen wir erwarten, dass auch die Quantile der empirischen Verteilung, also die Ordnungs-
statistiken U, k = 1,...,n, ungefdhr mit entsprechenden Quantilen der Gleichverteilung iibereinstimmen.
Tatsédchlich gilt die folgende Aussage.

Lemma 5.18 (Verteilung der Ordnungsstatistiken von gleichverteilten Zufallsvariablen).
Unter der Nullhypothese ist die Verteilung von U fiir k € {1,2,...,n} absolutstetig mit Dichte

n—1

P l)uk_l(l —u)"™* Io.1)(u).

Juoyw) = n(

Insbesondere gilt Ey [Ug)| = ux, und Varg [Uy| = “Z((:L:;;‘) mit uy = #

Beweis. Nach Satz 5.11 und Gleichung (5.12) gilt

1
Py [Uy < c| = Bin(m,o)[{k,k +1,...,n}] = 1-Bin(n,c)[{0,1,....,k—1}] = 1—/ fio(u) du

fiir alle ¢ € [0,1]. Durch Ableiten folgt, dass fix) die Dichte der Verteilung von Uy unter Py ist. Den
Erwartungswert und die Varianz erhilt man nun durch explizite Berechnung der entsprechenden Integrale.ll

Das Lemma zeigt, dass die Varianz von Uy von der Ordnung O(1/n) ist. In diesem Sinne gilt unter der
Nullhypothese

X

Uy ~ Eo [Uw] = u,
falls n ,hinreichend groB3” ist. Hierbei ist uyr = k/(n + 1) das k/(n + 1)-Quantil der Gleichverteilung auf
(0,1). Entsprechend iiberlegt man sich leicht, dass U das k/(n + 1)-Quantil der empirischen Verteilung ist.
Beide Quantile sollten also fiir grole n ungefihr gleich sein. Um dies visuell zu testen, plottet man in einem
Quantil-Quantil-Plot (QQ-Plot) ein Streudiagramm, in dem die Punkte (ux, Ug,)) € (0, 1) firk=1,...,n
aufgetragen sind. Ist n hinreichend grof3 und gilt die Nullhypothese, dann sollten die Punkte im QQ-Plot
nahe der Winkelhalbierenden liegen.
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Test auf allgemeine Verteilung

Sei nun u eine allgemeine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R mit stetiger Verteilungsfunktion F und
Quantilfunktion G(u) = inf{x € R : F(x) > c¢}. Um auf diese Verteilung zu testen, kann man dhnlich wie
oben vorgehen. Seien Xi, X»,. .. X,, unabhingige, identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit Werten im
reellen Intervall (0, 1). Wir betrachten das Testproblem

Nullhypothese Hy: »X; ~ u«
Alternative H;: »X; o U«

Seien Uy, Uy, . . . U,, unabhingige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen. Dann hat nach Satz 4.25 X; unter
der Nullhypothese fiir jedes i dieselbe Verteilung wie G(U;), und wegen der Unabhéngigkeit stimmt auch
die gemeinsame Verteilung von Xj,. . ., X, mit der gemeinsamen Verteilung von G(U)),. . ., G(U,) iiberein.
Da G eine monoton wachsende Funktion ist, ist G(U)) die k-te Ordnungsstatistik der Zufallsvariablen
G(U1),...,G(Uy), und somit hat X, dieselbe Verteilung wie G(U(x)). Nach dem Lemma von oben folgt
also unter der Nullhypothese

Xy ~ GWUwy) = Glux)
fiir n ,,hinreichend grof3”. Auch diese Aussage konnen wir mit einem QQ-Plot visuell testen. Dazu tragen wir
jetzt die Punkte (G(ux), Ui)) € (0, 1)? fiir k = 1,...,n in einem Streudiagramm auf. Ist n hinreichend groB
und gilt die Nullhypothese, dann sollten diese Punkte wiederum nahe der Winkelhalbierenden liegen.

Test auf Normalverteilung

Viele statistische Verfahren basieren auf einer Normalverteilungsannahme. Um diese anwenden zu konnen
mochte man testen, ob die zugrundeliegenden Stichproben (ndherungsweise) von einer Normalverteilung
stammen. Der Erwartungswert und die Varianz der zugrundeliegenden Verteilung sind dabei meist unbekannt.
Wir erhalten also das folgende Testproblem:

Nullhypothese Hy: »X; ~ N(m,0?) fiireinm € Rund o > 0.«
Alternative Hy: »Die Verteilung von X; ist keine Normalverteilung. «

Hierbei setzen wir wieder voraus, dass Xi,. . ., X,, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind.
Unter der Nullhypothese gilt in diesem Fall

X; = m+0Z = m+od \(U)

mit unabhingigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen Zi,...,Z,, sowie unabhingigen auf (0, 1)
gleichverteilten Zufallsvariablen Uy, ..., U,. Hierbei ist ® die Verteilungsfunktion und ®~' die Quantil-
funktion der Standardnormalverteilung. Ahnlich wie oben folgt fiir die Ordnungsstatistiken

Xy = m+ O'CD_I(U(k)) = m+ O'q)_l(uk)

fiir hinreichend groBe n. Um dies visuell zu testen, plottet man in einem Normal-QQ-Plot das Streudiagramm
der Punkte

((D_l(uk),X(k)) , k=1,...,n.

Gilt die Nullhypothese, dann sollten die Punkte nidherungsweise auf der Geraden y = m + ox liegen. In
diesem Fall entsprechen die Parameter m und o dem Achsenabschnitt und der Steigung der Geraden.
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Normal Q-Q Plot
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Precipitation [infyr] for 70 US cities
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Theoretical Quantiles

Abbildung 5.3: Normal-QQ-Plot eines empirischen Datensatzes

5.4 Pseudozufallszahlen und Simulationsverfahren

Zufallszahlengeneratoren

Simulationsverfahren fiir Stichproben von Wahrscheinlichkeitsverteilungen gehen in der Regel von der Exi-
stenz einer Folge von auf dem reellen Intervall [0, 1] gleichverteilten, unabhéngigen Zufallszahlen aus, die
durch einen Zufallszahlengenerator erzeugt werden. In Wirklichkeit simulieren Zufallszahlengeneratoren
natiirlich nur auf {k m i k=0,1,...,m— 1} gleichverteilte Zufallszahlen, wobei m~! die Darstellungsge-
nauigkeit des Computers ist. Aulerdem ist eine Folge von vom Computer erzeugten Pseudozufallszahlen
eigentlich gar nicht zuféllig, sondern deterministisch.

Ein (Pseudo-) Zufallszahlengenerator ist ein Algorithmus, der eine deterministische Folge von ganzen
Zahlen x1, xp, x3, .. .mit Werten zwischen 0 und einem Maximalwert m — 1 erzeugt, welche durch eine vorge-
gebene Klasse statistischer Tests nicht von einer Folge von Stichproben unabhingiger, auf {0, 1,2,...,m—1}
gleichverteilter Zufallsgrofen unterscheidbar ist. Ein Zufallszahlengenerator erzeugt also nicht wirklich
zufillige Zahlen. Die von ,,guten* Zufallszahlengeneratoren erzeugten Zahlen haben aber statistische Ei-
genschaften, die denen von echten Zufallszahlen in vielerlei (aber nicht in jeder) Hinsicht sehr dhnlich
sind.

Konkret werden Pseudozufallszahlen iiblicherweise iiber eine deterministische Rekurrenzrelation vom

Typ
Xn+l = f(xn—k+]’xn—k+2a- . ',x}’l)’ n= k$k + l’k + 27' e
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aus Saatwerten xi, xy, ..., X erzeugt. In vielen Fillen hingt die Funktion f nur von der letzten erzeugten
Zufallszahl x, ab. Beispiele von Pseudozufallszahlengeneratoren sind lineare Kongruenzgeneratoren und
Shift-Register-Generatoren.

Lineare Kongruenzgeneratoren
Bei einem linearen Kongruenzgenerator (LCG) ist die Rekurrenzrelation vom Typ
Xpi1 = (ax, +¢) mod m, n=0,1,2,....

Hierbei sind a, ¢ und m geeignet zu wihlende positive ganze Zahlen, zum Beispiel:

Generator ‘ m ‘ a c
7ZX81 21041175 0
RANDU, IBM 360/370 | 23! 65539 0
Marsaglia 232 69069 1
Langlands 248 142412240584757 | 11

Ein erstes Problem, dass bei linearen Kongruenzgeneratoren auftreten kann, ist, dass die Folge von Pseudo-
zufallszahlen periodisch mit einer Periode ist, die im Allgemeinen deutlich kleiner als die maximal mogliche
Periode m sein kann:

Beispiel (LCG mit kleiner Periode). Wihlen wir m = 63, a = 11 und ¢ = 0, dann hat die Folge der
vom linearen Kongruenzgenerator erzeugten Pseudozufallszahlen die Periode 6, siche Abbildung 5.4.

Dieses erste Problem lésst sich leicht mithilfe der folgenden Charakterisierung aller linearen Kongruenzge-
neratoren mit der maximal moglichen Periode m umgehen:

Satz 5.19 (Knuth). Die Periode eines LCG ist gleich m genau dann, wenn
(i) ¢ und m teilerfremd sind,
(ii) jeder Primfaktor von m ein Teiler von a — 1 ist, und

(iii) falls 4 ein Teiler von m ist, dann auch von a — 1.

Der Beweis dieses zahlentheoretischen Satzes findet sich in [2].

Auch wenn ein linearer Kongruenzgenerator die maximal mogliche Periode hat, konnen weitere Probleme
durch versteckte Strukturen und Symmetrien auftreten. Bei einigen einfachen Generatoren werden diese
Probleme schon sichtbar, wenn man die Pseudozufallszahlen benutzt, um zwei- oder dreidimensionale
Pseudozufallsvektoren zu erzeugen. Dies ist in den Abbildungen 5.5 und 5.6 demonstriert. Der Marsaglia-
Generator besteht alle drei Tests; da in Wirklichkeit aber auch dieser deterministische Werte liefert, kann
man auch hier einen Test konstruieren, der die Pseudozufallszahlen von echten Zufallszahlen unterscheidet.

Shift-Register-Generatoren

Eine andere Rekurrenzrelation wird zur Erzeugung von Pseudozufallszahlen mit Shift-Register-Generatoren
verwendet. Hier interpretiert man eine Zahl x,€ {0,1,. .. 2k — 1} zundchst als Binarzahl bzw. als Vektor aus
{0, l}k, und wendet dann eine gegebene Matrix 7" darauf an, um x,; zu erhalten:

Xne1 = Txp, n=012,....
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Abbildung 5.4: Plots der Folgen xi,. . ., x30000 fiir den LCG mit Periode 6 aus dem Beispiel, sowie fiir den
7ZX81-Generator, RANDU, und den Marsaglia-Generator.
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Abbildung 5.5: Fassen wir Paare (x;, x;+1) von aufeinanderfolgenden Pseudozufallszahlen als Koordinaten
eines zweidimensionalen Pseudozufallsvektors auf, und betrachten die empirische Verteilung
dieser Vektoren, so ergibt sich beim ZX81-Generator keine besonders gute Approximation
einer zweidimensionalen Gleichverteilung.

62T
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Abbildung 5.6: Fassen wir analog jeweils drei aufeinanderfolgende Pseudozufallszahlen als dreidimensionale
Vektoren auf, dann konzentrieren sich diese beim RANDU-LCG auf 15 Hyperebenen.
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Kombination von Zufallszahlengeneratoren

Generatoren von Pseudozufallszahlen lassen sich kombinieren, zum Beispiel indem man die von mehreren
Zufallszahlengeneratoren erzeugten Folgen von Pseudozufallszahlen aus {0,1,. .. ,m — 1} modulo m addiert.
Auf diese Weise erhilt man sehr leistungsfahige Zufallszahlengeneratoren, zum Beispiel den Kiss-Generator
von Marsaglia [[3]], der einen LCG und zwei Shift-Register-Generatoren kombiniert, Periode 2% hat, und
umfangreiche statistische Tests besteht.

Physikalische Zufallszahlengeneratoren

Alternativ werden Zufallszahlen auch mithilfe von physikalischen und insbesondere quantenmechanischen
Vorgingen erzeugt, z.B. durch radioaktive Zerfille, thermisches Rauschen, Atmosphirenrauschen etc. Ein
Nachteil ist, dass auf diese Weise nur eine begrenzte Anzahl unabhingiger Stichproben pro Zeiteinheit
erzeugt werden kann. Zudem sind die erhaltenen Ergebnisse nicht reproduzierbar. Auch physikalische Zu-
fallsgeneratoren konnen mit algorithmischen Pseudozufallszahlengeneratoren kombiniert werden.

Statistische Tests fiir Zufallszahlengeneratoren

Wie wir schon in den Abbildung 5.4, 5.5 und 5.6 gesehen haben, konnen Schwachstellen von Zufallszahlen-
generatoren mithilfe statistischer Tests aufgezeigt werden. Wir wollen kurz auf die dabei zugrundeliegende
Argumentation eingehen. Eine von einem Zufallszahlengenerator erzeugte Folge xi,x»,x3,... soll eine
Folge von Stichproben von unabhdingigen Zufallsvariablen X1, X5, X3,... simulieren, die auf der Menge
{0,1,...,m — 1} gleichverteilt ist. Es stellt sich also die Frage, ob die erzeugte Zahlenfolge zu diesem ma-
thematischen Modell passt. Um dies zu testen, leitet man aus den Modellannahmen Folgerungen her, und
iiberpriift ob die erzeugte Zahlenfolge konsistent mit diesen Folgerungen ist.

Beispiel (Blocktest). Sei d eine natiirliche Zahl. Sind die Zufallsvariablen X; unabhingig und gleich-
verteilt auf {0,1,...,m — 1}, dann sind auch die Zufallsvektoren (X—1)q+1, X(k-1)d+2 - - -» Xka), K € N,
wieder unabhiingig und gleichverteilt auf dem Produktraum {0, 1,...,m — 1}¢. Genau dies haben wir
in den Abbildungen 5.5 und 5.6 fiir d = 2 bzw. d = 3 graphisch getestet. In hoheren Dimensionen
versagt zwar der graphische Test, aber wir konnen weiterhin rechnerisch testen, ob sich zum Beispiel die
relativen Haufigkeiten von Werten in einem bestimmten Bereich A C {0,1,...,m — 1}‘1 der simulierten
Zufallsvektoren (X(k—1)d+1, X(k-1)d+2s - - -»Xkd)» kK = 1,...,n, fiir groBe n der Wahrscheinlichkeit von A
unter der Gleichverteilung annéhern.

Prinzipiell kann jede Folgerung aus den Modellannahmen zur Konzeption eines statistischen Tests ver-
wendet werden. Beispielsweise haben wir in der Einleitung einen Test fiir 0-1-Zufallsfolgen betrachtet, der
auf der Anzahl der Runs basiert. Da jeder Test nur einen bestimmten Aspekt beriicksichtigen kann, ist
auch fiir einen Zufallsgenerator, der viele der iiblichen Tests besteht, noch nicht garantiert, dass er fiir eine
konkrete Anwendung wirklich geeignet ist. Es kann daher sinnvoll sein, die Ergebnisse einer stochastischen
Simulation mit verschiedenen Generatoren zu reproduzieren.

Direkte Simulationsverfahren

Aus den von einem Pseudozufallszahlengenerator zunéchst erzeugten Pseudozufallszahlen mit Werten in der
endlichen Menge {0, 1,...,m — 1} kann man anschlieBend Pseudo-Stichproben von anderen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen erzeugen.
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Zuféllige Permutationen

Der folgende Algorithmus erzeugt eine (pseudo-)zufillige Permutation aus S,, :

Algorithmus 3: Zufillige Permutation
Input :neN
Output Zufillige Permutation der Lénge n

1 i‘ori — ltondo

2 L X; —1

3fori—1ton—-1do

4 k «— i+ ZufalligeGanzzahl({ 0,1,...,n-i});
5 Vertausche (x;, xx);

6 return (x;)?_;

Zufallszahlen aus [0, 1)

Ein Zufallszahlengenerator kann natiirlich nicht wirklich reelle Pseudozufallszahlen erzeugen, die die Gleich-
verteilung auf dem Intervall [0, 1) simulieren, denn dazu wiirden unendlich viele ,,zuféllige” Nachkomma-
stellen benotigt. Stattdessen werden iiblicherweise (pseudo-)zuféllige Zahlen vom Typ
un=x—n, x, €{0,1,...,m—1},
m
erzeugt, wobei m vorgegeben ist (zum Beispiel Darstellungsgenauigkeit des Computers), und x,, eine Folge
ganzzahliger Pseudozufallszahlen aus {0, 1, ..., m- 1} ist.

Stichproben von diskreten Zufallsvariablen

Wir nehmen nun an, dass wir eine Folge u1, u, . . . von Stichproben von auf (0, 1) gleichverteilten, unabhingi-
gen Zufallsvariablen U;, Uy, . . . gegeben haben. Die oben beschriebenen Probleme beim Generieren solcher
Stichproben werden wir im folgenden ignorieren. Stattdessen wollen wir uns nun iiberlegen, wie wir aus
der Folge (u,) Stichproben von einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf einer abzidhlbaren
Menge S erzeugen kdnnen.

Dazu konnen wir das schon im Beispiel in Abschnitt 4.5 beschriebene Verfahren (sieche Abbildung 4.11)
leicht an den allgemeineren Rahmen anpassen. Wir gehen davon aus, dass wir die Gewichte u(a) = u[{a}]
zumindest bis auf eine Normierungskonstante kennen bzw. berechnen kénnen. Sei ay, ap, . . . eine Abzdhlung
der Elemente von S. Wir betrachten die durch

k
se = o pla) = pl{ar,.. . a}] (5.21)
i=1

definierte Verteilungsfunktion. Wir gehen davon aus, dass wir die Werte u(a;) und damit auch s; fiir jedes
i € N berechnen konnen. Fiir n,i € N setzen wir

Xp = 4 falls Si—1 < Uy < 8.
Dann ist x,, eine Stichprobe von der Zufallsvariable

X, = Zai Isi_1<U,,§si-

i
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Lemma 5.20. Sind U, (n € N) unabhdngige Zufallsvariablen mit Verteilung U, ~ Unif(0,1), dann sind
X,, (n € N) unabhdngige Zufallsvariablen mit Verteilung X,, ~ .

Beweis. Fiir allei € N gilt
P[Xy = a;] = P[si-1 < Up < s5i] = P[Uy < ;] = P[Uy < si-1] = 5i = si-1 = p(ay).

Also hat X,, die Verteilung . Der Nachweis der Unabhiingigkeit ist eine Ubungsaufgabe. |

Algorithmus 4: Direkte Simulation einer Stichprobe von einer diskreten Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung

Input : Gewichte (u(a;))ien

Output Pseudozufallsstichprobe x von u

1i<1;
s — p(ar);
u « Stichprobe (Unif[0,1]);
while # > s do
i—i+1;
L s — s+ u(a;)

7 return x := q;;

A i AW N

Bemerkung (Mittlere Laufzeit). Die mittlere Anzahl von Schritten des Algorithmus ist gleich )i u(a;).

Nach der Bemerkung ist das direkte Verfahren im Allgemeinen nur dann praktikabel, wenn die Gewichte
u(a;) fiir groBe i rasch abfallen. In einigen einfachen Spezialfillen kann man jedoch eine explizite Formel zur
Berechnung von x, aus u, angeben, fiir deren Auswertung die Schleife in Algorithmus 4 nicht durchlaufen
werden muss:

Ubung (Simulation von Stichproben einer geometrischen Verteilung). Geben Sie ein direktes Verfahren
an, dass in einem Schritt aus einer Stichprobe von der Gleichverteilung auf dem Intervall (0, 1) eine Stichprobe
von der geometrischen Verteilung mit Parameter p € (0, 1) erzeugt.

Stichproben von reellen Zufallsvariablen

Auch das direkte Simulationsverfahren zum Erzeugen von Stichproben von allgemeinen reellwertigen Zu-
fallsvariablen haben wir in Abschnitt 4.5 bereits besprochen. Ist u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
R, und sind uy,uy, . . . Stichproben von auf (0, 1) gleichverteilten, unabhédngigen Zufallsvariablen Uy, U, . . .,
dann sind die Werte

xn = G(un)

Stichproben von den unabhéngigen, nach u verteilten, Zufallsvariablen X,, = G(U,,), siche den Algorithmus
und die Beispiele am Ende von Abschnitt 4.5 Die direkte Anwendung dieses Verfahrens setzt natiirlich die
explizite Berechenbarkeit der Quantilfunktion G voraus.

Stichproben von normalverteilten Zufallsvariablen

Die Verteilungsfunktion einer N (0, 1)-verteilten Zufallsvariable ist
(x) : / Tt gy
X)=— e .
V 2n J-oo
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5.4 Pseudozufallszahlen und Simulationsverfahren

Das Integral ist nicht explizit Iosbar und die Inverse ®~! ist dementsprechend nur approximativ berechenbar.
Daher ist die Simulation einer Standardnormalverteilung durch Inversion der Verteilungsfunktion relativ auf-
windig. Ein einfacheres Verfahren zur Simulation von Stichproben einer Normalverteilung ergibt sich, wenn
wir eine zweidimensionale Standardnormalverteilung betrachten und auf Polarkoordinaten transformieren.

Algorithmus 5: Box-Muller-Verfahren
Inmput :meR,o>0
Output Zwei unabhingige Stichproben z,z; von N(0, 1)

1 iErzeuge unabhingige Zufallszahlen uy,u> ~ Unif(q 1);

2 71 := +/-2loguy cos(2ruy), z2 := v/—-2logu sin(2ruy) ;

3 return z(,2;;

Der Beweis, dass z; und z, tatsdchlich unabhédngige Stichproben von der Standardnormalverteilung sind,
basiert auf dem mehrdimensionalen Dichtetransformationssatz, siche die Vorlesung EINFUHRUNG IN DIE
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE. Aus diesem folgt, dass die zweidimensionale Zufallsvariable

Z = (Z,Zp) = (\/—2 log U; cos(2nlUs), 4 —21log U, sin(27rU2))

genau dann standardnormalverteilt ist, wenn U = (U}, U,) auf (0, 1) X (0, 1) gleichverteilt ist.

Unabhiingige Stichproben xi,x; von der Normalverteilung mit Mittelwert . und Varianz o> kann man
dann iiber die Transformation

X| ==o0z1+m, X =0+ m

erzeugen.

Acceptance-Rejection-Verfahren

Da die direkten Simulationsverfahren oft nicht praktikabel sind, benotigen wir Alternativen. Eine hiufig ver-
wendete Methode besteht darin, zunédchst unabhéngige Stichproben von einer ,,einfacheren” Wahrscheinlich-
keitsverteilung v auf demselben Zustandsraum S zu generieren, und daraus mit einem Verwerfungsverfahren
Stichproben von der Zielverteilung u zu erzeugen.

Der Einfachheit halber betrachten wir den diskreten Fall. Fiir absolutstetige Verteilungen kann man
dhnlich verfahren, wenn man die Massenfunktionen durch die Dichten ersetzt. Wir nehmen an, dass wir den
Quotienten u(x)/v(x) der Massenfunktionen der Verteilungen u bzw. v bis auf eine Proportionalititskonstante
kennen, d.h. fiir x € § gilt

p(x) o fx)v(x) (5.22)

mit einer explizit bekannten Funktion f : § — R. Beispielsweise konnen wir f(x) = u(x)/v(x) setzen,
wenn dieses Verhiltnis explizit bekannt ist. Wir setzen zudem voraus, dass wir eine obere Schranke c fiir die
Funktion f kennen, d.h.

es gibt ein ¢ € [1,00), so dass f(x)<c fiir alle x € S. (5.23)

Angenommen, wir konnen Folgen von Stichproben x,,, u,, (n € N) von unabhingigen Zufallsvariablen X,,, U,
mit Verteilung v bzw. Unif(0, 1) erzeugen. Dann konnen wir daraus Stichproben von der Zielverteilung
u generieren, indem wir die x, als Vorschlagswerte betrachten, die mit einer Wahrscheinlichkeit propor-
tional zu f(x,) akzeptiert, und ansonsten verworfen werden. Aufgrund der Annahme (5.23) konnen die
Akzeptanzwahrscheinlichkeiten dabei gleich f(x)/c gewihlt werden.
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Algorithmus 6: Acceptance-Rejection-Verfahren (AR)
Input : f:S — [0,00), ¢ € [1,00) mit (5.23)
QOutput Stichprobe x von Wahrscheinlichkeitsverteilung y mit (5.22)

1 i'epeat
2 x «Stichprobe(v) ;
3 u «Stichprobe(Unif(0,1));

4 until u < @

5 return Xx;

Wir wollen den Algorithmus nun analysieren. Seien dazu X,, ~ v und U, ~ Unif(0,1) (n € N) unab-
hingige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Die diskrete

Zufallsvariable
T(w) = min{n e N : U,(w) < f(Xn(w))/c}

beschreibt dann die Anzahl der Durchldufe der Schleife bis erstmals ein Vorschlag X,, akzeptiert wird, und
Xr(w) = Xr(w)(w)

ist der akzeptierte Wert, der schlieBlich ausgegeben wird.

Satz 5.21 (Laufzeit und Output des AR-Verfahrens).
(i) T ist geometrisch verteilt mit Parameter p = ;g W Insbesondere ist 7" fast sicher endlich.

(ii) Die Zufallsvariable X7 hat die Verteilung u.

Der Satz zeigt, dass der Algorithmus tatsdchlich eine Stichprobe von der Verteilung u liefert. Die mittlere
Anzahl von Schritten, bis ein Vorschlag akzeptiert wird, betragt E[T] = 1/p. Ist f = p/v, dannist p = 1/c,
also die mittlere Laufzeit gleich c.

Beweis (von Satz 5.21). (i) Sei A, = {U, < f(X,)/c} das Ereignis, dass der n-te Vorschlag akzeptiert

wird. Aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X1, Uy, X3, Us, . . . folgt, daB auch die Ereignisse Ay, Ao, . . .
unabhéngig sind. Zudem gilt wegen der Unabhingigkeit von X,, und U,;:

PlA)) = Y PHXy=a}n A = ) P[X,=aU, < fla)/c]
aeS a€eS
= Y P[Xu=al-P[Uy < fl@/c] = ) v@)f(a)/c=p.
a€esS aes

Also ist T(w) = min{n € N : w € A, } geometrisch verteilt mit Parameter p.

(ii) Fiira € S gilt

P[Xr =a] = )" P[{Xr = a} n{T = n}]

S
Il
—_

P{X,=a}nA, nACN...NAC ]

Me

1

S
Il

Pl{X, =a,U, < f(a)/c} N Alc N...N Ag_l]

Ms

S
Il
—_

f@ (et _ S@n@

c pc

v(a)

Ms

S
1l
—_
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5.4 Pseudozufallszahlen und Simulationsverfahren

Hierbei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass die Ereignisse {X,, = a}, {U, < f(a)/c}, sowie
AIC,. . .,AS_I unabhingig sind. Da u die einzige Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, deren Massenfunkti-
on proportional zu f(a)v(a) ist, folgt X7 ~ u. |

Beispiel (Simulation von bedingten Verteilungen). Das Acceptance-Rejection-Verfahren kann prin-
zipiell verwendet werden, um Stichproben von einer bedingten Verteilung u[A] = v[A|B] zu simulieren,
wobei B C S ein Ereignis mit v[B] > 0 ist. In diesem Fall gilt u(x) = f(x)v(x) mit

f(x) = Ig(x)/v[B] < 1/v|[B] fiir alle x € S,

so dass wir ¢ = 1/v[B] wihlen konnen. Das AR-Verfahren erzeugt dann Stichproben von der Verteilung
v und akzeptiert diese mit Wahrscheinlichkeit /g(x), d.h., Stichproben in B werden stets akzeptiert. Da
die mittlere Laufzeit gleich c ist, ist das Verfahren nur dann praktikabel, wenn die Wahrscheinlichkeit
von B nicht zu klein ist.

Monte-Carlo-Verfahren

Sei u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer Menge S mit o-Algebra 8. Angenommen, wir wollen
die Wahrscheinlichkeit

p = u[B]
eines Ereignisses B € B beziehungsweise, allgemeiner, den Erwartungswert
0 = E,[f]

einer reellwertigen Zufallsvariable f: § — Rmit E, [ f 2] < oo niherungsweise berechnen. In einem solchen
Fall konnen wir auf ein Monte-Carlo-Verfahren zuriickgreifen. Hierbei simuliert man eine grofle Anzahl
Stichproben Xj(w),...,X,(w) von unabhingigen Zufallsvariablen mit Verteilung u (klassisches Monte-
Carlo-Verfahren), beziehungsweise von einer konvergenten Markovkette mit Gleichgewicht u (Markov Chain
Monte Carlo). Nach dem Gesetz der groflen Zahlen liefern dann die relativen Hiufigkeiten

~ 1<
Pul(@) = ;glg(xiw».
bzw. die empirischen Mittelwerte
- 1 <
Iu(w) = — ) f(Xi(w)).
i=1

Schitzwerte fiir p bzw. 6, die sich fiir n — oo den gesuchten Werten anndhern. Wenn die Zufallsvariablen
X; alle die Verteilung u haben, dann gilt

EWf) = Y B0 = = Blf] = Edf] = 0,
i=1 i=1

d.h. 6, ist ein erwartungstreuer Schdtzer fiir 6. Sind die Zufallsvariablen X; unabhingig mit Verteilung p,
dann sind die Zufallsvariablen f(X;) unkorreliert, und es ergibt sich

MSE [én] = F l §n - Hﬂ = Var [5,1] = %Varﬂ[f],

d.h. der mittlere quadratische Fehler des Schitzers ist von der Ordnung O(1/n). Der mittlere quadratische
Fehler fillt also relativ langsam in n ab. Ein groBer Vorteil ist jedoch, dass die Abschétzung vollig problem-
unabhdngig ist. Aus diesem Grund sind Monte-Carlo-Verfahren sehr universell einsetzbar. In komplizierten
Modellen sind sie oft die einzige praktikable Option um Erwartungswerte niherungsweise zu berechnen.
Abschitzungen fiir den Schitzfehler 6, — 0 und Konfidenzintervalle kann man mit den in Abschnitt 5.2
beschriebenen Methoden herleiten, zum Beispiel iiber die Ceby3ev-Ungleichung, mit exponentiellen Ab-
schitzungen, oder iiber eine Normalapproximation.
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Beispiel (Monte-Carlo-Schiatzung von hochdimensionalen Integralen). Auch die Werte von mehr-
dimensionalen Integralen konnen mit Monte-Carlo-Verfahren ndherungsweise berechnet werden. Dies
ist besonders in hohen Dimensionen von Interesse, wo klassische numerische Verfahren in der Regel
versagen. Soll beispielsweise der Wert des Integrals

1 1
0 = / f(x)dx = / / flxy,. .., xq) dxy ... dxg.
0,1} 0 0

niherungsweise berechnet werden, dann kdnnen wir dazu Stichproben uy, uy, . . ., ug, von unabhingigen
Zufallsvariablen U; ~ Unif(0, 1) simulieren. Die d-dimensionalen Zufallsvektoren X® = (Uagists- - > Uagisn)),
i = 1,...,n, sind dann unabhingig und gleichverteilt auf dem Produktraum (0, 1)¢. Daher kénnen wir

den Wert 6 des Integrals durch den Monte-Carlo-Schitzer

. 1< . 1 v
b, = ZZf(x(‘)) = ;Zf(ul,uz,...,ud,,)
i=1 i=1

approximieren. Ist die Funktion f quadratintegrierbar, dann ergibt sich eine dimensionsunabhdngige Ab-
schitzung des mittleren quadratischen Fehlers, die nur von der Varianz von f bzgl. der Gleichverteilung
auf dem Einheitswiirfel (0, 1) abhingt. Da zum Erzeugen eines Stichprobenvektors x¥) d Zufallszahlen
aus (0, 1) bendtigt werden, betragt der Aufwand O(d), wenn ein vorgegebener mittlerer quadratischen
Fehler fiir Funktionen mit Varianz kleiner gleich 1 unterschritten werden soll. Klassische numerische
Integrationsverfahren haben dagegen in der Regel einen Aufwand, der exponentiell in der Dimension
wichst.
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