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Aufgabe 1 [2+2 Pkt

1. Seien (X,,)nen reellwertige Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass die beiden Abbildungen

sup X, und liminf X,

neN n—0o0
messbar sind.

2. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungfunktion Fxy und a,b € R. Man bestimme
die Verteilungsfunktionen der folgenden Zufallsvariablen:

Y) =aX +b, Y, = | X], Vs = e,

Aufgabe 2 [2+1+2+1 Pkt]

Es sei (A,) eine Folge von Teilmengen einer beliebigen nichtleeren Menge €2. Der obere
und der untere Limes der Mengenfolge (A,,) werden definiert durch

limsup A,, = ﬁ D A, bzw. liminf A, = D ﬁ Ag.
" n=1k=n " n=1k=n

Stimmen beide Mengen {tiberein, so schreibt man

lim A, = limsup A,, = liminf A,,.
n—00 n n

Zeigen Sie:
1. Mit dem Ereignis liminf, A, tritt auch das Ereignis lim sup,, A,, ein, d.h. es gilt

liminf A,, C limsup A,,.

n

Geben Sie ein Beispiel fiir strikte Inklusion an,

2. limsup A% = (liminf A,)°,



3. limsup(An N Bn) C (lim sup A,, N lim sup Bn); geben Sie ein Beispiel fiir strikte
InkTILusion an, ! !

4. Fiir monotone Mengenfolgen (d.h. A} C Ay C A3 C -+ oder A1 D Ay D A3 D -++)
sind der obere und der untere Limes gleich.

Aufgabe 3 [2 Pkt]

Sei A\ das Lebesgue-MaB auf [0, 1]. Betrachten Sie den zugehorigen Wahrscheinlickeitsraum
([0,1], B([0,1]), A). Wir konstruieren eine Folge {C), } ,eny von abgeschlossenen Mengen nach

folgendem Muster:
1 2
= = -1
o= o] [5]
1 2 3 6 7 8
= - -, = - = -1
S E R

Die Menge C), ist die Vereinigung von 2" disjunkten, abgeschlossenen Intervallen der Lange
37". Die Menge (), konstruieren wir aus der Menge C,,, indem wir das mittlere Drittel
jedes Intervals aus C), entfernen.

Sei C' = N9, C),. Man nennt C die Cantormenge. Zeigen Sie, dass die Cantormenge eine
nichtleere, abgeschlossene Menge vom Lebesgue-Maf§ 0 ist.

Aufgabe 4 [Freqwillige Aufgabe, 3+2+2+1 Pkt]
Sei (C,), die selbe Mengenfolge wie in der vorigen Aufgabe. Fiir alle n € N definieren wir
eine nichtfallende, stetige Funktion F,, auf [0, 1] wie folgt:

1. F,(0) =0und F,(1) = 1;

2. Die Funktion F,, ist in jedem Teilintervall von [0, 1] \ C,, konstant und nimmt die

n__ . . .
Werte Zin, 2%, cee 22n L in aufsteigender Reihenfolge an.

3. In allen Intervallen von C,, ist F}, linear.
Zeigen Sie:

(i) Die Funktionenfolge F,, konvergiert gleichméfig gegen eine Funktion F.
(ii) F ist eine stetige Verteilungsfunktion auf [0, 1].
(iii) Das durch F' eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmaf hat keine Dichte.

(iv) Das durch F' eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafl hat keine Atome.
Hinweise:

e Betrachten Sie den vollstdndigen, normierten Raum C/([0, 1]) der stetigen Funktionen
auf [0, 1] mit der Norm || f||e = maxo<az<1 |f ()]

e Ein Atom ist ein Punkt mit positivem MaSf.



