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1. Übungsblatt

Ohne Abgabe, Besprechung in den Tutorien ab dem 25.10.2021

Aufgabe 1

Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie, dass

1. Für A, B ∈ F mit A ⊆ B gilt P[A] ≤ P[B].

2. Falls A ∈ F und (An) eine Folge von (nicht notwendigerweise disjunkten) Megen in
F mit A ⊆

⋃∞
n=1An ist, so gilt

P[A] ≤
∞∑
i=1

P[An].

Bemerkung : Die Eigenschaft in Punkt 2. wird Subadditivität eines Wahrscheinlichkeits-
maßes genannt.

Aufgabe 2

Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Sei (An)n eine Folge von Mengen in A so dass An ↑ A, d.h. An ⊆ An+1 und A =⋃∞
n=1An. Zeigen Sie, dass P[A] = limn→∞ P[An].

2. Sei (Bn)n eine Folge von Mengen in A so dass Bn ↓ B, d.h. Bn+1 ⊆ Bn und B =⋂∞
n=1Bn. Zeigen Sie, dass P[B] = limn→∞ P[Bn]

Aufgabe 3

Es sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A1, . . . , An ∈ F . Zeigen Sie das
sog. Einschluss-Ausschluss-Prinzip

P
( n⋃
k=1

Ak

)
=

n∑
i=1

P(Ai)−
∑
i<j≤n

P(Ai ∩ Aj) +
∑

i<j<k≤n

P(Ai ∩ Aj ∩ Ak)

+ · · ·+ (−1)n+1P(A1 ∩ · · · ∩ An).
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Aufgabe 4

Sei Ω eine endliche Menge und A eine σ-Algebra.

1. Zeigen Sie, dass eine einzige Partition (π1, . . . , πn) von Ω existiert, so dass (i) alle
πi ∈ A, und (ii) für alle B ∈ A und für alle ` ∈ {1, . . . , n}: π` ∩B ∈ {∅, π`}.
Bemerkung: Man nennt (π1, . . . , πn) eine Partition von Ω, falls πi 6= ∅ für alle i,
Ω = ∪n

i=1πi und πi ∩ πj = ∅, falls i 6= j.

2. Zeigen Sie, dass es für alle B ∈ A ein JB ⊂ {1, . . . , n} gibt, sodass B = ∪j∈JBπj.
Folgern Sie, dass A die von (π1, . . . , πn) erzeugte σ-Algebra ist, d.h. dass A =
σ(π1, . . . , πn).

3. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß über (Ω,A) und pk := P(πk). Zeigen Sie, dass∑n
k=1 pk = 1. Umgekehrt, seien pk, k = 1, . . . , n, mit der Eigenschaft

∑n
k=1 pk = 1.

Zeigen Sie, dass dann ein einziges Wahrscheinlichkeitsmaß P über (Ω,A) existiert so
dass P(πk) = pk.

Bemerkung: Die Elemente π1, . . . , πn nennt man auch Atome.
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