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1. Aufgabe (3 Punkte)

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X = (X,,)nen, €in Martingal beziiglich der Filtra-
tion {G,, : n € No}. Ferner sei F,, = o({X\ : 0 < k < n}). Zeigen Sie, dass F,, C G, fiir alle n € Ny
gilt, und dass X ein Martingal beziiglich F,, ist.

2. Aufgabe (5 Punkte)

(a) Es seien X ein Martingal und ¢ eine konvexe Funktion mit E|¢(X,,)| < oo fiir alle n. Zeigen Sie,
dass (¢(X,)), . €in Submartingal ist.

(b) Es seien X ein Submartingal und ¢ eine konvexe nichtfallende Funktion mit IE|¢(X,)| < oo fiir alle

n. Zeigen Sie, dass (¢(X,)),, . €in Submartingal ist.

(c) Geben Sie ein Beispiel fiir ein Submartingal X, so dass X2 ein Supermartingal ist.

3. Aufgabe (3 Punkte)
Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und v ein endliches MaB auf F mit v < IP. Ferner sei
(Fn)nen eine Filtration. Sei X, die Radon-Nikodym Dichte von v beziiglich P eingeschrinkt auf F,,.
Zeigen Sie, dass (X,,) ein Martingal ist.

4. Aufgabe (9 Punkte)

(a) Es seien A1, Ao, ... unabhingige Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0. Es sei X; = A; und
Xpa1 =X+ Aps1fu(X1, ..., Xy), wobei f,, eine Borel-messbare Funktion ist. Zeigen Sie: falls
die X,, integrierbar sind, so ist (X,,) ein Martingal.

(b) Esseien Yy, Ys, ... unabhingige Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und Varianz o2, Zeigen Sie:
(X,,) ist ein Martingal, wobei X,, = (3°,_, Y%)? — no?.

(c) Es sei (Y;,) eine Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum. Nehmen Sie an, dass }_; pijz(j) =
Az (%) fiir alle 4, wobei (i) die Komponenten eines Rechts-Eigenvektors der Transitionsmatrix sind.
Es sei X,, = A\"x(Y,,). Zeigen Sie: (X,) ist ein Martingal.

Gesamt: 20 Punkte



