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1. Aufgabe (6 Punkte)
Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) und eine Filtration (Fn). Ferner seien τ1 und τ2
Stoppzeiten bezüglich (Fn), d.h. τi : Ω → N0 ∪ {∞} und {τi = n} ∈ Fn für alle n ∈ N0, i = 1, 2.
Zeigen Sie:

(a) In der Definition der Stoppzeiten könnte man {τi ≤ n} ∈ Fn statt {τi = n} ∈ Fn für alle n
verlangen.

(b) τ1 + τ2, τ1 ∨ τ2, τ1 ∧ τ2 sind Stoppzeiten.

(c) Fτi
=
{
A ∈ F : {τi = n} ∩A ∈ Fn, n ∈ N

}
, i = 1, 2, sind σ-Algebren.

(d) Gilt τ1 ≤ τ2 P f.s., so folgt Fτ1 ⊂ Fτ2 .

2. Aufgabe (4 Punkte)
Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) und eine Filtration (Fn). Ferner seien S und T
Stoppzeiten bezüglich (Fn), und FS bzw. FT die zugehörigen Pre-σ-Algebren. Zeigen Sie:

(a) FT∧S = FT ∩ FS .

(b) FT∨S = σ(FT ,FS).

(c) Gilt F ∈ FT∨S , so folgt F ∩ {S ≤ T} ∈ FT .

(d) Gilt S ≤ T f.s. und ist A ∈ FS , dann ist N = 1AS + 1AcT eine Stoppzeit.

3. Aufgabe (7 Punkte)
Es sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger zentrierter Zufallsvariablen. Ferner seien Sn =

∑n
i=1Xi und

s2n =
∑n
i=1E[X2

i ]. Für alle ε > 0 sei die, sogenannte Lindeberg Bedingung

s−2
n

n∑
i=1

E

[
X2
i 1{|Xi|>εsn}

]
↓ 0

erfüllt. Nach Theorem 4.6.17 (vgl. auch Remark 4.6.1) gilt s−1
n Sn → N (0, 1) in Verteilung.

Zeigen Sie, dass für eine Folge, (Xn)n∈N, unabhängiger zentrierter Zufallsvariablen jede der folgenden
Voraussetzungen für die Lindeberg Bedingung hinreichend ist.

(a) Die Zufallsvariablen Xn sind identisch verteilt mit σ2 = E[X2
1 ] ∈ (0,∞).

(b) Die Zufallsvariablen Xn sind gleichmäßig beschränkt und es gilt s2n →∞ für n→∞.

(c) Für alle i gilt E[X2
i ] ≥ r und E

[
|Xi|2+δ

]
≤ C, wobei 0 < r, δ, C <∞.

(d) Es gibt ein δ > 0, sodass

lim
n→∞

s−(2+δ)
n

n∑
i=1

E
[
|Xi|2+δ

]
= 0.

Diese Bedingung nennt man die Lyapunov Bedingung.
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4. Aufgabe (3 Punkte)
Es sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit

P
[
Xn = n

]
= P

[
Xn = −n

]
=

1
2nβ

, P
[
Xn = 0

]
= 1− 1

nβ
.

Zeigen Sie, dass die Lindeberg Bedingung für 0 ≤ β < 1 erfüllt ist.

Gesamt: 20 Punkte
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