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1. Aufgabe (6 Punkte)

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) und eine Filtration (F,,). Ferner seien 71 und 7
Stoppzeiten beziiglich (F,,), d.h. 7; : @ — Ng U {oo} und {r; = n} € F, firallen € Ng,i = 1,2.
Zeigen Sie:

(a) In der Definition der Stoppzeiten kénnte man {7; < n} € F, statt {r; = n} € F, fiir alle n
verlangen.

(b) 71 + T2, T1 V T2, T1 A T2 sind Stoppzeiten.
(©) Fr, = {A eF:{rn=ntnNAeF,,ne ]N}, 1 = 1,2, sind o-Algebren.
(d) Gilty <1 Pfs., sofolgt Fr, C Fo,.
2. Aufgabe (4 Punkte)

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und eine Filtration (F,,). Ferner seien S und T
Stoppzeiten beziiglich (F,,), und Fs bzw. Fr die zugehorigen Pre-o-Algebren. Zeigen Sie:

(@) Fras =FrnFs.

(b) Frvs = o(Fr, Fs).

(¢) Gilt F € Frys,sofolgt FN{S < T} € Fr.

(d) Gilt S <Tfs.undist A € Fg,dannist N = 145 + 1 4.7 eine Stoppzeit.

3. Aufgabe (7 Punkte)

Es sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger zentrierter Zufallsvariablen. Ferner seien S,, = Z?:l X; und
s2 =" | E[X?]. Firalle € > 0 sei die, sogenannte Lindeberg Bedingung

e iE[Xfﬂ{\Xmesn}}i 0
=1

erfiillt. Nach Theorem 4.6.17 (vgl. auch Remark 4.6.1) gilt s;;1.S,, — A(0,1) in Verteilung.

Zeigen Sie, dass fiir eine Folge, (X,,),cN, unabhingiger zentrierter Zufallsvariablen jede der folgenden
Voraussetzungen fiir die Lindeberg Bedingung hinreichend ist.

(a) Die Zufallsvariablen X, sind identisch verteilt mit 02 = E[X?] € (0, 00).
(b) Die Zufallsvariablen X, sind gleichmiBig beschrinkt und es gilt s2 — oo fiir n — oo.
(c) Fiiralle i gilt E[X?] > r und E[|X;|>™] < C, wobei 0 < r,6,C < oc.

(d) Esgibtein § > 0, sodass

lim s, )3 "B[|X;**] =0.

n— oo 4
=1

Diese Bedingung nennt man die Lyapunov Bedingung.



4. Aufgabe (3 Punkte)

Es sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit

1

P[X,=0]=1-—.
Zeigen Sie, dass die Lindeberg Bedingung fiir 0 < 8 < 1 erfiillt ist.

Gesamt: 20 Punkte



