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1. Aufgabe (6 Punkte)

Es sei X,,, n € N eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen. Definiere 7,, = o(Xy,k > n)und 7 =
Mnen Zn- Die o-Algebra T heibt terminal o-Algebra, und die Menge aus 7 heiflen terminal Ereignis.
Ferner, ein R U {£o0}-wertig Zufallsvariable 7 heiBt entartet, wenn es ein ¢ € R U {£o0} gibt, so dass
esn =cfs.

(a). Welches der folgende Ereignis sind 7 -messbar?

{nh_{réo X, existiert}, {S%p X, < c}, {li}ln_)solip X, < c}

{i Xn konvergiert}, {i|Xn| < c}.

n=1 n=1

2 Sn . .
(b). Sei S, = E Xj. Zeigen Sie, dass lim sup X, und lim sup — entartete Zufallsvariablen sind.
n

2. Aufgabe (4 Punkte)

Es sei (£,,)nen eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit P(&; = 0) = P(&; = 2) = 1/2. Zeigen Sie,
dass {X,,, F,} mit X,, = [[\_, & und F,, = 0(&,i < n) ein Martingal ist. Zeigen Sie ferner, dass es
X,, — 0 fast sicher, aber nicht in £!. Ist X, uniformly integrable?

3. Aufgabe (5 Punkte)

Es seien (X,,)nen ein Submartingal und ¢ eine positive nichtfallende konvexe Funktion. Beweisen Sie:
Firallet > Ound z € R gilt

IP( max X Zx) < M
1<Xn<n g(tx)

Insbesondere gilt

IP( max X > x) < e TR,
1<X,<n

4. Aufgabe (5 Punkte)
Nach dem Zerlegungssatz von Doob kann jeder Submartingal X = {X,,, F,,} in der Form

X, =Xo+M,+ A,, ne Ny

geschrieben werden. Dabei ist M = {M,,,F,} ein Martingal und A = {A,,F,} ist ein prévisibler
nichtfallender Prozess mit Ay = 0. Man nennt A Kompensatror von X.
Gegeben seien unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen &,,, n € N, mitIP(§; = 1) = 1/2 =
P(¢& = —1). Durch X = 0und X,, = >_)'_, & ist ein Martingal {X,,, 0(&, k < n)} definiert. Zeigen
Sie, dass {Y,,0(&, k < n)} mitY,, = exp(X,,) ein Submartingal ist, und berechnen Sie den zugehérigen
Kompensator.

Gesamt: 20 Punkte



