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1. Aufgabe (6 Punkte)
Es sei Xn, n ∈ N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen. Definiere Tn = σ(Xk, k ≥ n) und T =⋂

n∈N Tn. Die σ-Algebra T heißt terminal σ-Algebra, und die Menge aus T heißen terminal Ereignis.
Ferner, ein R ∪ {±∞}-wertig Zufallsvariable η heißt entartet, wenn es ein c ∈ R ∪ {±∞} gibt, so dass
es η = c f.s.

(a). Welches der folgende Ereignis sind T -messbar?{
lim

n→∞
Xn existiert

}
,

{
sup

n
Xn < c

}
,

{
lim sup

n→∞
Xn < c

}
{ ∞∑

n=1

Xn konvergiert
}
,

{ ∞∑
n=1

|Xn| < c
}
.

(b). Sei Sn =
n∑

i=1

Xk. Zeigen Sie, dass lim sup
n→∞

Xn und lim sup
n→∞

Sn

n
entartete Zufallsvariablen sind.

2. Aufgabe (4 Punkte)
Es sei (ξn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit P (ξi = 0) = P (ξi = 2) = 1/2. Zeigen Sie,
dass {Xn,Fn} mit Xn =

∏n
i=1 ξi und Fn = σ(ξi, i ≤ n) ein Martingal ist. Zeigen Sie ferner, dass es

Xn → 0 fast sicher, aber nicht in L1. Ist Xn uniformly integrable?

3. Aufgabe (5 Punkte)
Es seien (Xn)n∈N ein Submartingal und g eine positive nichtfallende konvexe Funktion. Beweisen Sie:
Für alle t > 0 und x ∈ R gilt

P

(
max

1≤Xk≤n
Xk ≥ x

)
≤ Eg(tXn)

g(tx)
.

Insbesondere gilt

P

(
max

1≤Xk≤n
Xk ≥ x

)
≤ e−tx

EetXn .

4. Aufgabe (5 Punkte)
Nach dem Zerlegungssatz von Doob kann jeder Submartingal X = {Xn,Fn} in der Form

Xn = X0 +Mn +An, n ∈ N0

geschrieben werden. Dabei ist M = {Mn,Fn} ein Martingal und A = {An,Fn} ist ein prävisibler
nichtfallender Prozess mit A0 = 0. Man nennt A Kompensatror von X .
Gegeben seien unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen ξn, n ∈ N, mit P(ξ1 = 1) = 1/2 =
P(ξ1 = −1). Durch X0 = 0 und Xn =

∑n
k=1 ξk ist ein Martingal {Xn, σ(ξk, k ≤ n)} definiert. Zeigen

Sie, dass {Yn, σ(ξk, k ≤ n)} mit Yn = exp(Xn) ein Submartingal ist, und berechnen Sie den zugehörigen
Kompensator.
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