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1. Aufgabe (5 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Sind X und Y beziiglich einer o-Algebra F meBbare reellwertige Zufallsvariablen, dann
gilt{w: X(w)=Y(w)} € F.

(b) Sei | X| eine beziiglich F mefibare Zufallsvariable. Ist dann auch X selbst F-meBbar?

2. Aufgabe (5 Punkte)
Beweise Sie die Holder-Ungleichung mit Hilfe der Jensen-Ungleichung.

3. Aufgabe (5 Punkte)

Es sei (Q, F, 1) ein o-endlicher MaRraum, A das Lebesgue-MaB auf (R, B) und f :  — R eine nichtne-
gative meBbare Funktion. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Fubini: Fiir p > 1 gilt

/f” dp = /OO Pt p(f > t)A(db).
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4. Aufgabe (5 Punkte)

Es sei (2, F, u) ein o-endlicher Mafiraum und f eine mefbare und absolut integrabare Funktion. Wir
definieren:

uy(F) = /Ffdu, FerF

Zeigen Sie, dass py eine o-additive Mengen Funktion auf (£2, ) ist. Wenn f nichtnegativ ist, zeigen Sie,
dass 17 ein MaB auf (€, F) ist, das absolut stetig bezuglich . ist.

5. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei M die Menge aller MaBe auf dem meBbaren Raum (€2, .4). Zeigen Sie:

(a) Die durch 4 < v und v < p definierte Relation i ~ v ist eine Aquivalenzrelation.

d
(b) Fiir endliche Mafle 1+ und v ist j4 ~ v dquivalent zu 0 < d—l/ < oo p-f.i.
1

6. Aufgabe (5 Punkte)

Es sei (£2,.4) ein meBbarer Raum, wobei die o-Algebra A die Einpunktmengen enthélt. Seien p und v
diskrete MaBe auf A.

(a) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir v < p an.
(b) Berechnen Sie alle u-Dichten von v unter der Voraussetzung v < .

Hinweis: Das Mal} u heilt diskret, wenn es hochstens abzdhlbar viele w; € €2 und p; > 0 mit Zz p; < 00

gibt, so dass
/’l’ = sz(swL~

Gesamt: 30 Punkte



