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1. Aufgabe
Sei (Xn)n∈N eine Irrfahrt auf {0, 1, . . . } mit Übergangmatrix

P =


r0 p0 0 . . . 0 . . .
q1 r1 p1 0 . . .
0 q2 r2 p2 . . .
· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

 ,

wobei
p00 = r0, p01 = p0, r0 + p0 = 1

und
pi,i = ri, pi,i−1 = qi, pi,i+1 = pi, ri + pi + qi = 1, i = 1, 2, . . .

Berechnen Sie das invariant Mass der Irrfahrt.

2. Aufgabe
Seien (Yn)n∈N unabhängige und identisch verteile Zufallsvariablen mit Werten in {−1, 1} mit P (Yn =
1) = P (Yn = −1) = 1

2 , und (Xn)n∈N eine Irrfahrt, mit X0 = 0,Xn = Σnk=1Yk + θn,wobei θ ∈ R eine
Konstante ist. Für α, β ∈ R, α < 0 < β, berechen Sie P0(τα < τβ), wobei τγ = inf{n : Xn = γ}, γ =
α, β.

3. Aufgabe
SeienD(R) eine Kreisscheibe mit dem RadiusR > 0 und (Bt)t∈R0 eine Brownsche Bewegung aufD(R).
Ferner sei τR = inf{t : Bt ∈ ∂D(R)}, wobei ∂D(R) der Rand der Kreisscheibe ist. Zeigen Sie:

(a) MτR
= ‖BτR

‖2 − 2τR ist eine Martingal, wobei ‖ · ‖ die Euklidische Norm ist.

(b) Berechnen Sie E[τR].

(c) Finden Sie eine Martinal, mit dem E[eλτR ] berechen werden kann, wobei λ ∈ R eine Konstante ist.
Ferner berechen Sie den Erwartungswert.

4. Aufgabe
Seien (Yn)n∈N unabhängige und identisch verteile Zufallsvariablen N(µ, σ2)-verteilt ,σ > 0, und Fn =
σ(Y1, . . . , Yn) für alle n ∈ N. Ferner Xn = Σnk=1Yk. Beweisen Sie, dass ∀λ ∈ R,

Zn ≡ eλXn ,

eine Supermartingal ist.

5. Aufgabe
Sei (Bt)t∈R0 eine Brownsche Bewegung. Für r ∈ R+ sei B̃t = Bt+r. Bedingt auf Bs = 0 für alle s ≤ r,
zeigen Sie, dass (B̃t)t∈R+ eine Brownsche Bewegung ist.
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