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Priasenzaufgabe. Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung
y'(t) +y =tan(t), —-7w/2<t<7/2,

zu den Anfangsbedingungen y(0) = 1,¢/(0) = 1.

1. (Regulidres Sturm-Liouville Problem) [20 Pkt]

Betrachten Sie das Sturm-Liouville Problem
L(x) = =" (x) = Mp(x), (0) =0, (1)+¢'(1)=0
tiber dem Intervall [0, 1].

a) Zeigen Sie, dass (¢, L) > 0 gilt (fiir alle Funktionen ¢ # 0, welche die Randbedin-
gungen erfiillen) und folgern Sie daraus, dass alle Eigenwerte A positiv sein miissen.

b) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte durch Ay = p (k =1,2,3,...) gegeben sind, wobei
pi die k—te Losung der Gleichung p+tan(u) = 0 ist. Machen Sie sich graphisch klar,
dass -

km — 5 < g < km

gilt. (Fiir grosses k ist py ~ km — 7.)

¢) Bestimmen Sie die Eigenfunktion 1, zu Az und benutzen Sie

1 ! o} n _ : /
/ ) sin(u e — /I () = peos() s
0 p? = p
um die Orthogonalitit der Eigenfunktionen zu iiberpriifen. Bestimmen Sie letzlich
die Normierung < ¥, ¥, > als Ausdruck in puy.

d) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = 1 fiir € [0,1] in einer Reihe ), cxtbr(2)
beziiglich des Orthogonalsystem der Eigenfunktionen.

Bitte wenden!



Bonus-Aufgaben

2. (Green’sche Funktion) [5 Pkt]

Berechnen Sie die Green’sche Funktion fiir den Sturm-Liouville Operator
Lyp(z) = —"(z) =0
mit den Randbedingungen ¢(0) = 0, (1) = 0.

3. (Variation der Konstanten) [5 Pkt]

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung

3y + 4y +y=(sint)e’; y(0)=1,4'(0)=0.

4. (Singulidres Sturm-Liouville Problem) [20 Pkt]

Betrachten Sie das singulédre Sturm-Liouville Problem

Lf(x) = —f"(x) + V(z)f(z) = Af(z), [0,00)
sinaf(0) — cosaf’(0) = 0.

Dabei ist V' (z) = 0 fiir x < 10 und V(x) = 36 fiir = > 10.
Bestimmen Sie die verallgemeinerten Eigenwerte und Eigenfunktionen, und das zugehorige
Spektralmaf.



