MfP2: Ubersicht wichtiger Rechenregeln

Satz von der monotonen Konvergenz (SvdmK). Sei f,, : A — [0,00) eine Folge messbarer punkt-
weise monton wachsender und punktweise konvergenter Funktionen (d.h., fpi1(z) > fo(z) > 0 und
limy, 00 fn(x) existiert fir alle x € A). Dann gilt

lim [ fu(z)dz :/ lim f,(z)dx.

Satz von der dominierten Konvergenz (SvddK). Sei f, : A — R eine Folge messbarer punktweise
konvergenter Funktionen, die von einer integrierbaren Funktion g : A — [0,00) dominiert wird (d.h.,
J49(x)de < oo, |fu(x)] < g(z) und limy, oo frn(x) existiert fir alle x € A). Dann gilt

lim [ fo(z)de :/ lim f,(z)dx.

Leibnizregel. Sei f : R x I — R eine Funktion, sodass

(1) f(-,t) fiir jedes t € I integrierbar ist,

(2) f(x,-) fir jedes x € R differenzierbar ist und

(8) Of(-,t)/0t von einer integrierbaren Funktion dominiert wird.
Dann gilt

d 0
a/Rf(x,t)dx: Raf(x,t)dx.

Bemerkung. Fiir Eigenschaft (1) muss gezeigt werden, dass [;|f(x,t)]dz < oo gilt. Eigenschaft (2)
bedeutet, dass Of(x,t)/0t fir jedes x € R und t € I existiert. Fir (3) ist wie im SvddK eine Funktion
g:R = [0,00) zu finden, sodass [, g(x)dx < co und |0f(x,t)/0t| < g(x) fir allex € R undt € I gilt.

Fubini. Sei f: X xY — R integrierbar (2.B. [, [y |f(z,y)|dzdy < oo) oder sei die Funktion f messbar
und nicht-negativ. Dann gilt

/Y/Xf(l‘ay)dxdy:/X/Yf(x,y)dydx:/Xxyf(x’y)d(m,y),

Transformationssatz. Sei f : V — R integrierbar und g : U — V ein Diffeomorphismus offener
Teilmengen des R™. Dann gilt

[ swas= [ 5ot aerDy(a))] .
%4 U

Beispiel (Transformation in Kugel- bzw. Kegelkoordinaten).

rsin(6) cos(p)
g(r,0,0) = | rsin(0)sin(yp) ~ det(Dg(r,0,9)) = r?sin(0)
r cos(0)

rcos(p)
g(r, ) = rsin(p) ~ det(Dg(r, @) =

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren. Sei V' ein Vektorraum, der mit einem Skalar-
produkt (-,-) versehen ist. Sind dann vy, ..., v, linear unabhingige Vektoren aus V, so sind die Vektoren
f}l,...,f/n mat

By 1= U — Z <Uz‘,vk>5i

— (0i, V)

wieder linear unabhdngig und stehen orthogonal aufeinander (d.h., es gilt (0;,0;) =0 fir i # j).



Integration von Differentialformen. Fir eine k-Form w im R™ und ein k-dimensionales Objekt M
mm R™, das durch g : I; X --- X I;; = R™ parametrisiert ist, gilt

/w /I /I ) (D19(t), ..., Bg(t)) dt: - -~ dtx

Speziell ist firn =3 und k =2

/Mw - /12 /11 ), 019(t) x Dag(t)) dtrdts .

Fiir die Integration tber Kurven M im R™, d.h. fir allgemeines n und k =1 gilt

t@w[fmmmﬂﬁ»w.

Die Integration von n-Formen w = fdxi A - A dx, reduziert sich wegen dxi A --- A dx, = det auf die
gewdohnliche Integration der Funktion f iber das orientierte Objekt M :

/ o./—/ (t)) det(Dg(t))dty - - - dig

Satz von Stokes. Seiw eine (k — 1)-F07“m im R™ und M ein k-dimensionales Objekt im R™, das durch
g: Iy x---xIp — R"™ parametrisiert ist. Ferner sei OM der durch die Finschrdinkung von g parametrisierte

Rand von M. Dann gilt
/ w :/ dw .
oM M

Satz von Stokes fiir Kurven. Sei w = df eine exakte 1-Form im R™ und v eine Kurve im R"™, die
durch g : [a,b] = R™ parametrisiert ist. Dann gilt

/wzf@w»—ﬂmw»

Volumenberechnung. Das Volumen eines n-dimensionalen Objekts M im R™ ist

vol, (M) = /M dz .

Das Volumen eines k-dimensionalen Objektes M, das durch g: I X -+ X Ix, — R™ parametrisiert ist,
berechnet sich als

VOlk(M)Z/ o [ (|Oug(E) A A Dyg(t) dty - - dty,
Iy I,

Fir k = 1 erhdlt man als Spezialfall die Bogenlinge ¢(M) = vol; (M fI llg’ ()| dt der Kurve M.
Firk =2 und n = 3 ist ||01g9 A O2g|| = ||O1g X Oa2g||. Allgemein gilt dze Gleichung ||O1g A -+ A Okg| =
det(Ag) mit Ay := ((9ig, 0;9))1<i <k-

Fourierreihen. Die Funktionen x — 62%””’, n € Z, bilden eine Orthonormalbasis des Vektorraums der
quadmtmtegrierbaren komplexwertigen T -periodischen Funktionen beziglich des Skalarprodukts (f,g) =

T fo x) dz. Fir jede T-periodische Funktion f :R — C haben wir die Darstellungen
™o 2 2
x) = %cne%””’ = % + %an cos <;n:z:> 4+ b,, sin (;nx> ,

wobei ¢, = (f, e%m) sowie an = ¢p + c—p und by, =i(c, — c_y,) ist. Explizit gilt

I 22 1

Cn = f/o fl@)e 7™z,
2 (T 27

an, = T/o f(x) cos (Tnx) dx,
2 (7T 2

b, = T/o f(z)sin (;nx> dz.
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