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1. Sei P die Gleichverteilung auf der Menge €2 der Permutationen von
{1,...,n}. Fir eine Permutation w bezeichne X (w) die Anzahl der Fix-
punkte. Berechne den Erwartungswert E[X] und die Varianz

Var(X) = E[X? - B[X]?.

Hinweis: X = Z?:l Iroe)u(i=iy -

2. ( Berechnung von Erwartungswerten aus der Verteilung ).
Sei T' > 0 eine Zufallsvariable auf (€2, A, P). Beweise ohne Verwendung des
Satzes von Fubini, da x — P[T" > x| Borel-mefibar ist mit

BT = /OOOP[T>x]dx.

Hinweis : Betrachte zundchst den Fall, dafi T nur endlich viele Werte
0=cy<c <...<cp anmimmt. Zeige

E[T] = ) (c—c¢a)P[T>¢) = /Ooo P[T > z]dz .

i=1

3. ( Asymptotische Ereignisse ). Sei Xj, Xy, ... eine Folge von
unabhéngigen positiven Zufallsvariablen auf (2, A, P).

a) Welche der folgenden Ereignisse sind asymptotische Ereignisse 7

{X,, > 2n unendlich oft}, {liminf X,, < 17}, {inf X,, > 5},

(X, <13 {3 X, < oo}, {agggo%zn:xi}.
n=1 n=1 =1

b) Gib Beispiele von tail-field-mefibaren Zufallsvariablen an (mit Beweis).



4. ( Einschluf3—/Ausschluflprinzip ).
Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und Ay, ..., A, € A. Zeige

[UAi =1- H(l_[Ai)7

und folgere

n

P[LJAJ = S (-t Y PAn-n4].

k=1 1<i; <-<ip<n

5. ( Rekorde ). Seien X, Xs,... unabhingige identisch verteilte

Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion. Seien F; := (), und, fiir
n>2,
E, = {X,> X, Vm <n} = ein Rekord wird zur Zeit n erreicht”.

Zeige, daf die Ereignisse E1, Fs, ... unabhéngig sind mit P[F,] = 1/n.

6. ( Perkolation ). Seip € [0,1]. Wir betrachten unabhéngige Zu-
fallsvariablen X;, i € Z%, mit P[X; = 1] = p und P[X; = 0] = 1 — p. Der
Gitterpunkt ¢ € Z? heifit durchlissig, falls X; = 1 gilt. Sei A das Ereignis,
dafl eine unendliche Zusammenhangskomponente aus durchlassigen Gitter-
punkten existiert. Ay sei das Ereignis, dal der Nullpunkt in einer unendlichen
Zusammenhangskomponente von durchlassigen Punkten enthalten ist. Zeige:

a) Im Falld =1, p < 1, gilt P[A] =0.
b) Fiir alled=1,2,... und p € [0, 1] gilt

Pl[Al=1 & P[4y > 0.



