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1. ( Charakteristische Funktionen ).

a) Die Doppelexponentialverteilung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung p
auf R mit Dichte f(z) = eIl Zeige : Die charakteristische Funktion
von st o(t) = .

b) Folgere, daB ¢(t) = e~ die charakteristische Funktion der Cauchy-
verteilung ist ( Dichte f(z) = m ).

c) Zeige : Sind X, Xs, ... unabhéngige Cauchyverteilte Zufallsvariablen,

dann sind die empirischen Mittelwerte + > i, X, n €N, auch Cauchy-

n
verteilt. Warum ist dies kein Widerspruch zum Gesetz der grofien

Zahlen 7

2. Unter 3000 Geburten werden in einer Klinik 1578 Jungen gezéhlt.
Wiirden Sie aufgrund dieses Ergebnisses mit einer Sicherheit von 95% an der
Hypothese festhalten wollen, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir die Geburt eines
Jungen gleich 3 ist?

3. ( Abfall der Entropie bei Markovketten ). Sei P eine stochasti-
sche Matrix mit invarianter Verteilung v iiber einem abzahlbaren Zustands-
raum S. Sei u eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S. Zeige :

H(uPlv) < H(ulv) .

Folgere, dafl die relative Entropie der Verteilung einer Markovkette zur Zeit
n beziiglich einer invarianten Verteilung monoton fallt.

4. ( Ratenfunktionen fiir grofle Abweichungen ). Seien X, Xo, ...
i.i.d. Zufallsvariablen mit den unten angegebenen Verteilungen. Berechne je-
weils die momentenerzeugenden Funktionen M (t), und skizziere die Graphen
von A(t) = log M (t), und von der Ratenfunktion / im Satz von Chernoff.
Zeige, dafl I die angegebene Form hat. Erklare den Verlauf von I anschaulich.

a) Bernoulliverteilung mit Parameter p € (0, 1):
I(a) = alog® + (1-— a)log}%g fira € [0,1], I(a)= oo fir a ¢ [0,1].
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b) Exponentialverteilung mit Parameter A > 0:
I(a) = Aa— 1 —log(Xa) fir a >0, I(a)= oo fiir a <0.

5. ( Acceptance-Rejection Sampling ). Sei (9, A, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum. Seien p, v Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (5,S), u < v
mit beschrankter Dichte p:

u(B) = / ple)v(da), ple) < C, C e (1,00).

a) Sei X : Q — § eine Zufallsvariable mit Verteilung v und U : Q —
(0, 1) eine hiervon unabhéngige auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable.
Zeige, dass dann gilt

u(B):P[XeB|U§@] VBeS,

. . . X)
d.h. p ist bedingte Verteilung von X gegeben U < pT.

b) Seien Xy, Xy,...:Q — S, Uy, Us,...: Q — (0,1) unabhéngig unter P
mit Verteilung v bzw. A 1). Zeige: Dann ist

/)(Xn>

T = min{nEN

U, < } (Abbruchzeit)

P-f.s. endlich, und die (fir P-f.a. w eindeutig definierte) Zufallsvariable
Y (w) == X (w)
hat Verteilung .

c¢) Beschreibe einen Algorithmus zur Simulation von Stichproben von u,
wenn wir bereits Stichproben von v simulieren konnen. Wie grof3 ist
die mittlere Laufzeit des Algorithmus 7 Wie sollte man C' wahlen ?

6. Seien p, v Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (S, S). Betrachte eine
Folge von Ereignissen A,, C S™ mit liminf p""(A,,) > 0. Zeige :

lim inf = log("(A,)) > — H(lv).
n



