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1. ( Dichten fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen ).

Seien P[A] = Zp(w) und Q[A] = Z q(w) , AeP(Q),

w€eA w€eA

Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einer abzahlbaren Menge ). Zeige, dafl
P genau dann eine Dichte p bzgl. @) hat, wenn P in folgendem Sinn absolut-
stetig bzgl. () ist:

Vwe: ¢w)=0 = p(w)=0.
In diesem Fall gilt
plw) = p(w) fiir alle w € Q mit g(w) # 0.
q(w)

2. ( Simulation von Zufallsvariablen ). Sei F' : R — [0,1] die
Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsvariable Xauf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, .4, P).

a) Zeige : F' ist monoton wachsend und rechtsstetig mit

lim F(z) = 0 und lim F(z) = 1.
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b) Sei A,1) die Gleichverteilung auf (0,1). Wie sieht der Graph von F
aus, falls die Verteilung von X gleich %/\(0,1) + %52 ist 7

c) Fir u € (0,1) sei
X(u) == inf{z e R|F(z) >u} = sup{z € R|F(z) < u}

die , linksstetige verallgemeinerte Inverse” von F'. Skizziere X fiir das
Beispiel aus b). Zeige, dal X eine Zufallsvariable auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum
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ist, die dieselbe Verteilung wie X unter P hat.

( Ein Element w € (0, 1) reprasentiert z.B. eine vom Computer erzeugte
,Zufallszahl”. Dies liefert eine Moglichkeit, die Zufallsvariable X auf
dem Computer zu simulieren. Welche Probleme konnten dadurch entste-
hen, dafs vom Computer erzeugte Zufallszahlen nie wirklich zufdllig
sind, sondern durch einen deterministischen Algorithmus generiert wer-
den ¢ Fir welche Arten von Verteilungsfunktion konnte es insbesondere
Probleme geben 7 )

3. Seien Xi, Xs,... unkorrelierte Zufallsvariable auf (2, A, P) mit Er-
wartungswert m und Varianz o (m,o € R). Sei S, = X; + ... + X,,.

var (&) — 0 fiir n — oo.

n

a) Zeige:

b) Fir alle Y € L2(Q, A, P) und € > 0 gilt :

var (Y) > 2. P[|Y — E[Y]| > ¢].
c) S—n" konvergiert stochastisch gegen m, d.h.

limP{

n—oo

%_m‘zg] =0 fiir alle € > 0.

4. ( Random walk ). Sei P die Gleichverteilung auf Q@ = {w =
(x1,...,zn)|z; € {—1,+1} } und X;(w) = z;. Wir interpretieren

S, = Xi+...+ X, (n=0,1,...,N)

als die zuféllige Bewegung eines Teilchens auf Z mit Start in 0 (random walk).
Fiir a € N sei
T, = min{n >0|S, =a}

der Zeitpunkt des ersten Besuchs in a. Zeige :



a) Fiir jedes ¢ > 0 gilt :

P[S,=a—¢,T,<n|] = P[S,=a+ (] ,,Reflektionsprinzip”.

*b) Fir die Verteilung von T, gilt:

P[Tagn] = P[Sng[_a7a_]‘“7
PIT,=n] — ;H&Aza—ﬂ—ﬂﬁ4=a+ﬂyzgﬂﬁzn]

Hinweis : 3(P[S,—1 = a— 1]+ P[S,_1 = a+ 1]) = P[S,, = al.

5. ( Darts ). Ein Spieler wirft mit Pfeilen auf eine Dartsscheibe. Der
Auftreffpunkt sei durch die absolutstetige Verteilung

1 i3
P[B] = /e S \dz), 0 >0,
B

2702
auf (R?, B(R?)) beschrieben.

a) Sei R(x1,22) = y/2? + x5 der Abstand vom Mittelpunkt der Scheibe.
Zeige
x% + x%
202

und berechne den Erwartungswert von P.

PIR > rg] = exp(—

) fir alle ry € R,

b) Sei T'= X! wobei X : (0,00) x [0,27) — R?\ {0},

X(r,p) = (rcosp,rsing),

die Transformation auf Polarkoordinaten ist. Die Komponenten R und
® von T geben also den Abstand vom Nullpunkt und den Polarwinkel
an. Zeige, daf das Bildmal P o T~! ( also die gemeinsame Verteilung
von R und @ ) eine Dichte bzgl. des zweidimensionalen Lebesguemafles
hat, und berechne diese.



