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1. ( Martingaldefinition ). Zeige:
a) Ein previsibles Martingal ist P—f.s. konstant.

b) Fiir ein nichtnegatives Martingal (X,,),>o gilt P-fast sicher:

Xpw)=0 = X,1k(w)=0 fir alle £ > 0.

2. Konstruiere ein Martingal X, (n =0,1,2,...) mit

E[X,] =0 fir alle n, aber X, — —oo P-{s.

3. ( Stoppsatz ). Sei (F,)n>0 eine Filtration. Eine Zufallsvariable
T:Q—{0,1,2,...} U{oo} heifit Stoppzeit falls {T' < n} € F, furallen >0
gilt.

a) Beweise durch Induktion: Ist X,, (n =0,1,2,...) ein Martingal, und T
eine Stoppzeit bzgl. (F,), dann gilt

b) Unter welchen Voraussetzungen folgt

ElXr] = E[X] ?



4. ( Martingale des random walk). Sei
1
Xo = 248y,  Su=Yi+..+Y,,  Yiiid mit P[Y;==£1] =,

der klassische random walk mit Start in x € Z.
a) Zeige, daf} die folgenden Prozesse Martingale sind:
(1) Xn, (i) M, :=X2—n (i) M) := 797 fiir jedes A € R,
wobei a(A) := log cosh \.
b) Fiir a,b € Z mit a < x < b sei
T(w) := inf{n > 0| X,(w) & (a,b) }.
Zeige durch Anwenden des Stoppsatzes (s. Aufgabe 3) auf das Martin-

gal X,,:
b—ux

P[XT:CL] = b—a,'

c) Leite eine Formel fiir E[T] her.

5. ( Submartingale ).

a) Sei (Xp)n>0 ein Martingal bzgl. einer Filtration (F,). Zeige: Ist u :
R — R konvex mit u(X,) € £! Vn, dann ist u(X,,) ein Submartingal.

b) Zeige: Jedes Submartingal (X,,),>0 besitzt eine Zerlegung
X, = M,+ A,

in ein Martingal

(M,,) und einen P-fast sicher monoton wachsenden,
previsiblen Prozef3 (A

n>‘



