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1. Sei X, eine homogene Markovkette mit Zustandsraum F und Ubergangsmatrix
p. Definiere eine Folge T} rekursiv durch Ty = 0,

Tk+1 = 1nf{n > Ty |Xn 75 XTk}-
a) Zeige, dass Ty, fiir alle k£ > 0 eine Stoppzeit bzgl. der kanonischen Filtration
ist.

b) Definiere einen Prozess (Y),)n>0 durch Y,, = Xp,, bzw. Y,, = A ¢ E, falls
T, = oo. Zeige, dass Y, wieder eine homogene Markovkette ist, und gib
ihren Zustandsraum sowie ihre Ubergangsmatrix an.

2. ( Verteilung der ersten Riickkehrzeit ). Sei (X, P;) eine Markovkette
mit abzdhlbarem Zustandsraum S, und sei T, := min{n > 1| X,, = z}. Die
erzeugende Funktion der Verteilung von T}, bei Start in x ist

G(z) = E, [2"] (zeCmit |z]<1).

a) Zeige:
o0 o0 1
PXy =a]z" = Y B[] = s
LA = B - e
wobei T(®) die k-te Riickkehrzeit nach x ist.
b) Folgere: Fiir den Standard random walk auf Z gilt:
1 = 1 (2n)\ ,, 1
1-G(z) _;22”<n>2 /12

also G(z) = 1 —+/1 — 22. Insbesondere ist E,[T,] = occ.

3. ( Rekurrenz von Random walks I ). Ist der einfache random walk
auf dem bindren Baum

rekurrent oder transient ?



4. ( Rekurrenz von Random walks II ). Zeige: Fiir den klassischen
random walk in Z3 gilt

(3. 2) = 2n\ (1 2 Z n o\’ 1 2 < const.
YA ijk) \3) = 3z
i,5,k>0
i1+3+k=n

wobei (,7,) := 2. Folgere, dass der random walk transient ist.
ijk 51k! ’
. . n
( Hinweis : 32, 51—y (”k) =3").

5. ( Birth and death Prozess ). Sei (X,,, P;) die kanonische Markovkette
auf S ={0,1,2,...} mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

p(x,x+1) = ps, p(z,2) =re, plr,2 —1) = qu, p(z,y) = 0 sonst

(px+qgc+7"x:1a qo =0, vaQx#Ov‘T#O)-

a) Zeige:
rz—1 y

LORDN b

y=0 z=1 P>

16st die Differenzengleichung
poh(z + 1) + rph(x) + goh(z — 1) = h(x) Yz >0.
Folgere:

PI[XTa’b:a] :7) VO0<a<zxz<b,

wobei T, = inf {n > 0| X,, & (a,b) }

b) Zeige, dass X,, genau dann rekurrent bzw. transient ist, wenn h(co) = oo
bzw. h(c0) < oo gilt.

¢) Sei speziell

Pe = 5o @ =

¢

Oé’

re =0 fir z > 1,

N | =
8

po =1, gqo =19 = 0. Zeige:

a > 1 oder (a =1lund C < i) = X, rekurrent

1
a <1 oder (a =1und C > 4) = X, transient.

Es gibt also einen ,,Phaseniibergang” von Rekurrenz zu Transienz bei
_ 1, 1
Pe =35+ 35



