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1. ( Zeitumkehr ). Sei (X, P,) eine zeithomogene Markovkette mit
diskretem Zustandsraum S und Ubergangsmatrix p. Dabei sei p eine invari-
ante Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S mit p(z) > 0 fur alle z € S.

Zeige: Die Zeitumkehr von (X, P,) ist wieder eine zeithomogene Markov-
kette mit Ubergangsmatrix p, wobei gilt:

w(@)p(r,y) = wy)p(y, ).

2. ( Autoregressiver Prozess in R? ). Der autoregressive Prozess
X, in R? ist durch die folgende Rekursionsformel gegeben:

X, =0X,_1+U,.

Dabei seien 6 : R — R? eine lineare Abbildung und U, unabhingige,
N(0, I)-verteilte Zufallsvariablen.

Zeige: Ist 6 nicht symmetrisch, dann existiert unter geeigneten Vorausset-
zungen (welchen?) eine invariante Verteilung, aber die “detailed balance”
Gleichungen gelten nicht!

3. Es bezeichne X, die Anzahl der Teilchen in einem gegebenen Volumen
V' zur Zeit n. In dem Zeitintervall [n,n + 1) verlédsst jedes der X,, Teilchen
das Volumen V mit Wahrscheinlichkeit p = 1 — ¢, 0 < ¢ < 1, und eine
mit Parameter A Poissonverteilte Anzahl von Teilchen dringt in V' ein. Diese
zufilligen Phénomene seien unabhéngig voneinander.

a) Berechen E[e*1| X, = x].

b) Xy sei Poissonverteilt mit Parameter 6. Wie sieht die charakteristische
Funktion von X; aus? Zeige, dass die Verteilung g von X fiir einen
geeigneten Wert von 6 eine invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.

c) Zeige, dass die Ubergangsmatrix p der Markovkette X,, gegeben ist

durch: .
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Folgere, dass die Markovkette irreduzibel und positiv rekurrent ist.
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d) Was ist der P,-fast sichere Grenzwert von % ZZ;(l) X fir n — oo? Was
ist der von + 37070 x27
w 2ak—

4. FEine Maus bewegt sich zuféllig horizontal oder vertikal auf einem
Schachbrett mit 16 Quadraten. (Diagonale Bewegungen sind nicht erlaubt!)
In jedem Schritt bewegt sie sich von ihrem aktuellen Standpunkt auf dem
Brett auf eines der k£ angrenzenden zuléssigen Quadrate mit Wahrscheinlich-
keit % Es seien D die Menge der Quadrate des Schachbrettes und (X,),>0
die beschriebene Markovkette mit Zustandsraum D.

a) Zeige, dass X, irreduzibel und positiv rekurrent ist.

b) Berechne die invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung von X,.

5. ( L'-Version der Maximalungleichung ).
Sei X, ein Martingal und X := maxg<, | Xg|. Zeige:

a) BIIX;|] < 75 (14 E[|Xn[log [Xa[])

b) Elsup |X,|] < 5 (14 sup E[|X;|log | Xy]]).

6. ( Gleichmaifige Integrierbarkeit ). Sei (2, A, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum.
Zeige: Konvergiert X,, gegen X in £1(Q, A, P), dann konvergiert X, gegen
X stochastisch, und {X,, : n € N} ist gleichmé&Big integrierbar.



