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Transformationen von stochastischen Differentialgleichungen

1. ( Concentration of measure ).
Sei M ein stetiges lokales Martingal mit M0 = 0. Zeige :

P

[
max
s≤t

Ms ≥ y , 〈M〉t ≤ K

]
≤ exp

(
− y2

2K

)
∀ t, y, K > 0 .

2. ( Drifttransformation durch Maßwechsel ). Seien b, β : [0,∞)×
C([0,∞),Rn) → Rn und σ : [0,∞)× C([0,∞),Rn) → Hom (Rd,Rn) produkt-
meßbar und adaptiert mit

σ(t, x) β(t, x) = b(t, x) .

Zeige : Ist Xt eine schwache Lösung der SDgl

dXt = σ(t,X) dBt ,

und ist Zt := exp(
∫ t

0
β(s,X) dXs−

∫ t

0
|β(s,X)|2 ds) ein Martingal, dann ist Xt

unter dem tranformierten Maß mit lokalen Dichten Zt eine schwache Lösung
von

dXt = b(t,X) dt + σ(t,X) dBt .

3. ( Zusammenhang zwischen Brownscher Bewegung mit Drift
und Brownscher Bewegung mit Absorption ).
Sei B unter Px eine d–dimensionale Brownsche Bewegung mit B0 = x, und
sei X unter Px eine Lösung der stochastischen DGl

dXt = ∇h(Xt) dt + dBt , X0 = x ,(1)

mit h ∈ C2
0(Rd).

1



a) Zeige: Für f ∈ C0(Rd) gilt

Ex[f(Xt)] = Ex

[
e−

∫ t
0 V (Bs) ds eh(Bt)−h(x) f(Bt)

]
,

wobei

V (x) :=
1

2
|∇h(x)|2 +

1

2
∆h(x) .

(Eindeutigkeit in Verteilung von (1) kann vorausgesetzt werden).

b) Folgere: Ist V ≥ 0, dann gilt für die Übergangsoperatoren (ptf)(x) :=
Ex[f(Xt)] der Brownschen Bewegung mit Drift:

ptf = e−h pV
t (ehf) ,

wobei pV
t die Übergangsoperatoren der absorbierenden Brownschen Be-

wegung mit Absorptionsrate V (x) sind.

Bemerkung: Der Generator von pt ist L = 1
2
∆ + ∇h · ∇, der Generator

von pV
t ist der Schrödingeroperator LV = 1

2
∆ + V . Die Grundzustandstrans-

formation der Quantenmechanik überführt den Schrödingeroperator LV in
L. Die Transformation ,,BB mit Drift 7→ BB mit Absorption” ist also eine
stochastische Version der inversen Grundzustandstransformation.

4. ( Transformation des Zustandsraums ). Bei eindimesionalen
stochastischen Differentialgleichungen kann man den Drift durch eine Ko-
ordinatentransformation des Zustandsraums entfernen: Sei X eine Lösung
von

dXt = σ(Xt) dBt + b(Xt) dt ,(2)

und sei s ∈ C2(R). Zeige unter geeigneten Voraussetzungen:

a) Yt := s(Xt) ist genau dann ein lokales Martingal, wenn

1

2
σ2s′′ + bs′ = 0 .(3)

b) Bestimme s, so daß (3) gilt. Welche SDgl löst Yt in diesem Fall ?

c) Konstruiere mit dieser Methode explizit eine schwache Lösung von (2).
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5. ( Brownsche Skalierungsinvarianz ). Seien σ ∈ C(Rd, Hom (Rd))
und b ∈ C(Rd,Rd) mit

σ(cx) = σ(x) und c · b(cx) = b(x) ∀ c > 0, x ∈ Rd.

Zeige: Gilt Eindeutigkeit in Verteilung für die SDgl

dXt = σ(Xt) dBt + b(Xt) dt ,

und ist Xx
t eine schwache Lösung mit Xx

0 = x, dann haben die Prozesse
1
c
Xx

c2t und X
x/c
t dieselbe Verteilung. Gib Beispiele für Prozesse mit dieser

Skalierungsinvarianz.

6. ( Variation der Konstanten ). Betrachte die eindimensionale SDgl

dXt = b(t,Xt) dt + α(t) Xt dBt

mit b ∈ C([0,∞)× R) und α ∈ C([0,∞)).

a) Im Fall b ≡ 0 ist

Zt = exp

(∫ t

0

α(s) dBs − 1

2

∫ t

0

α(s)2 ds

)

eine starke Lösung.

b) Im allgemeinen ist Xt := Ct·Zt eine starke Lösung, falls Ct die gewöhnliche
Differentialgleichung

dCt

dt
=

1

Zt

b(t, CtZt) pfadweise löst.

c) Konstruiere explizit starke Lösungen der SDgl

dXt = Xγ
t dt + µ Xt dBt , X0 = x > 0 .

Für welche Werte von γ und µ explodiert die Lösung in endlicher Zeit ?
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