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1. ( Lévy Area ). Ist c(t) = (z(t),y(t)) eine glatte Kurve im R? mit
¢(0) = 0, dann beschreibt

A0 = [[wow ) s onds = [y [ yas

die von der Sekante vom Ursprung nach c(s) im Parameterintervall [0,¢]
iiberstrichene gerichtete Flache. In Analogie definiert man fiir eine zweidi-
mensionale Brownsche Bewegung B, = (X}, Y;) mit By = 0 die Lévy Area

t t
Ay = /XSdYS — / YidXs.
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a) Seien a(t), B(t) C' Funktionen, p € R, und sei

Vi = ipA - ? (X2 +Y7) + B(1).

Zeige durch Anwenden der Itoformel, dafl €' ein lokales Martingal ist,
falls o/(t) = a(t)? — p* und 3'(t) = a(t).

b) Sei ty € [0,00). Die Losung der gewohnlichen Differentialgleichungen
fir o und § mit a(ty) = B(ty) = 0 ist

a(t) = p-tanh(p- (to —1)),

B(t) = —logcosh(p- (to —1)).
Folgere
- 1
Ele?n] = ————  VpeR.
[ ] cosh(pt) b

c) Zeige, dafl die Verteilung von A; absolutstetig ist mit Dichte

1

fa(x) = Wkﬂz—f)'



2. ( Girsanovtransformation bzgl. der Brownschen Bewegung ).
Sei

t
Xt = Bt+/G3d8
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mit einer (F;) Brownschen Bewegung B; und einem beschrinkten, (F;)—
adaptierten, produktmef3baren Prozef§ G;.

t 1 t
Zy = exp (—/ GSdBS_i/ Gids)
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unter P ein Martingal mit Ep[Z;] = 1 ist.

a) Zeige, dafl

b) Sei @ eine bzgl. P lokal absolutstetige WV mit Dichte
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Zeige, dal X, unter () eine Brownsche Bewegung ist. ( Anleitung:
Verfahre wie in Aufgabe 5.1 ¢) ).

3. ( Girsanovtransformation in diskreter Zeit ). Fihre alle
Schritte im Beweis von Satz 9.2 im Detail aus.



