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1. ( Satz von Cameron—Martin ). Sei

mit einer Brownschen Bewegung B; auf (2, .4, P), und einer absolutstetigen
Funktion £ : [0,1] — R mit ' € L*([0,1],dt). [ Aus der Perspektive stocha-
stischer Differentialgleichungen ist X; die Losung der Gleichung

(1) dX, = dB; + h;dt

mit determainistischem Drift. Aus der Perspektive der Analysis auf dem Raum
der Pfade ist X = (X;)o<i<1 die Verschiebung des Brownschen Pfades um
den konstanten (von w unabhédngigen) Richtungsvektor h |. Zeige :

a) Fiir 0 < s < t < 1 sind die Wienerintegrale [’ hl, dB, und [ I, dB,
unabhiingig und zentriert normalverteilt mit Varianz [ (h],)* du bzw.
[1(h.)? du. Tnsbesondere gilt

Ep [exp (/:h;dBu)} — e (% /:(h;)Qdu) |

b) Folgere, dafl
t 1 t
Gy == exp <—/ h! dB, — —/ (h;)2du)
0 2 Jo

unter P ein Martingal mit Ep[G;| = 1 ist.

c) Sei @ die bzgl. P absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (£2,.4)
mit Dichte dQ/dP = G;. Zeige:

1 1
Eq {exp (/0 fsts)} = exp (%/0 ffds)

fir alle f € L*([0,1],dt). Berechne die Fouriertransformation

exp (z ij : (th - th—l))]

=1

o(p1,...,pn) = Eg
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der Verteilung unter @ von (X, Xy, — Xy, ..., Xs, — X3, 1), 0 =19 <
1 <ty <...t,.

Folgere, daf3 der ProzeBl (X¢)o + 1 unter der Wahrscheinlich-
keitsverteilung Q eine Brownsche Bewegung ist.

Der Mafwechsel von P nach @Q entfernt also den Drift h} aus der
stochastischen Differentialgleichung (1), bzw. er macht die Verschiebung
des Brownschen Pfades um h riickgangig !

d) Fiir jede stetige beschrankte Funktion F' : C(]0, 1]) — R gilt:

Ep[F(X)] = Eq [F(X) - exp (/01 h;dXs—%/Ol(h’s)st)} :

Folgere: Die Verteilung auf C([0,1]) von X unter P ist absolutstetig
bzgl. des Wienermafles mit Dichte

1 1 /1
exp (/ hl dWg — 5/ (R.)? ds> ,
0 0

wobei Wi(w) = w(s) die kanonische Brownsche Bewegung auf dem
Wienerraum ist. Vergleiche auch mit der Beweisskizze aus der Vor-
lesung W’theorie II, 20.10.

2. ( Zeittranformation ). Sei (B;):>o eine Brownsche Bewegung mit
Start in 0.

a) Zeige, daB

t

X, = (1—t)Blz firt <1, X; =0,

eine Brownsche Briicke von 0 nach 0 ist. Wie kommt man ausgehend
von der stochastischen Differentialgleichung der Brownschen Briicke zu
dieser Darstellung ?

b) Sei V; der durch

AV, = —V,dt + dB,, Vo =0,



definierte Ornstein-Uhlenbeck—ProzeB, und TV := inf {t > 0|V; >
a}, a > 0. Stelle den Prozef} iiber eine zeittransformierte Brownsche
Bewegung B, dar, und zeige:

P[TY <t] = P[T, <e*—1],
wobei T, := inf {s > 0| B, > ay/1+ 2s}. Wie konnte man dies be-

nutzen, um die Austrittswahrscheinlichkeit P[T) < ] fiir kleine ¢ ex-
plizit abzuschétzen 7

3. ( Integration bzgl. eines Itoprozesses ). Sei
I, = /HudBu (0<s<t)
0

mit einer (F,)-Brownschen Bewegung B, auf (€, .4, P) und einem (F;)—
adaptierten Proze H € L*(P® \). 7, sei eine Partitionenfolge von [0, ¢] mit
|7,| — 0. Zeige:

a) Ist (Gs)o<s<: ein weiterer (Fy)—adaptierter, stetiger, beschréankter Prozef,
dann konvergieren die Riemannsummen Y. __ G- (Iy — I,) in L*(P),
und es gilt

SETn

t t
/Gsdls = lim ) G,-(I, - 1I,) = /GSHSdBS P-fs.
0 n—oo 0

SETH

Hinweis: Dricke die Riemannsummen als stochastische Integrale fot ... dB;
bzgl. der Brownschen Bewegung aus).

b) Ist H stetig und beschriankt, dann gilt

le E Z(/S

SETn

!

2
(H, — HS)dBu> = 0.

Folgere:

t
D =t 1 = Y m-n = [ #zas
n—oo n—00 0

SETn SETn

bzgl. stochastischer Konvergenz, bzw. P—f.s. entlang einer Teilfolge.
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4. ( Ito-Diffusionen II ). Zeige mithilfe von Aufgabe 3 :
Ist X; auf (92,4, P) eine Losung der stochastischen Differentialgleichung
dXt == U<Xt) dBt

mit o € Cy(R), dann 16st (X;) das Martingalproblem zum Operator
) & 2
(o0 13 CB®)

5. ( Ein divergentes stochastisches Integral ). Sei

oo 2"—1

Biw) = Y(w) -t + Y > Yipwewn(t) (0<t<1)

n=0 k=0

mit Y, Y, , unabhéngig und N(0,1) verteilt, die Wiener—Lévy—Darstellung
einer Brownschen Bewegung. Wie in der Vorlesung setzen wir

An,kB = B(k+1)2—" — Bjo-n
A;,kB = B(m%)z—n — Bja-n (I An+1,2kB) )
T R Biiryan (= Anpr2e41B) -
Dann gilt AgpB =Y und
_ 1 Y
A B = §An,kB + 272 Yk,
1 -n
AYB = 5 OB = 2 Y,

( Begriindung durch Skizze 7 )
Sei H; (0 <t < 1) ein weiterer stetiger stochastischer Prozefl mit Ent-

wicklung
oo 2"—1

2) Hw) = 323 Zuslw) eanlt)

n=0 k=0
bzgl. der Schauderfunktionen. Wir wollen H so konstruieren, dafl die Rie-
mannsumimen

Sy = Y H,-(By— B.)

SETn
bzgl. der dyadischen Partitionen 7, = {k27"|0 < k < 2"} fir n — oo P—fs.
divergieren.



a)

Zeige:
Sus1— Sy = > A HANB.
k

Folgere: Gilt
(3) AH = ANB Vn>0,0<k<2",
dann konvergiert S, ., — S, in L*(P) gegen %, und S, divergiert P—{.s.
Zeige:
(3) © Zuyp= Yo +272 (A kB — Ay H).
In diesem Fall gilt zudem:
A B—AH = A B-Af B = 2"V,  und
AVB-ANLH = AL H—-ANH =277,

Folgere: Definiert man Z, j rekursiv durch Zyo = 0,

Y

(4) Z, . = Yo + Y1k falls k gerade
e ~Yo i+ Zn1 2 falls k ungerade

dann gilt (3) fiir allen > 0 und 0 < k < 2™

Zeige &hnlich wie im Beweis des Satzes von Lévy (s. Wtheorie II, 21.7),
daB fiir Z,,, wie in (4) die Reihe (2) P-f.s. gleichméaflig konvergiert.

Bemerkung: Nach Wtheorie 11, Ubung 13.3, qult

> (AnpH)? =27" Z2 .

k m=0 k=0

Hieraus kann man folgern, daff der ProzefS Hy P—f.s. endliche quadra-
tische Variation (H), entlang (7,) hat.



