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1. ( It6—Diffusionen I ). Sei b € Cy(R), und sei (X;);>0 bzgl. P, eine

Losung der stochastischen Differentialgleichung

dXt = b(Xt) dt + dBt s XO =T _Pw*f.s.7
mit einer eindimensionalen Brownschen Bewegung (B;);>0. Zeige:
a) X, 16st bzgl. P, das zeitabhingige Martingalproblem zum Generator
1 d? d
= 4 op(r) - —
£ 2 dx? + b(x) dx ’
d.h. fiir alle u € C? ist

M, == u(t, X,) — u(0, Xo) — /Ot (% —i—Eu) (X,)ds

ein lokales Martingal.

b) Fiir f € CZ(R) gilt die Kolmogorovsche Vorwirtsgleichung
t
BAS(X0)) = o) + [ EALF(X)ds.
0

c) w(A) = P,[B; € A] ist eine Losung (im distributionellen Sinn) von

Opu
— = L .
ot L Mt d

o [fdw = [eran vrecy

d) Riickwdrtsgleichung: Fir f € Cy(R) ist

(1) u(t, z) = Eu[f(Xy)]
die eindeutige beschrankte Losung von
% = Lu, u(0,z) = f(z).

(Existenz einer beschrankten Losung kann vorausgesetzt werden; es ist
also nur zu zeigen, daf fiir jede beschrdankte Losung die Darstellung (1)

gilt.)



2. ( Stochastischer Oszillator ).

a)

Seien A und o d x d-Matrizen, und B; eine Brownsche Bewegung im
Re. Zeige mithilfe von Variation der Konstanten, daf§ die eindeutige
Losung der stochastischen Differentialgleichung

dZt = AZt dt + UdBt s ZQ = 20,
durch .
Z, = "7y + / =945 dB, gegeben ist.
0
Kleine Auslenkungen aus Gleichgewichtszustdnden (z.B. bei einem Pen-

del) mit stochastischer Riickstellkraft beschreibt man durch stochasti-
sche Differentialgleichungen vom Typ

dX, = V,dt

mit einer eindimensionalen Brownschen Bewegung B,

(in komplexer Notation: dZ; = —iZ,dt + idBy;, Z; = Xy +iV}.)

Lose die SDgl mit Anfangsbedingung X, = g, Vo = vg. Zeige, daf
X, eine normalverteilte Zufallsvariable ist, deren Mittelwert durch die
Losung der entsprechenden deterministischen Gleichung gegeben ist.
Fiir die Varianz gilt

.1 1
lim 7 var (Xy) = 5

t—o0

3. ( Komplexe Itéformel ). FEine komplexwertige Brownsche Bewe-
gung ist gegeben durch B, = B/ + i B? mit unabhéngigen eindimensionalen
Brownschen Bewegungen B/} und B?.

a)

b)

Zeige: Ist F' holomorph, dann gilt
t
F(B,) = F(By) + / F'(B,) dB; .
0

Lose die komplexe SDgl  dZ; = aZ,dB;,, «a€C.

2



4. ( Austrittszeiten und Eigenwerte ). Sei T die Austrittszeit der
eindimensionalen Brownschen Bewegung aus dem Intervall (—1,1).

a) Zeige: Fir a <0, a € {—(2k — 1)?72/8|k € N}, ist uy(z) = a:)(:—\/i __223)
die eindeutige stetige Losung des Randwertproblems

1
§ug = au, auf (—1,1), Ua(l) = un(—1)=1.
An den Eigenwerten a = —(2k — 1)?7%/8 existiert keine Losung des

inhomogenen Randwertproblems.
b) Zeige mithilfe des Lemmas von Fatou, daf$} fir a € (—72/8,0)

E, [e7"] < ua(z) < gilt.
c) Folgere

w2 —7?
E, [e7"] = uu(z) firae€ (—§,0> , =00 fira< =

5. ( Feynman-Kac und Boérsenkurse ). Ein Borsenkurs werde
durch eine geometrische Brownsche Bewegung X; mit Parametern o,y > 0
beschrieben. Bei Kurshéhe x fallen pro Zeiteinheit Kosten V(z) an — die
Gesamtkosten bis zur Zeit ¢t betragen dann

t
A = / V(X,)ds .
0

a) Leite aus der Feynman—Kac—Formel fiir die Brownsche Bewegung eine
PDgl fiir die Laplacetransformation

u(t,z) = E, [e_BAt] (6>0) von A; her.
b) Ahnlich wie in Aufgabe 1 zeigt man mithilfe der stochastischen Dif-

ferentialgleichung der geometrischen Brownschen Bewegung, dafl X,
das zeitabhangige Martingalproblem zum Generator



16st. Folgere unter geeigneten Voraussetzungen, daf§ u(t,z) auch die
PDgl
ou

du _ _ st
T Lu — fVu ost

6. ( Warmeleitung in einem endlichen Stab ). Seiu € C'%((0, 00) X
(a,b)) (—o0 < @ < b < o0) eine bis zum Rand stetige, beschréankte Losung
der Warmeleitungsgleichung

ou 109?

u
E(tw) =3 @(

u(0,2) = f(z), u(t,a)=h(t), u(t,b)=k(t),
V i (a,b) — [0,00) stetig und beschrankt. Zeige mithilfe eines geeigneten
Martingals:

t,x) — V(x)u(t,x) mit

u(t,z) = E, :f(Bt) exp (- /0 tV(BS)ds) 1< TQATI,]

- T
= E, |h(t—T,) exp (—/ V' (Bs) ds) T, < t/\Tb}
L 0

- T
= E, |k(t—Ty) exp <—/ V(Bs) ds) T, <t A Ta} )
L 0

7. ( Allgemeines Randwertproblem fiir den Laplaceoperator ).
Sei U C R? beschrinkt, und sei u € C*(U) N C(U) Lésung von

1
§Au—Vu:—g auf U, u= f auf U,

wobei g € Gy(U), f € C(0U), V € C(U) mit E,lexp [, V™ (B,)ds| < oo fiir
alle x € U, T :=Tye. Zeige:

R T R,
w() = E, |f(Br)e” OTV(BS)dS] + E, U g(By) e~ VB gy
0



