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1. ( Besselprozeß ). Für d ≥ 2 sei Rt = |Bt|, wobei Bt eine
d–dimensionale Brownsche Bewegung mit Start in x 6= 0 ist.

a) Zeige, daß Rt die stochastische Differentialgleichung

(1) dRt = dWt +
d− 1

2Rs

ds , R0 = |x| ,

mit einer eindimensionalen Brownschen Bewegung (Wt)t≥0 löst.
( Anleitung: Zeige zunächst, daß (1) mit einem stetigen lokalen Mar-
tingal Wt gilt, und folgere mithilfe des Satzes von Lévy, daß Wt eine
Brownsche Bewegung ist. )

b) Sei Z = inft≥0 Rt. Zeige: Für d = 2 gilt Z = 0 P–f.s.
Für d ≥ 3 ist Z Beta-verteilt:

P [Z ≤ c] =

(
c

|x|
)d−2

.

2. ( Itô–Isometrie ). Sei Bt (t ≥ 0) eine eindimensionale Brownsche
Bewegung bzgl. der Filtration (Ft)t≥0. Für einen elementaren previsiblen
Prozeß

Ht(ω) =
n−1∑
i=0

Ai(ω) · I(ti,ti+1](t)

(n ∈ N, 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn, Ai beschränkt und Fti–meßbar) sei

(H.B)t :=

∫ t

0

Hs dBs :=
∑
ti<t

Ai · (Bti+1∧t −Bti) .

Zeige, daß H.B ein stetiges Martingal mit

E[(H.B)2
t ] = E

[∫ t

0

H2
s ds

]

ist. Wie kann man diese Isometrie benutzen, um
∫ t

0
Hs dBs für eine größere

Klasse von Integranden H zu definieren ?
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3. ( Dirichletproblem im Halbraum ). Sei T die Austrittszeit der
d–dimesionalen (d ≥ 3) Brownschen Bewegung Bt (t ≥ 0) aus dem Halbraum
U = {x ∈ Rd|xd > 0}. Zeige:

a) Für f ∈ Cb(∂U) ist h(x) = Ex[f(BT )] die einzige beschränkte, die mini-
male nach unten beschränkte, sowie die maximale nach oben beschränkte
Lösung des Dirichletproblems ∆h = 0 auf U , h = f auf ∂U .

b) Berechne h explizit (mit stochastischen Methoden), und leite die Poisson-
formel für den Halbraum her.

4. ( Randregularität: Kegelbedingung und Lebesguesche Nadel ).
Sei U ⊂ Rd, d ≥ 2, offen, und sei y ∈ ∂U . Zeige:

a) Existiert ein offener Kegel y +C und ε > 0 mit (y +C)∩B(y, ε) ⊂ U c,
dann ist y regulär.

b) Sei U = (−1, 1)3 \⋃∞
n=1 Fn,

Fn := {x ∈ R3 | 2−n ≤ x1 ≤ 2−n+1, x2
2 + x2

3 ≤ εn} .

Zeige: Gilt εn ↓ 0 schnell genug, dann ist 0 ein irregulärer Randpunkt
von U .

5. ( Starke Markoveigenschaft ). Sei Ω = D([0,∞),Rd) der Raum
aller rechtsstetigen Funktionen ω : [0,∞) → Rd mit linksseitigen Limiten,
und sei A = σ(Xt| t ≥ 0), Xt(ω) := ω(t). Der kanonische Prozeß (Xt)t≥0 sei
bzgl. der Wahrscheinlichkeitsverteilungen Px (x ∈ Rd) ein zeitlich homogener
Markovprozeß mit Start in x und Übergangskernen pt(x, dy) (t ≥ 0). Zeige:

a) Der Prozeß (Xt, Px) hat die Markoveigenschaft bzgl. der Filtration

Ft :=
⋂

x∈Rd

FX,Px
t .
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b) Ist T : Ω → [0,∞) eine (Ft)–Stoppzeit, die nur abzählbar viele Werte
annimmt, dann gilt die starke Markoveigenschaft

Ex[F ◦ΘT |FT ] = EXT
[F ] Px–f.s. ∀F ≥ 0 A–meßbar.

c) Sind die Übergangskerne Feller, d.h.

f ∈ C0(R
d) ⇒ ptf ∈ C0(R

d)

wobei C0(Rd) := {f ∈ C(Rd) | lim|x|→∞ f(x) = 0}, dann ist

x 7→ Ex[F ] stetig

für alle Zylinderfunktionen vom Typ F =
∏n

i=1 fi(Xti) (n ∈ N, 0 <
t1 < t2 < . . . < tn, fi ∈ C0(Rd).

d) Für eine beliebige (Ft+) Stoppzeit T : Ω → [0,∞) gilt

FT+ =
⋂
n

FTn ,

wobei Tn := ([2nT ]+2)/2n. Sind die Übergangskerne Feller, dann folgt:

(2) Ex[F ◦ΘT |FT+] = EXT
[F ] Px–f.s.

für alle Zylinderfunktionen F wie oben, und damit für alle A–meßbaren
F ≥ 0.

e) Folgere aus (2) das 0-1–Gesetz von Blumenthal:

Px[A] ∈ {0, 1} für alle A ∈ F0+.
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