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1. ( Besselprozef3 ). Fiir d > 2 sei R; = |By|, wobei B; eine
d—dimensionale Brownsche Bewegung mit Start in x # 0 ist.

a) Zeige, dal R; die stochastische Differentialgleichung

d—1
2R,

(1)  dR, = dW, + ds,  Ry=|z],

mit einer eindimensionalen Brownschen Bewegung (W;);>¢ 16st.

( Anleitung: Zeige zundchst, daff (1) mit einem stetigen lokalen Mar-
tingal Wy qult, und folgere mithilfe des Satzes von Lévy, dafs Wy eine
Brownsche Bewegung ist. )

b) Sei Z = infy>¢ R;. Zeige: Fir d = 2 gilt Z =0 P-fs.
Fur d > 3 ist Z Beta-verteilt:

PlZ<d = (ﬁ)d_2 .

2. ( Ito—Isometrie ). Sei B; (t > 0) eine eindimensionale Brownsche

Bewegung bzgl. der Filtration (F;):>o. Fir einen elementaren previsiblen
Prozef3

n—1
Ht(w) = ZAZ(w) : I(ti,ti+1}(t)
=0

(meN, 0<ty<t <...<t,, A; beschrinkt und F;,—meBbar) sei

t
(H.B); := /HSdBS = > Ai-(Bin—Bi).
0

t;<t

Zeige, dal H.B ein stetiges Martingal mit
t
E[(HB? = F { / H? ds}
0

ist. Wie kann man diese Isometrie benutzen, um f(f H, dB, fir eine grofiere
Klasse von Integranden H zu definieren 7
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3. ( Dirichletproblem im Halbraum ). Sei T die Austrittszeit der
d-dimesionalen (d > 3) Brownschen Bewegung B; (t > 0) aus dem Halbraum
U={z e R z?>0}. Zeige:

a) Fir f € Cy(0U) ist h(x) = E,[f(Br)| die einzige beschrénkte, die mini-
male nach unten beschrankte, sowie die maximale nach oben beschrankte
Losung des Dirichletproblems Ah = 0 auf U, h = f auf oU.

b) Berechne h explizit (mit stochastischen Methoden), und leite die Poisson-
formel fiir den Halbraum her.

4. ( Randregularitat: Kegelbedingung und Lebesguesche Nadel ).
Sei U C R%, d > 2, offen, und sei y € OU. Zeige:

a) Existiert ein offener Kegel y+ C und € > 0 mit (y+C)N B(y,e) C U,
dann ist y regular.

b) Sei U = (—1,1)3\ U™, F,,
F, = {zeR?| 27" <z <27 a2l 4123 <e,}.

Zeige: Gilt g, | 0 schnell genug, dann ist 0 ein irregularer Randpunkt
von U.

5. ( Starke Markoveigenschaft ). Sei 2 = D([0,00),R?%) der Raum
aller rechtsstetigen Funktionen w : [0,00) — R? mit linksseitigen Limiten,
und sei A = o(Xy|t > 0), X;(w) := w(t). Der kanonische Prozefl (X;);>o sei
bzgl. der Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, (z € RY) ein zeitlich homogener
MarkovprozeB mit Start in = und Ubergangskernen py(x, dy) (t > 0). Zeige:

a) Der Prozef (X;, P,) hat die Markoveigenschaft bzgl. der Filtration

Foo= () F"

zcR?



b) Ist T : Q — [0,00) eine (F;)-Stoppzeit, die nur abzdhlbar viele Werte
annimmt, dann gilt die starke Markoveigenschaft

E,[F o©r|Fr] = Ex,[F] P,~fs. VF >0 A-meBbar.

¢) Sind die Ubergangskerne Feller, d.h.
f€CoRY) = pif € Co(R)
wobei Cp(R?) := {f € C(R?) | limp;|—oo f(z) = 0}, dann ist
r — FE[F| stetig

fir alle Zylinderfunktionen vom Typ F = [, fi(Xy) (n € N, 0 <
t <ty <...<ty, f; € Co(RY).

d) Fiir eine beliebige (Fiy) Stoppzeit T : Q — [0, 00) gilt

fTJr = men7

wobei T}, := ([2"T]+2)/2". Sind die Ubergangskerne Feller, dann folgt:
(2) EI[F o @T|FT+] = EXT [F] Px—f.s.

fiir alle Zylinderfunktionen F' wie oben, und damit fiir alle A-meBbaren
F>0.

e) Folgere aus (2) das 0-1-Gesetz von Blumenthal:

P,[A] € {0,1}  fiir alle A € Fo.



