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Beispiel.

Ein Orangennektar hat 50 % Fruchtsaftgehalt. Sie bestimmen den
Fruchtsaftgehalt in 50 verschiedenen Packungen, und ermitteln einen
Durchschnittswert von 47 % Fruchtsaftgehalt. Kénnen Sie schlieBen, dalB
der Fruchtsaftgehalt niedriger als angegeben ist 7

> Hier wird eine unbekannte GréBe m durch den
Stichprobenmittelwert X, von n = 50 unabhingigen Stichproben
X1, X5, ..., X, geschatzt.



Beispiel

Schritt 1: Wahl des statistischen Modells

Ein Orangennektar hat 50 % Fruchtsaftgehalt. Sie bestimmen den
Fruchtsaftgehalt in 50 verschiedenen Packungen, und ermitteln einen
Durchschnittswert von 47 % Fruchtsaftgehalt. Kénnen Sie schlieBen, daB der
Fruchtsaftgehalt niedriger als angegeben ist ?

> Obwohl wir die einzelnen Stichproben eigentlich ohne Zuriicklegen
entnehmen, kénnen wir ndherungsweie die Unabhangigkeit der
Beobachtungswerte X; voraussetzen, da die Grundgesamtheit viel
groBer als die Anzahl n = 50 der Einzelstichproben ist.

» Da n hinreichend groB ist, und sich die zufilligen Fluktuationen in
der Regel aus verschiedenen unabhéngigen Effekten
zusammensetzen, setzen wir eine Normalverteilung N(m, o) fiir
die einzelnen Beobachtungswerte X; voraus.

» Hierbei ist der Erwartungswert m der gesuchte durchschnittliche
Fruchtsaftgehalt in der Grundgesamtheit, also ein unbekannter
Parameter.



» Wir betrachten zwei verschiedene Situationen:

1. Wir kennen die Standardabweichung o unseres MeBverfahrens,
und gehen davon aus, daB die zufilligen Fluktuationen der
Beobachtungswerte nur durch die MeBungenauigkeit entstehen:
-> Schitzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz

2. Wir kennen die GroBe der Fluktuationen nicht (sondern kénnen
diese nur aus den Beobachtungswerten schitzen)

-> Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz

» Die zweite Situation ist natiirlich deutlich realistischer, und wird in
der Mehrzahl der praktischen Anwendungen betrachet.

» Wir betrachten trotzdem zunichst die erste Situation, da die
mathematische Analyse hier etwas einfacher ist.



7.1. Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz

Schritt 1:

v

v

v

v

Wahl des statistischen Modells

X1, X3, ..., Xy ~ N(m, ) unabhingige Stichproben (n = 50)
m € IR unbekannter Parameter

0 >0 feste Standardabweichung (vorgegeben, z.B. o = 6)

Beachte, daB wir hier eigentlich mehrere stochastische Modelle
gleichzeitig betrachten: Fiir jeden moglichen Wert von m (und ggf.
von () eines | Ein (parametrisches) statististisches Modell
besteht also aus einer ganzen Klasse von stochastischen Modellen,
die mit einem oder mehreren unbekannten Parametern
parametrisiert sind.



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Schritt 2: Wabhl eines Punktschatzers

» Wir wollen die unbekannte GréBe m aus den Beobachtungswerten
X1, Xo, ..., X, schitzen.

» Da m das arithmetische Mittelwert in der Grundgesamtheit ist, liegt
es nahe als Schatzwert fiir m das Stichprobenmittel

_ 1
Xn:E;Xi

zu verwenden. Wir nennen die Statistik X, auch einen
Punktschdtzer fiir den unbekannten Parameter m.

» Ein anderer moglicher Punktschétzer ware der Median der
Beobachtungswerte.



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz

Schritt 3: Festlegung eines Signifikanzniveaus

> Wir legen ein Signifikanzniveau & bzw. das Konfidenzniveau 1 — «
fest, z.B.
» « =0.05 1—a =95%: schwach signifikant
» « =001, 1—a=99%: signifikant
» « =0.001, 1—a=99.9%: stark signifikant
» ¢ = 0.0001, 1—a =99.99%: &uBerst signifikant

» Das Signifikanzniveau gibt maximale Wahrscheinlichkeiten fiir
bestimmte Fehlschliisse an, s.u. Man sollte vor Durchfiihrung der
Untersuchung festlegen, welches Signifikanzniveau man fordert. Bei
&« = 0.05 kann zum Beispiel in einer von 20 Untersuchungen ein
FehlschluB auftreten.

» Im unserem Beispiel wihlen wir &« = 0.01, also 1 — & = 99%.



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Schritt 4: Wabhl einer Teststatistik

» Wir wahlen nun eine Statistik, die von den Beobachtungswerten
X1, X, ...., X, abhingt, und die angibt, wie stark der Schatzwert
X, vom wahren Parameter m abweicht.

> Die Verteilung dieser Statistik sollten wir explizit, oder zumindest
ndherungsweise, kennen.

» |n unserem Fall bietet es sich an, das standardisierte
Stichprobenmittel

L Xp-m X, —E[X,]
" a/\n o (Xa)
zu verwenden, denn:

1. Z, ist proportional zum Schitzfehler X, — m.
2. Wir wissen, daB Z, standardnormalverteilt ist.



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz

Schritt 5:  Konfidenzintervall (Intervallschitzer, Bereichsschatzer)

» Wir wollen nun ein von den Beobachtungswerten abhingendes
Intervall um den Punktschitzer X, angeben, so daB der tatsichliche
Parameter m stets (d.h. fiir alle méglichen Werte des tatsichlichen
Parameters) mit Wahrscheinlichkeit > 1 — & in dem Intervall liegt.

» Ein solches Intervall nennen wir ein Konfidenzintervall zum
Konfidenzniveau 1 — & (z.B. 1 — a = 99%).



» Da die Teststatistik Z,, standardnormalverteilt ist, gilt:

Pr.o [|Zn| < 2(170(/2)] =1-u
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> In unserem Beispiel ist & = 0.01, also z; _,/2) = 2(g.995) = 2.58
das 99.5 % Quantil der Standardnormalverteilung.



> Wegen

erhalten wir:

0.99 = Py [\ZnI < 2(0_995)} =Pnyo UY,, — m| < z(g.995) -a/ﬁ}

» Das gesuchte 99% Konfidenzintervall ist also

Xy £ 2(0.995) - o /\/n

» Speziell fiir 0 = 6 und n = 50 ergibt sich

Z(0.995) - 0/\/n = 2.58-6//50 = 2.2



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz

Schritt 5:
>

Konfidenzintervall

Fazit: In unserem Beispiel ist X, £ 2.2 = 47 £ 2.2 ein 99%
Konfidenzintervall fiir den wahren Fruchtsaftgehalt m.

Warnung: Dies bedeutet nicht, daB der tatsichliche
Fruchtsaftgehalt mit Wahrscheinlichkeit 99% zwischen 44.8 und
49.2 liegt, sondern...

Richtige Interpretation: Wenn wir dieselbe Untersuchung sehr
oft wiederholen wiirden, dann wiirde der tatséchliche
Fruchtsaftgehalt in 99% der Fille in dem von uns ermittelten
Intervall liegen. Dieses Intervall ist aber fiir jede Untersuchung ein
anderes, da es aus den jeweiligen Beobachtungswerten berechnet
wird !

Allgemein erhalten wir bei bekanntem ¢ mit véllig analoger
Rechnung das Konfidenzintervall

Xy 21 4/2) ~a/+/n

zum Konfidenzniveau 1 — « fiir den Erwartungswert m.



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Schritt 6: Formulierung einer Nullhypothese und Alternative

Die Konfidenzintervalle enthalten im Prinzip schon alle wesentlichen
Informationen. In Anwendungen ist es aber iiblich, die Problemstellung
als Hypothesentest umzuformulieren.

» Dazu formulieren wir zunichst eine Nullhypothese Hy und eine
Alternative Hi:
» Die Nullhypothese beschreibt den zu erwartenden
Normalfall/Regelfall.

> Die Alternative beschreibt eine Abweichung vom Normalfall,
oder einen in einem Experiment zu beobachtenden Effekt.

» In unserem Beipiel:
» Hy: m=50
» Hi: m#50

» Dies ist ein beidseitiges Testproblem. Alternativ kdnnten wir auch
das einseitige Testproblem Hy: m =50 vs. Hi: m < 50
betrachten.



» Die Nullhypothese beschreibt den zu erwartenden
Normalfall /Regelfall.

» Die Alternative beschreibt eine Abweichung vom Normalfall, oder
einen in einem Experiment zu beobachtenden Effekt.

» Die Nullhypothese und Alternative sind nicht gleichwertig:

» Wir wollen unbedingt vermeiden, daB wir die Nullhypothese
verwerfen, obwohl sie wahr ist
("peinlicher Irrtum", Fehler 1. Art).

» Wenn unsere Untersuchung nicht genau genug ist (z.B.
aufgrund einer zu geringen StichprobengréBe), kann es aber
durchaus passieren, daB wir einen vorhandenen Effekt nicht
entdecken, also die Nullhypothese belassen,obwohl sie falsch ist
(Fehler 2. Art)



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Schritt 7: Hypothesentest

» Ein Hypothesentest fiir eine Nullhypothese Hy gegen eine
Alternative Hy basierend auf den Beobachtungswerten xi, xo, ..., X,
besteht nun aus der Angabe eines kritischen Bereichs K
(Verwerfungsbereich) zusammen mit der Entscheidungsregel:

» Verwerfe die Nullhypothese, falls die Beobachtungswerte im
kritischen Bereich liegen.
> Belasse die Nullhypothese, falls nicht.

> Ein statistischer Nachweis/Beweis gelingt bloB dann, wenn die
Nullhypothese verworfen wird. Belassen der Nullhypothese
bedeutet dagegen nicht, daB Hy damit statistisch bewiesen
ist!



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz

Signifikanzniveau

> Wie oben legen wir ein Signifikanzniveau « fest, z.B.
» x =0.05, 1—a =95%: schwach signifikant
» « =001, 1—a=99%: signifikant
» ¢ =0.001, 1—a=99.9%: stark signifikant
» « =0.0001, 1—a =99.99%: &uBerst signifikant

> Bei einem Hypothesentest beschreibt das Signifikanzniveau die
(maximale) Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art
(Verwerfen der Nullhypothese, obwohl diese wahr ist), die wir
zulassen wollen. Fiir unseren Test soll also auf jeden Fall gelten:

PH, [(X1, X2, ..., X,) liegt im Verwerfungsbereich] < «

» Im unserem Beispiel wihlen wir wieder « = 0.01, also

1—a=99%.



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Der z-Test

> Ein Hypothesentest fiir die Nullhypothese Hy: m = mg (in
unserem Beispiel ist my = 50) gegen die Alternative Hi: m # my
basierend auf den Beobachtungswerten xi, X2, ..., X, besteht aus
der Angabe eines kritischen Bereichs K (Verwerfungsbereich)
zusammen mit der Entscheidungsregel:
» Verwerfe die Nullhypothese, falls die Beobachtungswerte im

kritischen Bereich liegen.
> Belasse die Nullhypothese, falls nicht.

» Um im konkreten Fall einen Hypothesentest zu konstruieren,
betrachten wir wieder die Teststatistik

Xn_mO

o/+y/n

Zy, =

> Beachte, daB wir jetzt m = mg (= 50) setzen, da uns zunichst die
Verwerfungswahrscheinlichkeit unter der Nullhypothese interessiert.



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Der z-Test

» Da die Statistik

X,,—mo
o/\/n

unter der Nullhypothese standardnormalverteilt ist, erhalten wir:

Z, =

0.99 = Py, [’Zn‘ < 2(0.995)} = P, “Y,, - mo‘ < Z(0.995) 'U/ﬁ}

» Wir verwerfen daher die Nullhypothese m = myq, falls

Xn — mo| > z(0.905) - 0//1

gilt - die Verwerfungswahrscheinlichkeit unter der
Nullhypothese betrigt dann gerade 1%.



In unserem Beipiel ist mo = 50 und z(g ggs) -0 /\/n = 2.2, siehe
oben. Wir verwerfen also die NuIIhypothese m = 50 genau dann,
wenn

X, —50] >22  gilt,

also wenn das Stichprobenmittel X, nicht in dem Intervall

[47.8, 52.2] liegt.

Beobachtet wurde X, = 47, so daB wir die Nullhypothese also in
diesem Fall tatsdchlich verwerfen kénnen. Weil wir das
Signifikanzniveau & = 1% gewshlt haben, ist unser Testergebnis im
Sinne der Notation von oben signifikant (d.h. ein Fehler 1. Art
tritt nur bei einer von 100 Untersuchungen auf).

Hitte unsere Untersuchung hingegen nur auf n = 25
Einzelstichproben basiert, dann ware z(g ggs) -0/+/n=3.1, und
wir wiirden nur verwerfen, wenn

X, — 50| > 3.1 gilt.

In diesem Fall kdnnten wir die Nullhypothese also bei einem
Signifikanzniveau & = 1% nicht verwerfen.



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Der z-Test

Allgemein erhalten wir auf analoge Weise folgenden Test:

> Voraussetzung: GauBmodell mit bekannter Varianz o2,

» Nullhypothese: m = myg, Alternative: m % myg
» Signifikanzniveau: «

> Teststatistik: o
X, —
7z, =2n_"M N(0,1)

a/\/n

» Verwerfungsbereich: Die Nullhypothese m = mg wird
verworfen, falls [z, > Z(1_, /) bzw.

Xn — mo| > 2(1_g/2) - 0/\/n




Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Schritt 8: Der p-Wert

» Unser Testergebnis sagt uns nur, ob wir bei einem vorgegebenen
Signifikanzniveau die Nullhypothese verwerfen oder nicht. Wenn wir
das Signifikanzniveau dndern, miissen wir den Verwerfungsbereich
wieder neu berechnen.

> Um zu messen, wie eindeutig eine Nullhypothese verworfen wird
(oder nicht verworfen wird), kdnnen wir zu gegebenen
Beobachtungswerten dasjenige Signifikanzniveau p berechnen, bei
dem Hy gerade noch verworfen wird:

Definition
Der p-Wert eines Hypothesentests ist das kleinste Signifikanzniveau a,
bei dem die Nullhypothese verworfen wird.

» Wenn wir den p-Wert kennen, sieht unsere Testentscheidung bei
vorgegebenem Signifikanzniveau & so aus:

» Verwerfe Hy falls p < a — Belasse Hp falls p > «.



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Der p-Wert beim z-Test

» Der z-Test basiert auf der Teststatistik

X,—m
Z, =200 L N(0,1)
o/\/n
» Wir verwerfen , wenn der Betrag des beobachteten Wertes
Xp — mg
Zy = ————
a/\/n

der Teststatistik hinreichend groB ist.

Theorem
Der p-Wert beim z-Test mit Beobachtungswert z, ist

p= PHo HZn’ > |Zn|] = PHO [|Yn_m0| > |Yn_m0’]



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Berechnung des p-Werts

Theorem
Der p-Wert beim z-Test mit Beobachtungswert z, ist

p= PHO HZn’ > |Zn|] = PHO Hyn_m0| > |Yn_ mOH

> Der p-Wert gibt also an, mit welcher Wahrscheinlichkeit das
Stichprobenmittel noch weiter von myg entfernt ist, als

tatsdchlich beobachtet wurde.

1-p \T\‘

p-Wert zu gegebenem
Stichprobenmittel

n r"ﬂICI



Berechnung des p-Werts im z-Test:

p = PHo [|Zn| > |Z,,|] =2 PHO [Z" 2 |Z"H
= 2’(1_q>(|zn|)>

In unserem Beispiel ist

2] = [Xn — mo| _ |47 —50]

o/\/n 6/v50

3.53

Wir erhalten also
p=2- (1 — <I>(3.53)) ~ 0.0004 = 0.04%

Wir wiirden die Nullhypothese also sogar beim Signifikanzniveau
& = 0.1% verwerfen, d.h. das Testergebnis ist sogar
"stark signifikant".

Beim Signifikanzniveau & = 0.01% kannten wir Hy dagegen nicht
verwerfen - das Ergebnis ist also nicht "duBerst signifikant".



Schatzung des Erwartungswerts bei bekannter Varianz
Schritt 9: Die Gutefunktion

» Bisher haben wir nur den Fehler 1. Art beachtet, und den Test so
konstruiert, das dessen W'keit unter dem Signifikanzniveau liegt.

» Um die Qualitdt verschiedener Tests zu demselben Signifikanzniveau
zu vergleichen, untersucht man, mit welcher W'keit die Tests die
Nullhypothese verwerfen, wenn m % myq gilt.

Definition
Die Giitefunktion (Macht, power) des z-Tests ist

g(m) = Py, s [Ho wird verworfen]



> Die Giitefunktion (Macht, power) des z-Tests ist
g(m) = Pp, o [Ho wird verworfen|

» Die Giitefunktion des z-Tests kann man explizit berechnen. Die
folgenden Grafiken zeigen Giitefunktionen fiir verschiedene
StichprobengroBen:

n=25

TN / T / * \
\ / /

: \\ // 3 \\ / # /
. \ f | . |
= \ < | | °

\ »/ \ / I
3 \ 3 \ | 3 |

Voo o \
e \ ,/ g Vo 3 | f

\ // v/ \



7.2. Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter
Varianz

» Wenn wir die Standardabweichung ¢ nicht kennen, dann kénnen wir
die Teststatistiken

Xnp—m
Z,=2r"=
n 0_/\/5

von oben nicht verwenden.

> Stattdessen schdtzen wir in diesem Fall die Standardabweichung o
durch die renormierte empirische Standardabweichung

e R,
s, = P —
n n_li:1 Xj — Xn

der MeBwerte, und verwenden die Teststatistiken

Xn—m . . . -
T = ———= (Studentsche t-Statistik mit n — 1 Freiheitsgraden).
n

Sn/~\/n



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Schritt 1: Wabhl des statistischen Modells

> X1, Xo, ..., X ~ N(m, (72) unabhingige Stichproben (n = 50)
» mc R, 0 >0 unbekannte Parameter



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Schritt 2: Wabhl eines Punktschatzers

» Wir wollen die unbekannte GréBe m aus den Beobachtungswerten
X1, Xa, ..., X, schitzen.

» Da m das arithmetische Mittelwert in der Grundgesamtheit ist,
verwenden wir als Schitzwert fiir m wieder das Stichprobenmittel



Exkurs: Eigenschaften von Punktschatzern

Definition

Ein Punktschitzer 8 fiir einen unbekannten Parameter 0 heiBt
erwartungstreu (unbiassed), falls der Erwartungswert des Schétzers
stets gleich dem unbekannten Parameter ist:

Eg [/9\} =40 fiir alle moglichen Werte des Parameters 6.

» Beipiel 1: Das Stichprobenmittel X, ist ein erwartungstreuer
Schatzer fiir den Mittelwert m in der Grundgesamtheit, denn es gilt

stets

Em,(f [yn] — Em,o

1 n
X




Exkurs: Eigenschaften von Punktschatzern

> Beipiel 2: Die empirische Varianz 07,

erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz 02 der
zugrundeliegenden Verteilung, denn es gilt

Y (%~ %)

einer Stichprobe ist kein

n

1
Em,U [0'2] = ;

_ i; Ene [(Xi— X1)]

» Dagegen ist die renormierte Stichprobenvarianz
1 0 —
—1 Z (X’ -

i=1

ein erwartungstreuer Schitzer fiir 2.

» Dies ist der Grund, warum man bei Stichproben (aber nicht in der
Grundgesamtheit) in der Regel 5,% statt (T%7 verwendet !



Exkurs: Eigenschaften von Punktschatzern

Definition

Ein (von der StichprobengréBe n abhingender) Punktschitzer 6, fiir

einen unbekannten Parameter 0 heiBt konsistent, falls der Schatzwert

sich fiir groBe n dem tatsichlichen Wert 8 annshert (mit W'keit 1):
im0, =6  mit Wkeit 1.

n—oo

> Alle von uns hier betrachteten Schitzer (z.B. X, 53 , (T%, ...) sind
konsistent. Dies folgt aus dem Gesetz der groBen Zahlen.

Definition
Der mittlere quadratische Fehler (MSE=mean square error) eines
Schitzers 6 ist die mittlere quadratische Abweichung vom Schitzwert:

MSE (8) = E “5— 9‘2]



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz

Schritt 3: Festlegung eines Signifikanzniveaus

> Wie oben legen wir ein Signifikanzniveau & bzw. das
Konfidenzniveau 1 — « fest, z.B.

a=0.05, 1—a =095%: schwach signifikant

« =0.01, 1—a=99%: signifikant

« =0.001, 1—a=099.9%: stark signifikant

« =0.0001, 1—a =99.99%: duBerst signifikant

Yy vV VY

> Beispielsweise wihlen wir &« = 0.01, also 1 — & = 99%.



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Schritt 4: Wabhl einer Teststatistik

» Wir wihlen nun wieder eine Statistik, die von den
Beobachtungswerten X1, X, ...., X, abhingt, und die angibt, wie
stark der Schitzwert X, vom wahren Parameter m abweicht.

> Die Verteilung dieser Statistik sollten wir explizit, oder zumindest
ndherungsweise, kennen.

» Da wir die Standardabweichung ¢ nicht kennen, also schitzen
miissen, verwenden wir nun (im Gegensatz zu oben) die
Studentsche t-Statistik



Exkurs:Studentsche t-Verteilung

Theorem
Die Verteilung der t-Statistik

~ Xp—m
NG

im GauBmodell mit Mittelwert m und Varianz o’ hdngt nicht von o ab,
und 4Bt sich explizit berechnen.

T

Definition
Die Verteilung von T heiBt Studentsche t-Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden.



» Die Studentschen t-Verteilungen und ihre Quantile sind an vielen
Stellen tabelliert. t(n — 1) ist eine symmetrische Verteilung um 0,
die langschwanziger als die Standardnormalverteilung ist.

t(5) im Vergleich zu N(0,1)

> Fiir groBe n ist die t-Verteilung der Standardnormalverteilung
sehr dhnlich.



» Daher kénnen wir die Quantile der t-Verteilung bei groBen
Stichproben (Faustregel: n > 30) auch niherungsweise durch die
Quantile der Standardnormalverteilung ersetzen. Die
Konfidenzintervalle und Tests bei unbekannter Varianz basieren
dann also auf genau denselben Quantilen wie bei bekannter Varianz.

> Bei kleinen Stichproben (n < 30) muB dagegen beriicksichtigt
werden, daB die Schitzung der Varianz einen zusitzlichen
Schatzfehler verursacht. Die Quantile der Standardnormalverteilung
miissen dann durch die Quantile der t(n — 1)-Verteilung ersetzt
werden, die etwas gréBer sind.
» Fir T ~ t(n—1) gilt
n—1

E[T]:O und Var(T):n_3>1.




Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Schritt 5:  Konfidenzintervall (Intervallschitzer, Bereichsschatzer)

» Wir wollen nun ein von den Beobachtungswerten abhiangendes
Konfidenzintervall um den Punktschitzer Y,, angeben, so daB der
tatsdchliche Parameter m stets (d.h. fiir alle méglichen Werte der
Parameter m und 02) mit Wahrscheinlichkeit > 1 — a (= 99%) in
dem Intervall liegt.

> Seidazu t,_11_n/2 das 1 —a/2 Quantil der t-Verteilung mit
n — 1 Freiheitsgraden.



> Wegen T ~ t,_1 gilt:

PooIT| < th—11-a2] =1—a

» In unserem Beispiel ist « = 0.01 und n = 50, also
th—1,1—a/2 = t49,0.995 = 2.68 das 99.5 % Quantil der
t—verteilung mit 49 Freiheitsgeraden.



Wegen o
Xn—m

T =5.7vn

erhalten wir:

0.99 = Prmo [| T| < t49,0.905] = P [|Xn — m| < tag,0.995 - Sn/+/]

Das gesuchte 99% Konfidenzintervall ist also
X =& ta9,0.005 - Sn/\/n

Im Gegensatz zu oben hingt die Breite des Konfidenzintervalls nun
von dem Beobachtungswert S, ab!

Haben wir zum Beipiel die empirische Standardabweichung
sp = 8.32 beobachtet, dann ergibt sich

t49.0.005 - Sn/\/n = 2.68 - 8.32/+/50 = 3.15



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz

Schritt 5:
>

Konfidenzintervall

Fazit: In unserem Beispiel mit X, = 47 und s, = 8.32 ist
Xp £ 2.2 =47 £ 3.15 ein 99% Konfidenzintervall fiir m.

Warnung: Dies bedeutet nicht, daB der tatsichliche
Fruchtsaftgehalt mit Wahrscheinlichkeit 99% zwischen 43.85 und
50.15 liegt, sondern...

Richtige Interpretation: Wenn wir dieselbe Untersuchung sehr
oft wiederholen wiirden, dann wiirde der tatséchliche
Fruchtsaftgehalt in 99% der Fille in dem von uns ermittelten
Intervall liegen. Dieses Intervall ist aber fiir jede Untersuchung ein
anderes, da es aus den jeweiligen Beobachtungswerten berechnet
wird (sogar die Breite hingt jetzt von den MeBwerten ab !1)

Allgemein erhalten wir mit véllig analoger Rechnung das
Konfidenzintervall

XnEta11-as2°Sn/\/n

zum Konfidenzniveau 1 — « fiir den Erwartungswert m.



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Schritt 6: Formulierung einer Nullhypothese und Alternative

» Wir formulieren nun wieder eine Nullhypothese Hy und eine
Alternative Hi:

» Die Nullhypothese beschreibt den zu erwartenden
Normalfall /Regelfall.

» Die Alternative beschreibt eine Abweichung vom Normalfall,
oder einen in einem Experiment zu beobachtenden Effekt.

» Wir kdnnten wie oben das beidseitige Testproblem mit der
Nullhypothese m = 50 und der Alternative m # 50 betrachten.
Die Testentscheidung wiirde dann genau wie oben beim z-Test
verlaufen - wir miissten nur die Quantile der
Standardnormalverteilung durch die Quantile der t(n-1)-Verteilung
ersetzen, und die unbekannte Standardabweichung durch den
Schitzwert s,.

> Stattdessen betrachten wir zur lllustration diesmal das einseitige
Testproblem Hy : m =50 vs. H; : m < 50.



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz

» Nullhypothese Hy: m =50
(oder auch m > 50, das macht hier keinen Unterschied)

> Alternative Hi: m<50

> Dies ist ein einseitiges Testproblem.

> Die Nullhypothese beschreibt den zu erwartenden
Normalfall/Regelfall.

> Die Alternative beschreibt eine Abweichung vom Normalfall, oder
einen in einem Experiment zu beobachtenden Effekt.



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Schritt 7: Hypothesentest

» Ein Hypothesentest fiir die Nullhypothese Hy gegen die
Alternative Hy basierend auf den Beobachtungswerten xi, xo, ..., X,
besteht nun aus der Angabe eines kritischen Bereichs K
(Verwerfungsbereich) zusammen mit der Entscheidungsregel:

» Verwerfe die Nullhypothese, falls die Beobachtungswerte im
kritischen Bereich liegen.
> Belasse die Nullhypothese, falls nicht.

> Ein statistischer Nachweis/Beweis gelingt bloB dann, wenn die
Nullhypothese verworfen wird. Belassen der Nullhypothese
bedeutet dagegen nicht, daB Hy damit statistisch bewiesen
ist!



> Die Nullhypothese und Alternative sind nicht gleichwertig:

» Wir wollen unbedingt vermeiden, daB wir die Nullhypothese
verwerfen, obwohl sie wahr ist
("peinlicher Irrtum", Fehler 1. Art).

» Wenn unsere Untersuchung nicht genau genug ist (z.B.
aufgrund einer zu geringen StichprobengréBe), kann es aber
durchaus passieren, daB wir einen vorhandenen Effekt nicht
entdecken, also die Nullhypothese belassen,obwohl sie falsch ist
(Fehler 2. Art)

> Wie oben legen wir deshalb ein Signifikanzniveau « fest, z.B.
a = 0.01, also 1 — a = 99%.

» Bei einem Hypothesentest beschreibt das Signifikanzniveau die
(maximale) Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art, die wir
zulassen wollen. Fiir unseren Test soll also auf jeden Fall gelten:

P, [(X1, X2, ..., Xp) liegt im Verwerfungsbereich] < «



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz

Der einseitige t-Test

» Um im diesem Fall einen Hypothesentest zu konstruieren,
betrachten wir wieder die Teststatistik

Y,,—mo

"=

> Beachte, daB wir jetzt m = mg (= 50) setzen, da uns zunichst die
Verwerfungswahrscheinlichkeit unter der Nullhypothese interessiert.



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Der einseitige t-Test

> Da die Statistik o
. Xn — mo

"=/

unter der Nullhypothese t(n — 1) verteilt ist, erhalten wir:
&= Py [T < tho1a] = Pry [Xn < mo+ th—1,a - Sn/ /1]

» Wir verwerfen daher die Nullhypothese m = my, falls

Xp < mg+ th-14- Sn/\ﬁ

gilt - die Verwerfungswahrscheinlichkeit unter der
Nullhypothese betrdgt dann gerade «.



Beachte, daB das Quantil t,—1 4 wegen & < 0.5 negativ ist. In
unserem Beipiel ist mg = 50 und

th—1a = ta9,001 = —ta9099 ~ —2.4

Im Fall S, = 8.3 verwerfen wir die Nullhypothese m = 50 (bzw.
m > 50) also genau dann, wenn

Xp <50—2.4-8.3/v50 ~47.4 gilt.

Beobachtet wurde X, = 47, so daB wir die Nullhypothese also in
diesem Fall tatsichlich verwerfen kdnnen. Weil wir das
Signifikanzniveau & = 1% gewshlt haben, ist unser Testergebnis im
Sinne der Notation von oben signifikant (d.h. ein Fehler 1. Art
tritt nur bei einer von 100 Untersuchungen auf).

Wire die beobachtete Standardabweichung s, der MeBwerte
hingegen deutlich groBer als 8.3 gewesen, dann h&tten wir die
Hypothese zum Signifikanzniveau &« = 1% nicht mehr verwerfen
kénnen, evtl. aber zum Signifikanzniveau & = 5%.



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Der einseitige t-Test
Allgemein erhalten wir auf analoge Weise folgenden Test:

> Voraussetzung: GauBmodell mit unbekanntem Mittel und Varianz.

> Nullhypothese: m > mg (bzw. m < myg)
Alternative: m < mg (bzw.m > mg)

> Signifikanzniveau: «

» Teststatistik: L
Xn — Mo

=" /"

t(n—1)

» Verwerfungsbereich: Die Nullhypothese wird verworfen, falls
T < th_1a (bzw. T > t,_11-4) gilt, also falls

Xp S my + tnfl,tx . Sn/\/E (bZW- Xn 2 my + tnfl,lfuc . Sn/\/ﬁ)




Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Der beidseitige t-Test

Analog zu oben erhalten wir auch einen beidseitigen t-Test:

» Voraussetzung: GauBmodell mit unbekanntem Mittel und Varianz.

v

Nullhypothese: m = mg,  Alternative: m # mg

v

Signifikanzniveau: «

v

Teststatistik: L
Xn — Mo

T=5,/vn

~t(n—1)

v

Verwerfungsbereich: Die Nullhypothese wird verworfen, falls
|T| < ty—11-a/2 gilt, also falls

‘ |Xn — mo| > ty_11-as2 - Sn/\/n ‘




Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Schritt 8: Der p-Wert

> Wie schon beim z-Test kdnnen wir auch beim t-Test leicht den
p-Wert berechnen. Zur Erinnerung:
Definition
Der p-Wert eines Hypothesentests ist das kleinste Signifikanzniveau «,
bei dem die Nullhypothese verworfen wird.
» Der p-Wert hingt von den beobachteten Daten ab.

» Wenn wir den p-Wert kennen, sieht unsere Testentscheidung bei
vorgegebenem Signifikanzniveau « so aus:

» Verwerfe Hy falls p <o — Belasse Hy falls p > a.



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Der p-Wert beim t-Test

» Der t-Test basiert auf der Teststatistik

Yn_mo

T = YN ~t(n—1)
» Wir verwerfen, wenn der beobachtete Wert der t-Statistik
- Xn — Mo
Sn/\/E

einen gewissen Wert unter- bzw. iiberschreitet.
Theorem
Der p-Wert beim t-Test mit Beobachtungswert t ist
p = Pu,[|T|>|t|]] beibeidseitiger Alternative,

p
p = Py [T >t] bei rechtsseitiger Alternative.

Pr, [T < t] bei linksseitiger Alternative, und



Schatzung des Erwartungswerts bei unbekannter Varianz
Berechnung des p-Werts

» Der p-Wert gibt also an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die
t-Statistik einen Wert annimmt, der noch stérker zur
Alternative hinzeigt, als der tatsdchlich beobachtete Wert.

» Die Grafik zeigt den p-Wert beim t-Test mit linksseitiger Alternative:

p-Wert




Berechnung des p-Werts in unserem Beispiel:
p= PHO [T < t] = FT(t)

Im Beispiel ist

X — 47 -
p= X 41250 566

T s /n 83/v50

Wir erhalten also

p=Fr(—256) =1— Fr(2.56) ~1—0.993 =0.7%

Wir wiirden die Nullhypothese also beim Signifikanzniveau
& = 0.1% nicht verwerfen, d.h. das Testergebnis ist nicht "stark
signifikant".



7.3. Die Normalverteilungsannahme

» Bisher haben wir vorausgesetzt, da die Beobachtungswerte
normalverteilt sind. In diesem Fall kann man beweisen, daB die
t-Tests in gewissem Sinn optimal sind.

> Bei groBen Stichproben kann der t-Test aufgrund des zentralen
Grenzwertsatzes auch ohne diese Voraussetzung angewendet
werden, falls die zugrundeliegenden Verteilungen nicht zu
langschwanzig sind.

> Bei kleinen Stichproben oder vielen Ausreiern in den Daten ist der
t-Test aber nicht mehr optimal - und die im t-Test berechneten
Wahrscheinlichkeiten sind nicht korrekt.



Die Normalverteilungsannahme

Damit stellen sich zwei wichtige Fragen:

1. Wie kénnen wir feststellen, ob eine Normalverteilungsannahme
aufgrund der beobachteten Daten realistisch ist ?

2. Durch was kénnen wir den t-Test ersetzen, wenn wir nicht von einer
Normalverteilung ausgehen kénnen, und nur wenig tiber die
zugrundeliegende Verteilung wissen ?

» Wir gehen zunichst auf die erste Frage ein, und behandeln dann die
zweite Frage in Abschnitt 7.4.



Die Normalverteilungsannahme

QQ-Plot/Normalplot
Um sich rasch einen Uberblick zu veschaffen, ob die Daten durch eine
Normalverteilung angemessen beschrieben werden, kann man einen
Quantil-Quantil-Plot (QQ-Plot) der empirischen Verteilung der
Beobachtungswerte x1, X2, ..., X, gegen die Standardnormalverteilung
erstellen.

Normal Q-Q Plot
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Die Normalverteilungsannahme
QQ-Plot/Normalplot

» In einem Normal-QQ-Plot werden die empirischen Quantile X(a)
auf der y-Achse gegen die theoretischen Quantile z, unter der
Standardnormalverteilung auf der x-Achse aufgetragen.

» Genauer werden die Punkte mit den Koordinaten (z,x, X(,x)> fiir

p=05 1525 5 05

T aufgetragen.
» Beispiel: Normalplot der Niederschlagsdaten aus 70

amerikanischen Stidten:

Normal Q-Q Plot

Precipitation [infyr] for 70 US cit
0o 40

Theoretical Quantiles



Die Normalverteilungsannahme
QQ-Plot/Normalplot

> Sind die Daten Realisierungen einer normalverteilten ZufallsgréBe
X ~ N(m, ) ,
dann gilt fiir die empirischen Quantile X(a) niherungsweise
Xa) R M+0- 2y .
» Die Punkte im Normalplot liegen also etwa auf der Gerade

y=m+o-x

Normal Q-Q Plot
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Durch Erstellen des Normalplots kdnnen wir also einschitzen, ob eine
Normalverteilungsannahme gerechtfertigt ist, und Niherungswerte fiir die
Parameter m und 0 ablesen:
> Liegt der QQ-Plot in guter Niherung auf einer Gerade, dann kénnen
wir von einer Normalverteilung ausgehen.
> In diesem Fall liefert die Steigung der Geraden einen Schitzwert fiir
die Standardabweichung, und der Achsenabschnitt auf der y-Achse
einen Schitzwert fiir den Mittelwert.
» Normalplots und allgemeinere QQ-Plots kann man mit gangiger
Statistiksoftware leicht erstellen.

Beispiel:

Normal Q-Q Plot




Die Normalverteilungsannahme
Chiquadrat-Anpassungstest

» Wenn man eine Normalverteilungsannahme mit bestimmten
Parametern (die z.B. auf einem QQ-Plot basiert) noch weitergehend
empirisch bestatigen mochte, kann man einen
Chiquadrat-Anpassungstest durchfiihren.

» Dazu werden die Beobachtungswerte in Klassen eingeteilt, und dann
eine Chiquadrat-Statistik basierend auf der Normalverteilung
berechnet. Uberschreitet diese Statistik einen gewissen kritischen
Wert (der vom Signifikanzniveau abhingt), dann wird die
Normalverteilungsannahme verworfen.



Die Normalverteilungsannahme
Chiquadrat-Anpassungstest

» Wollen wir beispielsweise testen, ob die Beobachtungswerte
X1, X2, ..., Xp Realisierungen einer standardnormalverteilten
Zufallsvariable sind, dann teilen wir die reellen Zahlen zunichst in
die 10 unter N(0,1) gleich wahrscheinlichen Klassen

Ki = (—oc0,z01], K»= (201, 202]
K3 = (20_2,20_3], , K10 = (20_9,00) ein.
> Wir bezeichnen mit 1i; die Anzahl der Beobachtungwerte, die in der
I-ten Klasse K; liegen, und mit n; = n/10 die bei

Standardnormalverteilung zu erwartende durchschnittliche Anzahl
von Werten in K;.

> Wir berechnen dann die Chiquadrat-Statistik

2 ”I_n12



Die Normalverteilungsannahme
Chiquadrat-Anpassungstest

» Wir betrachten nun die Nullhypothese
Ho: X;~ N(0,1)
und die Alternative
Hy: X; = N(0,1).

» Unter der Nullhypothese hat die Teststatistik X2 nadherungsweise
eine Chiquadratverteilung mit 10 — 1 = 9 Freiheitsgraden. Die
Quantile dieser Verteilung sind tabelliert.

> Damit ergibt sich folgender Test zum Signifikanzniveau « :

» Verwerfe Hp, falls

—_
o

~\2
n—n
2= G/l N
=1 n

wobei 17, das 1 — a Quantil der x?(9)-Verteilung bezeichnet.



Die Normalverteilungsannahme
Chiquadrat-Anpassungstest

» Mit dem Chiquadrat-Anpassungstest kann man auch analog auf
andere Verteilungen testen (z.B. Test auf gleiche
Wabhrscheinlichkeiten aller Augenzahlen beim Wiirfeln).

» Die asymptotische Verteilung der Teststatistik unter der
Nullhypothese bleibt dabei unverdndert eine Chiquadratverteilung.



7.4.

Nichtparametrische Tests

» Bisher haben wir vorausgesetzt, da die Beobachtungswerte
normalverteilt sind. In diesem Fall kann man beweisen, daB die
t-Tests in gewissem Sinn optimal sind.

» Bei groBen Stichproben kann der t-Test aufgrund des zentralen
Grenzwertsatzes auch ohne diese Voraussetzung angewendet
werden, falls die zugrundeliegenden Verteilungen nicht zu
langschwanzig sind.

> Bei kleinen Stichproben oder vielen Ausreiern in den Daten ist der
t-Test aber nicht mehr optimal - und die im t-Test berechneten
Wahrscheinlichkeiten sind nicht korrekt.

» Daher wollen wir nun zwei Tests betrachten, die unabhdngig
von der zugrundeliegenden Verteilung anwendbar, und
relativ stabil unter AusreiBBern sind. Diese Tests basieren auf
der Schadtzung des Medians statt des Mittelwerts.



Nichtparametrische Tests

Der Vorzeichentest

» Voraussetzung: Xi, Xo, ..., X, sind unabhingige Stichproben
einer stetigen W'keitsverteilung mit Median p.

> Nullhypothese: Hy:p=p,, Alternative: H;:u # u,

> Teststatistik:

V' = Anzahl der Xi's mit X; > u,

= Anzahl der positiven Vorzeichen von X; — g

» Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese:

V ~ Bin(n,1/2) (= N(n/2,n/4) fiir groBe n)



Nichtparametrische Tests

Der Vorzeichentest

V' = Anzahl der Xi's mit X; > p,
V. ~ Bin(n,1/2) (=~ N(n/2,n/4) fiir groBe n)

» Testentscheidung fiir groBe n (n > 30):
> Hy:p =gy wird verworfen, falls

n n
vl T

» Testentscheidung fiir kleine n (n < 30):
> Hy:p = pgy wird verworfen, falls
V> by 4/2(n/2,n/4) oder V < b,;(n/2,n/4)

» Hierbei bezeichnet b, (n, p) das a-Quantil der
Bin(n,p)-Verteilung.



Der Vorzeichentest kann IMMER (fiir alle Verteilungen der
Einzelstichproben) angewendet werden.

Bei normalverteilten Daten ist die W'keit, daB die Nullhypothese
beim Vorzeichentest verworfen wird, deutlich kleiner als z.B. beim
t-Test.

Bei nicht in guter Approximation normalverteilten Daten ist der
Vorzeichentest dagegen dem t-Test oft iiberlegen.

Ein Nachteil beim Vorzeichentest ist, daB er die Information, um
wieviel die Beobachtungswerte von Ho abweichen, nicht benutzt.



Nichtparametrische Tests
Der Wilcoxon-Test

Der Wilcoxon-Test ist ein Kompromiss, der keine Normalverteilung
voraussetzt wie der t-Test, aber die Information der Daten besser
ausniitzt als der Vorzeichentest.

» Voraussetzung: Xi, Xo, ..., X, sind unabhingige Stichproben
einer stetigen symmetrischen W'keitsverteilung mit Median
(=Mittelwert) 1.

» Nullhypothese: Hy:p=p,, Alternative: Hi:u # u,

> Teststatistik: W, berechnet sich aus den Ringen von den der
GréBe (im Absolutbetrag) nach angeordneten Abweichungen
Xi — pq der Daten von p.

» Den p-Wert des Tests kann man mit den gangigen
Statistiksoftwarepaketen berechnen.



Nichtparametrische Tests
Der Wilcoxon-Test

» Der Wilcoxon-Test ist in vielen Fdllen vorzuziehen. Er hat
oftmals eine bessere Macht (Giitefunktion) als der t-Test und
der Vorzeichentest.

» Nur falls die Daten sehr gut mit einer Normalverteilung
beschrieben werden, ist der t-Test fiir eine gute Datenanalyse
"in vollem Umfang tauglich" !



Beispiel. (Blutplittchen-Aggregation)
Bei 11 Individuen wurde die Aggregation von Blutpldttchen vor und nach
dem Rauchen einer Zigarette gemessen. Die folgenden Daten geben den
Anteil aggregierter Blutpldttchen (in Prozent) nach einer Stimulation an:
Testperson 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
vorher 25 25 27 44 30 67 53 53 52 60 28
nachher 27 29 37 5 46 82 57 80 61 59 43
Differenz x; 2 4 10 12 16 15 4 27 9 -1 15



> Als erstes erstellen wir einen Normalplot der Daten:

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theorefical Quantiles

> Die Punkte lassen sich recht gut durch eine Gerade approximieren,
sodass wir zundchst von einer Normalverteilung ausgehen kénnen.



Wir fassen daher die Differenzen
X; = Aggregation nachher — Aggregation vorher

als unabhingige Realisierungen einer N(m, (72) verteilten
ZufallsgroBe auf, und fiihren einen t-Test durch.

Hy:m=20, Hy:m>0.

Die realisierte Teststatistik ist

Als p-Wert ergibt sich
p= Py [T>427]=1- Ft(lO)(4'27) = 0.00082

Der EinfluB des Rauchens einer Zigarette ist also bzgl. der
Blutplittchenaggregation hochsignifikant.



» Haitten wir stattdessen den t-Test fiir die beidseitige Alternative
m 7& 0 durchgefiihrt, dann hitten wir den p-Wert

p = 0.0016

erhalten.

> Die Testentscheidung fiir einen Einfluss des Rauchens auf die
Blutplattchenaggregation ware jetzt signifikant, aber nicht
hochsignifikant.



Zum Vergleich fiihren wir auch den Vorzeichen- und den
Wilcoxontest fiir das einseitige Testproblem

H()Z“MZO VS. H1Z‘M>O

durch.
Beim Vorzeichentest ist die realisierte Teststatistik
v =10
Als p-Wert erhalten wir
p = 0.005

Beim Wilcoxon-Test ergibt sich der p-Wert
p = 0.0025

In diesem Fall ist der t-Test also m&chtiger, was an der
approximativen Normalverteilung der Daten liegt. Die
Testentscheidung beim Wilcoxon-Test ist aber zuverldssiger, weil sie
keine Normalverteilung voraussetzt.
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