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6.1. Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Wir betrachten eine Zufallsvariable X mit Werten in IR (reelle Zahlen).

Definition

> Eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf IR ist festgelegt
durch eine Dichtefunktion f(x) > 0 mit

/_o:of(x)dle.

» Die Wahrscheinlichkeit fiir Werte im Intervall [a, b] oder (a, b) ist

durch die Fliche fab f(x) dx unter dem Graphen der
Dichtefunktion f(x) gegeben.

> Wir sagen, daB X eine stetige Zufallsvariable mit
Dichtefunktion fx ist, falls fiir alle a < b gilt:

P[agxgb]:P[a<x<b]:/bfx(x) d.



» Die Wahrscheinlichkeit, daB der Wert einer stetigen Zufallsvariable
X in einem kleinen Intervall [x, x + Ax] liegt, betrigt

Plx < X < x4 Ax] = fx(x) Ax

» Dies erklirt das Wort "Dichtefunktion™:

fx(x) = lim P[X € [x,x+ Ax]] — Iim W'keit (Intervall)

Ax—0 Ax Ax—0 Intervalllinge

» Durch Aufsummieren iiber eine Zerlegung
a=x) <x3 <xy<..<Xx,=Db eines Intervalls [a, b] in kleine
Teilintervalle erhalt man die Formel von oben:

b
Pla< X < bl = lim ¥ fx(x) Ax; :/ fie(x) dx.

Ax;—0 7 a



Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Beispiel 1: Standardnormalverteilung

» Die GauBsche Glockenfunktion

erfiillt f(x) > 0 und [ f(x)dx =1 (aus diesem Grund whlt
man den Vorfaktor 1/+/27T).

f(x) g

Definition
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf IR mit Dichtefunktion f(x) heiBt
Standardnormalverteilung.



» Ist Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, dann ist die
W-keit, dass Z zwischen a und b liegt, gleich dem Integral der
Dichte f(X) mit den Grenzen a und b, also gleich der Fliche unter
der Kurve iiber dem Intervall [a, b] .

f(x) /T

> Ist X eine standardisierte binomialverteilte Zufallsvariable mit
groBem Parameter n, dann gilt dieselbe Aussage ndherungsweise:

b
P[aﬁXSb]%P[aSZﬁb]:/ F(x) dx



Verteilungsfunktion

Definition
Die Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsvariable X ist die
durch

Fx(y)=P[X<y] , —0 <y <o,
definierte, monoton wachsende Funktion.
> Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten ai, as, ..., dann
ergibt sich
Fx(y)= Y, PIX=al=)Y px(a) -
ak<y ax<y

-
» Beispiel.
Binomialverteilung n=10, p=0.3 Binomialverteilung n=100, p=0.3

— E —




Verteilungsfunktion

> Ist X eine stetige Zufallsvariable, dann ergibt sich
y
Fx() = PIX <yl = [ ) ox.
—00
» Die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariable ist also
die Stammfunktion der Dichte: F, (x) = fx(x).
» Beispiel.

Standardnormalverteilung

. . . [y 1 . —x%/2
» Die Vertellungsfunktl.on (I).(y). _.fioo N X*/2 dx der _
Standardnormalverteilung ist in vielen Statistikbiichern tabelliert.



Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Beispiel 2: Exponentialverteilung, Wartezeiten

>

Die Exponentialverteilung dient zur Modellierung der Wartezeit T
auf das erste Eintreten eines unvorhersehbaren Eregnisses.
Wir nehmen an, daB die Haufigkeit V; des Ereignisses bis zur Zeit t
Poissonverteilt ist mit Erwartungswert A - t, wobei A > 0 eine feste
Konstante ist:

N; ~ Poisson (A - t)
Die Wahrscheinlichkeit, daB das Ereignis bis zur Zeit t iiberhaupt
noch nicht eingetreten ist, also daB die Wartezeit auf das erste
Eintreten groBer als t ist, betrdgt dann:

PIT>t=P[N =0] = (Ao"t) ce M =Mt

Also ergibt sich fiir die Verteilungsfunktion von T:
Fr(t)=P[T<t]=1—e* (t>0)



Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Beispiel 2: Exponentialverteilung, Wartezeiten

Fr(t)=P[T<t]=1-e* (t>0)
» Fiir die Dichte der Verteilung von T erhalten wir damit:

fr(t)=Fr(t)=A-e ™ firt>0, fr(t)=0 firt<O0.

Dichte der Exponentialverteilung (lambda=1) Verteilungsfunktion von Exp(1)

1.0

fix)
it




Definition
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Dichte

fr(t) = Fr(t)= A e
und Verteilungsfunktion
Fr(t)=P[T<t]=1-e

heiBt Exponentialverteilung zum Parameter A > 0 ( Exp (A) ).

Dichte der Exponentialverteilung (lambda=1) Verteilungsfunktion von Exp(1)
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Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Beispiel 3: Allgemeine Normalverteilung

> Sei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Wir wollen nun
die Verteilung der linear transformierten Zufallsvariable

X=0Z+m

berechnen, wobei 0 > 0 und m Konstanten sind.
> Mithilfe der Substitution z = (x — m) /0 erhalten wir

Fx(y) = PIX<y]=PloZ+m<y]

y—m
y—m BCEE S Y
= Pl|Z< :/ ——e dz
{ Y ] —oo /27T

Y 1 2 /952

_ —(x—m)? /20 d

e X .
/foo V2mo?

> Also:



Definition
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf IR mit Dichtefunktion

f(X) _ 1 ef(xfm)z/Z(TQ

27102

heiBt Normalverteilung mit Mittelwert m und Varianz o°.

» Normalverteilungen N(m,(72) mit Mittelwert m = 0 und
Standardabweichungen 0 = 0.5, 1, bzw. 2:




Normalverteilung N(m,c?) :

Fx) = e (rom)?/20?

V272

> Wir werden in kuerze sehen, daB die Parameter m und 02
tatsdchlich den Erwartungswert und die Varianz einer
normalverteilten Zufallsvariable angeben.

» Fiir m = 0 und 0> = 1 ergibt sich die Standardnormalverteilung.

> Ist 02 klein, dann konzentriert sich die Verteilung N(m, 0'2) sehr
stark in der Ndhe des Mittelwerts.

> Ist 0> groB, dann ist die Verteilung N(m, c?) eher diffus.



Stetige Verteilungen

Transformationseigenschaften der Normalverteilungen

» Fiir reelle Zahlen a und b gilt:

X ~ N(mo?) = X+a~N(m+ac?)
X ~ N(md?) = b-X~N(b-mb* o2

In Worten:

» Wenn ich zu einer N(m, 0)-verteilten Zufallsvariable a addiere, ist
das Ergebnis eine normalverteilte Zufallsvariable zu den Parametern
m+ aund 0.

» Wenn ich eine normalverteilte Zufallsvariable zu den Parametern m
und 0 mit b multipliziere, ist das Ergebnis eine normalverteilte
Zufallsvariable zu den Parametern b- m und |b| - 0.



Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Nachtrag zur Normalapproximation der Binomialverteilung

> Ist X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert m = np
2 = np(l — p), dann gilt fiir groBe n niherungsweise

X—m
— ~ N(0,1),
7~ (0, 1)

und Varianz o

das heiBt die standardisierte Zufallsvariable Y = (X — m) /0 ist
ndherungsweise standardnormalverteilt, s.o.
> Wegen
X=0cY+m

folgt dann aber, daB die Zufallsvariable X selbst fiir groBe n
ndherungsweise normalverteilt ist mit Mittel m und Varianz 0. Es
gilt also ndherungsweise

X ~ N(np, np(1— p))



6.2. Quantile
Sei p eine Zahl zwischen 0 und 1.
Definition
Das p-Quantil X(p) einer Zufallsvariable X ist der erste Wert x, an dem
die Verteilungsfunktion den Level p erreicht oder iiberschreitet. Bei einer
stetigen Zufallsvariable ist X, der (kleinste) Wert mit

Fx(X(p)) = P [X S X(p)} =P

Standardnormalverteilung

Fix)




Durch Standardisierung kann man zeigen, dass zwischen den
Quantilen X(p) einer N(m, 0'2) Verteilung und den Quantilen Z(p)
der Standardnormalverteilung N(0, 1) folgender Zusammenhang
besteht:

‘X(p) = m+‘7'z(p)‘

> Deswegen geniigt es, die Quantile Z(p) von N(0,1) zu kennen.

» Diese kann man mit der Definition ”z(p) ist die Stelle, an der die
Verteilungsfunktion ®(x) der Standardnormalverteilung den Wert p
annimmt" aus Tabellen ablesen.

Die Tabelle der Standardnormalverteilung enthalt aber nur Werte
®(x) fiir x > 0, deshalb kann man z,) nur fiir p > 0.5 direkt
ablesen.

Fiir p < 0.5 verwende man die Formel

Z(p) = —Z%1-p)

die aus der Achsensymmetrie der Glockenkurve folgt.



> Bei vielen Fragestellungen zu Normal- oder zu anderen Verteilungen
miissen wir Bereiche bestimmen, in denen ein gewisser Anteil der
Wahrscheinlichkeitsmasse liegt, d.h. die Werte aus diesem Bereich
werden mit einer gewissen W’keit p angenommen.

» Man unterscheidet zwischen einseitigen und zweiseitigen
Fragestellungen:

» Gesucht b so dass P[X < b| = p (einseitig)

» Gesucht a so dass P[X > a| = p (einseitig)

Gesucht a, b so dass Pla < X < b] = p (zweiseitig)

» Gesucht ¢ > 0 und m so dass P[|X — m| < ¢] = p (zweiseitig
symmetrisch)

v

» In allen Fillen bendtigen wir die Quantile der zugrundeliegenden
Verteilung, um die Bereiche zu ermitteln.



Beispiel. (Qualitatskontrolle 1)

» Wir suchen die minimale Zahl n der Hiihner, so dass wir an 99% der
Tage 10000 Eier garantieren kénnen, wenn jedes Huhn an p = 70%
der Tage ein Ei legt.

> Die mittlere Anzahl gelegter Eier und die Standardabweichung sind
m=np=07-n und c=+v07-03-n.

» Bei n > 10000 kénnen wir ohne weiteres annehmen, die Zahl X
der gelegten Eier sei normalverteilt zu diesen Parametern.

» Es soll gelten:

X —m _ 10000 — 0.7 -
P[X < 10000] = P < T Lo01
- V021 -n




Beispiel. (Qualitatskontrolle 1)
» FEs soll gelten:

X—m _ 10000 — 0.7 -
P[X < 10000] = P am< T Loo1

v0.21-n

» Da X ;m standardnormalverteilt ist, ist dies gerade dann der Fall,

wenn

10000 — 0.7 - n
ot o )
das 1% Quantil der Standardnormalverteilung ist.

> Mithilfe einer Tabelle der Verteilungsfunktion erhalten wir
Z(O.Ol) = —2(0.99) = —2.33

> Wenn wir dies in (*) einsetzen, und nach n auflésen, ergibt sich
schlieBlich

2
V= 2335021 4 \/(2-3123:0v-(7)-21) + 999 — = 14468




Beispiel. (Qualitdtskontrolle 1)

> Antwort: Mit 14468 Hiihnern, von denen jedes zu 70% taglich ein Ei
legt, werden wir an 99% der Tage mindestens 10000 Eier erhalten.

> Die mittlere Anzahl gelegter Eier betragt in diesem Fall
0.7 - 14468 = 10128

» Obwohl die mittlere Anzahl gar nicht so viel gréBer als 10000 ist,
liegt die tatsichlich gelegte Eierzahl fast immer oberhalb von 10000.

» Der Grund sind wieder die sehr groBe Anzahl von Hiihnern, und
das Gesetz der groBen Zahl.



Beispiel. (Qualitatskontrolle 2)

> Eine Maschine produziert Nigel der Linge m = 1 cm. Die
Maschine hat aber, wie jede andere, eine kleine Ungenauigkeit, die
sich in einer Standardabweichung der Nagellingen von 0 = 0.5 mm
niederschligt. Sie wollen einem Abnehmer fiir die Nigel ein
Angebot machen, und wollen dabei angeben, welche Fehlertoleranz
bei der Nagellinge zu 99% unterschritten wird. Welche Toleranz
geben Sie an?

» Zundchst einmal ist es bei solchen Fragestellungen der
Qualitatskontrolle iiblich, dass man eine Normalverteilung fiir die
Zufallsvariable X = Nagellange voraussetzt. Wir haben also:

X ~N(mao?) mit m=1 und o= (0.05)>=0.0025.



v

v

v

v

v

Gesucht ist also € > 0 so dass
| P(X—m| <e)=P(IX—1] <e) =099

Jetzt standardisieren wir und setzen

z=%Xm = XL = 7~ N(0,1).

o

Dann haben wir

PX -1 <e)=P(Z] < §).

Als nichstes suchen wir eine Zahl d so dass
 P(1Z| < d) =099

Aufgund der Achsensymmetrie der Standardnormalverteilung ist
d = 25995, dem 99.5%-Quantil der Standardnormalverteilung



» Jetzt suchen wir zy 995 aus der Tabelle der Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung.

» Wir erhalten:

29995 = 2.575

> Also:

e=d-0=2zy995 -0 =2575-0.05=0.129. (Diese Angabe ist in cm) ‘

» Sie konnen Ihrem Abnehmer garantieren, dass 99% der Nigel nicht
mehr als 0.129 cm=1.29 mm von der Solllinge 1 cm abweichen.



6.3. Erwartungswert und Varianz

Erwartungswert von stetigen Zufallsvariablen

» Fiir die Berechnung des Erwartungswertes einer Zufallsvariable X
mit stetiger Verteilung ist die Massenfunktion durch die Dichte, und
die Summe durch ein Integral zu ersetzen:

Diskret : E[X]=) a- px(a)
Stetig E[X]:/j:oa-fx(a) da:/j:ox-fx(x) dx
> ... bzw. allgemeiner:
Diskret: Elg(X)] =) _g(a)-px(a)

(o]
—00

Stetig; E [g(X)] = / g(x) - fix (x) dx



Erwartungswert und Varianz

Varianz

» Die Varianz ist wiederum gegeben durch

Var(X)

E[(X — E[X])?] = E[X?] - E[X]?

» Dies kann man mit Hilfe der Definition des Erwartungswertes
ausschreiben (setze X = E[X]) :

- /.
- /.

> Die Standardabweichung ist wieder gegeben als die Wurzel der

Var (X)

Varianz:

(x — %)% fx(x) dx

X2 - fx(x) dx—(/j;

o(X) = 4/ Var (X).

x - i (x) dx>2



Erwartungswert und Varianz

Beispiel 1: Standardnormalverteilung

» Aufgrund der Achsensymmetrie der Glockenkurve ergibt sich sofort:

X = /2y =0

1 o0
7/ X-e
\/27‘[ —00
» AuBerdem kann man ausrechnen, daB

Varianz = x—0)%- e 2dx =1

o

gilt (diese Berechnung ist etwas schwieriger).



Erwartungswert und Varianz

Beispiel 2: Exponentialverteilung

> Ist T exponentialverteilt mit Parameter A, dann gilt
fr(t)=A-e M furt>0, fr(t)=0 firt<O0.

> Es folgt:
E[T] =/ t-A-e Mt ”a”':'”t'/ eMtgr = 1
0 0 A

» Ahnlich erhilt man:

O'(T):%



Erwartungswert und Varianz

Beispiel 3: Normalverteilung

» |Ist X normalverteilt mit Parametern m und (72, dann gilt
X=0c-Z+m mit ZNN(O,l).

» Daraus ergibt sich, daB X tatsichlich Erwartungswert m und

Standardabweichung ¢ hat:



Erwartungswert und Varianz

Fluktuationen um den Erwartungswert
Oft driickt man Bereiche um den Erwartungswert in Vielfachen der
Standardabweichung aus. Ist X normalverteilt mit Mittelwert m und
Standardabweichung o, dann ist Z = )ﬂ%m standardnormalverteilt, und
es ergibt sich:

1. Typische Fluktuation: Eine Standardabweichung
Pm—oc<X<m+o0|=P[-1<Z<1]=682%
2. Gelegentliche Fluktuation: Zwei Standardabweichungen
Pm—20 <X <m+2|=P[-2<Z<2]=954%
3. Seltene Fluktuation: Drei Standardabweichungen

Plm—30<X<m+30]=P[-3<Z<3]=997%



Erwartungswert und Varianz der Gaussverteilung

e Fir eine normalverteilte Z.V. X ~ N(), 0?) erhalten wir

E[X] = ) sowie Vy = 0% also oy = 0.

e Oft driickt man Bereiche um den Erwartungswert in vielfachen von der Standardabweichung

aus.
Einfache, Zweifache und dreifache o-Umgebung um den Erwartungswert

Plu—o<X<p+o)= =06827%
P(p—20 <X <p+20)= +pg=9545%

Pu—30 <X <p+30)= +pg+ = 9973%

n—3c w—20  p—o 7 p+o w20 pt+3o T



> Der Wert einer normalverteilten Zufallsvariable X liegt also fast
immer im Bereich m 4= 307, und in der Mehrzahl der Fille sogar im
Bereich m+ 0 !

> Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes (s.u.) gilt diese Aussage in
vielen Fallen auch ndherungsweise fiir nicht normalverteilte
Zufallsvariablen, da sich deren Verteilung in guter Ndherung durch
eine Normalverteilung approximieren |48t (siehe z.B.
Normalapproximation der Binomialverteilung).

» Fiir Zufallsvariablen, deren Verteilung sich nicht gut durch eine
Normalverteilung approximieren 13Bt, gilt zumindest noch die
folgende allgemeine (aber dafiir sehr grobe) Abschdtzung von
Chebyschew:

L

PIIX — EIX]| > k- 0(X)] < 1



Beispiel. (Qualitdtskontrolle 1, Fortsetzung von oben)

» Wir suchen die minimale Zahl n der Hiihner, so dass wir 10000 Eier
garantieren kénnen, wenn jedes Huhn an 70% der Tage ein Ei legt.

> Wie gesehen liegen die Werte einer normalverteilten Zufallsvariable
X zu 99.73% in dem Intervall (m — 30, m + 30). Wegen der
Achsensymmetrie der Verteilung um m haben wir

P[X <m—30] = 1(100-99.73) % = 0.135%

» Wollen wir den Kontrakt sogar an 99.865% aller Tage erfiillen,
brauchen wir n Hiihner, wobei

10000 = m — 30 = 0.7n — 3/n(0.7 - 0.3)

> Auflssen der quadratischen Gleichung nach \/n liefert n = 14521.
Also kann man sich mit 14521 Hiihnern sogar sicher sein, dass der
Kontrakt an 99.865% der Tage eingehalten wird.




6.4. Grenzwertsitze

Mittelwerte von Zufallsvariablen

» Wir betrachten nun die arithmetischen Mittelwerte
— 1
Xn:E(X1+X2++Xn)

von unabhingigen Zufallsvariablen X1, Xa, . . ..
> Beipiel 1: Stichprobenmittelwerte

» Xi, Xp, ... sind die beobachteten Ausprigungen X (w;) eines
quantitativen Merkmals X bei Entnahme unabhangiger
Einzelstichproben wq, wy, ... aus der Grundgesamtheit
(Ziehen mit Zuriicklegen).

» X, ist dann das n-te Stichprobenmittel.

» Wir erwarten, daB fiir groBe n der Stichprobenmittelwert
ungefihr gleich dem Mittelwert des Merkmals in der
Grundgesamtheit ist, da sich Fluktuationen in verschiedene
Richtungen "wegmitteln" sollten
(-> Gesetz der groBen Zahlen).

» Uns interessiert vor allem die GroBe und Art der zufilligen
Fluktuationen von X, um den Prognosewert
(-> zentraler Grenzwertsatz).



- 1
Xp=—-(Xit X+ +X)
Beipiel 2: Relative Haufigkeiten
» Wir beobachten die Auspragungen Y (w;) eines qualitativen oder
diskreten Merkmals Y. Uns interessiert die relative Hiufigkeit
hn(a) einer bestimmten Merkmalsauspragung a unter den ersten n

Beobachtungswerten.
> Setzen wir

o 1 falls Y(w;) =a
"0 falls Y(w;) #£a’
dann ergibt sich

1
ho(a) =~ (X + X+ +X) =X,

H&ufigkeit von a unter Y (w1),...,Y (wy)

> X, ist also gerade die gesuchte relative Haiufigkeit.

» Ahnlich wie oben erwarten wir, daB X, fiir groBe n ungefshr gleich
der W'keit (=relative H'keit in der Grundgesamtheit) der
Merkmalsauspragung a ist.



Grenzwertsitze

Das Gesetz der groBen Zahlen

» Diese Aussagen kann man im wahrscheinlichkeitstheoretischen
Modell beweisen:

Theorem
Sind X1, Xo, ... unabhingige (oder allgemeiner unkorrelierte)
Zufallsvariablen mit Erwartungswert m und beschrinkten Varianzen,
dann konvergieren die Mittelwerte

X (X1—|—X2+"'+Xn)—>m

fiir n — oo mit Wahrscheinlichkeit 1.

» Fiir groBe n gilt also ndherungsweise

X, ~E [X,,] =m "Der Zufall mittelt sich weg"



Grenzwertsatze
Gesetz der groBen Zahlen

» Der Stichprobenmittelwert X, von unabhzngigen Stichproben einer
ZufallsgréBe X stimmt fiir groBe n in etwa mit dem Erwartungswert
der ZufallsgroBe (Mittelwert in der Grundgesamtheit) iiberein.

> Beispiel: Mittlere Augenzahl bei n mal Wiirfeln:

37r 37

n 1\ (\«‘rﬂ\”“”’”w'm\vw : j
W
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» Die Konvergenz wird auch in der Mathematica-Demonstration "The

Central Limit Theorem" veranschaulicht, siehe
http://demonstrations.wolfram.com/TheCentralLimit Theorem



Grenzwertsatze

Gesetz der groBen Zahlen
Theorem
Sind X1, Xo, ... unabhingige (oder allgemeiner unkorrelierte)
Zufallsvariablen mit Erwartungswert m und beschriankten Varianzen,
dann konvergieren die Mittelwerte

- 1
Xp=—-(Xa+Xot+ 4 X) —m

» Beweisidee: Fiir eine vorgegebene Abweichung € > 0 von
Stichprobenmittel und Erwartungswert gilt die Abschatzung

_ _ _ 1 _
Pl Xn—m|>¢] = P[|Xo—E[Xa]|>¢] < zVar(X,)
1
= (Var(X1) 4+ Var(Xa) + - - - + Var(X,))
< const. - 1
n

Dabei wurde im 2. Schritt die Chebyschev-Ungleichung verwendet.



Grenzwertsitze

Anwendung des Gesetzes der groBen Zahlen auf relative Haufigkeiten

» Angewandt auf die relativen Haufigkeiten h,(a) einer
Merkmalsausprdgung a in n einzelnen Zufallsstichproben aus einer
Grundgesamtheit besagt das Gesetz der groBen Zahlen:

» Fiir groBe n gilt ndherungsweise:

hn(a) = p

» Dabei ist p die Wahrscheinlichkeit der Merkmalsauspragung a, also
die relative Haufigkeit von a in der Grundgesamtheit.

> Beipiel: Wenn wir oft hintereinander mit zwei Wiirfeln wiirfeln,
. . I o » . 6 1
sollte die relative Haufigkeit eines Paschs ungefdhr gleich 35 = ¢
sein.



Grenzwertsitze

Fluktuationen von Mittelwerten

» Die GroBe der zufilligen Fluktuationen der Mittelwerte X, um den
Erwartungswert m kann man grob mithilfe der Ungleichung von
Chebyschev abschitzen (vgl. die Beweisidee zum Gesetz der groBen
Zahlen).

» Die so erhaltene Abschitzung ist aber sehr grob. Wenn wir uns
noch einmal die Mathematica-Demonstration "The Central Limit
Theorem" ansehen, dann erkennen wir, daB die Fluktuationen fiir
groBe n ndherungsweise normalverteilt sind. Die
Standardabweichung der approximierenden Normalverteilung fillt,
wenn N zunimmt.



Grenzwertsitze

Der zentrale Grenzwertsatz

» Auch diese Aussagen kann man im wahrscheinlichkeitstheoretischen

Modell allgemein beweisen:

Theorem
Sind X1, Xa, ... unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit

Erwartungswert m und Varianz 02, dann gilt fiir groBe n ndherungsweise:

- 1 0?2
Xn==—-X1+Xo+--+X,)~N|m —

n n

> Die Verteilung der Mittelwerte X, nihert sich also einer
Normalverteilung an, die sich immer starker in der Ndhe des
Erwartungswerts m konzentriert.

» Wie stark, hingt von der Varianz o2 der gemittelten
Zufallsvariablen ab.



Grenzwertsitze
Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes auf Stichprobenmittelwerte

» Fiir groBe n gilt ndherungsweise:

- 1 o?
XnZE-(X1+X2+---+Xn)~N m,

» Also ist die standardisierte Zufallsvariable

Xp—m
Zn::\/E'T

ndherungsweise standardnormalverteilt !

» Dies kdnnen wir benutzen, um abzuschitzen, wie stark das
Stichprobenmittel vom zu schitzenden Erwartungswert m
(=Mittelwert in der Grundgesamtheit) abweicht:

PX=m < = Pliz] <=

= (o) -3)

Q



Beispiel. (Schitzung des Mittelwerts bei bekannter Varianz)

> In einem Experiment machen wir n = 20 Messungen einer
unbekannten GréBe, und erhalten den Stichprobenmittelwert X,,.
Unser MeBverfahren hat eine Ungenauigkeit, die sich in einer
Standardabweichung o = 0.5 der MeBwerte niederschligt. Wir
nehmen an, daB diese Ungenauigkeit die dominierende Ursache fiir
zufillige Fluktuationen der MeBwerte ist.

» Gesucht ist nun zu jedem méglichen Stichprobenmittel ein
"Konfidenzintervall " X, £+ €(X,,), so daB die unbekannte GréBe m
mit 95 % Wahrscheinlichkeit in dem Intervall liegt.

» Mithilfe der ZGS-Approximation ergibt sich:

P[|Xn—m| <é] %2'<®<8'ﬁ>—1> =95% falls

o 2
e-+/n o 0.5
o =0.975, also e= —= -z =——:196=0.22
( o ) \/B (0.975) \/2>0



Grenzwertsitze

Konfidenzintervall fiir den Mittelwert

> Die gesuchte GréBe m liegt also mit W'keit 95% im Intervall
X, £0.22.

> Wir sagen auch, [X, — 0.22, X, 4+ 0.22] ist ein (approximatives)
95% Konfidenzintervall fiir den unbekannten Parameter m.

» Die Breite des Konfidenzintervalls hingt in diesem einfachen Fall
nicht vom Schitzwert X, ab, im allgemeinen aber schon.



Grenzwertsitze

Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes auf relative Haufigkeiten

> Die relative Haufigkeit h,(a) einer Auspragung a eines Merkmals Y
bei n unabhingigen Stichproben ist

1 _
hn(a)=;-(X1+Xz+~--+xn)=Xn

wobei die Zufallsvariablen X; = {} E”z :EZ;;Z

Bernoulli(p) verteilt sind mit p=W'keit von a.

unabhéngig und

> Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt daher fiir groBe n:

ho(a) ~ N (p, "(1;”)> bzw. Abs. Hkeit (a) ~ N (np, np(1— p))

» Dies ist nichts anderes als die Normalapproximation der
binomialverteilten absoluten Haufigkeit.



Grenzwertsitze

Verallgemeinerungen des zentralen Grenzwertsatzes

> Der zentrale Grenzwertsatz in der Formulierung von oben 14Bt sich
noch deutlich verallgemeinern.

» Eine mogliche Erweiterungsrichtung ist die Ausdehnung auf
verschiedene Klassen abhidngiger Zufallsvariablen. Eine andere
wichtige Erweiterung ist der Satz von Lindeberg-Feller, dessen
Aussage wir hier nur ganz grob anschaulich wiedergeben wollen:

» Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller:
"Ist X eine reelle ZufallsgroBe, die durch additive Uberlagerung
vieler kleiner unabhingiger ZufallsgroBen X; entsteht (d.h.
X =) Xj), dann ist unter geeigneten Voraussetzungen (die wir
nicht ausfiihren wollen) die standardisierte Zufallsvariable

X — E[X]
o (X)

ndherungsweise standardnormalverteilt."



» Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller:
"Ist X eine reelle ZufallsgroBe, die durch additive Uberlagerung
vieler kleiner unabhingiger ZufallsgroBen X; entsteht (d.h.
X =) Xj), dann ist unter geeigneten Voraussetzungen (die wir
nicht ausfiihren wollen) die standardisierte Zufallsvariable

X — E[X]
o (X)

ndherungsweise standardnormalverteilt."

> Der Satz von Lindeberg-Feller liefert das theoretische Fundament
fiir die haufige mathematische Modellierung von unbekannten
ZufallsgroBen durch normalverteilte Zufallsvariablen (GauBmodelle) !
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