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» Wir wollen nun den Zusammenhang von zwei Merkmalen X und Y
mit méglichen Merkmalsauspragungen a, bzw. b; untersuchen.

> Dazu geniigt es nicht, die (relativen) Hiufigkeiten der verschiedenen
Merkmalsausprigungen fiir X und Y zu kennen, sondern wir
miissen wissen, welche Werte X annimmt, wenn Y eine bestimmte
Merkmalsauspragung hat, bzw. umgekehrt.

» Wir miissen also die kombinierten Merkmalsauspragungen
(xi,yi) = (X(wi), Y(wi))

kennen, oder zumindest wissen, wie oft diese die moglichen
Auspragungen (ak, b/) annehmen.



3.1. Kontingenztabelle

Absolute und relative Haufigkeiten

» Die Haufigkeit der kombinierten Merkmalsauspragung (ay, by) ist

ng; = Anzahl der stat. Einheiten w; mit x; = ax und y; = by.

> Die relative Hiufigkeit von (a, by) ist

B = mw _ Haufigkeit von (ak, by)
n GesamtgroBe der Stichprobe

» Die relativen Hiufigkeiten hy; aller vorkommenden
Merkmalsauspragungen (ax, by) bilden wieder die Gewichte einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung, d.h. hy; > 0, und

I
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Kontingenztabelle

Definition

In einer Kontingenztabelle sind die Hiufigkeiten der kombinierten
Merkmalsausprdgungen, sowie, in den Randspalten, die
Haufigkeiten der Auspragungen der einzelnen Merkmale dargestellt:

X/Y by b ... bs | Summe
X

ai ni mp2 -+ N ny
X

a mi N2 -+ N2 n,
X

ar Nexy My =+ Nps n,
Summe | n/ nY .- nY n




> Falls sowohl X als auch Y quantitative Merkmalsauspragungen
haben, spricht man auch von einer Korrelationstabelle.

» Sind die Merkmalsausprigungen von X und/oder Y kontinuierlich,
oder ist die Anzahl der méglichen Merkmalsauspragungen zu groB,
dann unterteilt man die Merkmalsauspragungen zunéchst in
Klassen, und erstellt dann eine Kontingenz- bzw. Korrelationstabelle
fiir die klassierten Daten.

> Die absoluten Haufigkeiten nf(( und n,y der einzelnen Merkmale X
und Y sind gegeben als

n,)f = an’, sowie n,Y = an',
/ k

wobei sich die Summe fiir nff iiber die k-te Zeile (also von 1 bis s)
und fiir n,Y iiber die /-te Spalte (von 1 bis r) erstreckt.



Beispiel. (Haar- und Augenfarbe von Statistikstudenten)
Hair/Eye Brown Blue Hazel Green )

Black 68 20 15 5 108
Brown 119 84 54 29 286
Red 26 17 14 14 71
Blond 7 94 10 16 127

y 220 215 93 64 592

Beispiel. (Tageshséchsttemperaturen in Bonn)
Temp./Monat  Mai  Juni Juli Aug. Sept. )

<15 24 3 0 I 10 38
(15,20] 5 15 2 9 10 41
(20,25] 1 7 19 7 5 39

>25 0o 5 10 14 5 34

Y 30 30 31 31 30 152



» Man kann auch Kontingenztabellen fiir mehr als zwei Merkmale
aufstellen. Da die Tabellen dann mindestens dreidimensional sind,
halt man zur Darstellung die Auspragungen eines oder mehrerer
Merkmale fest, und zeigt die entsprechenden Teiltabellen.

» In den folgenden Teiltabellen der Haar- und Augenfarben von
Statistikstudenten ist das Merkmal Geschlecht festgehalten:

Hair/Eye Brown Blue Hazel Green Z

Black 36 9 5 2 52
Brown 66 34 29 14 143
Female:
Red 16 7 7 7 37
Blond 4 64 5 8 81
) 122 114 46 31 313
Hair/Eye  Brown Blue Hazel Green Z
Black 32 11 10 3 56
Brown 53 50 25 15 143
Male:
Red 10 10 7 7 34
Blond 3 30 5 8 46

Y 98 101 47 33 279



» Die Kontingenztabelle kann man auch fiir die relativen Hiufigkeiten
bilden. Dabei wird jeder Eintrag durch n geteilt.

hk,lznk,//n, hi —nk/n h,Y:n,Y/n

X/Y by by ... bs | Summe
a1 hi1 hip o his hX
a ho1 Mo -0 s hy
ar hr,l h2,r to hr,s h%
Summe h}/ hg/ hY 1




Kontingenztabelle

Zweidimensionale empirische Verteilung

> Die in der Kontingenztabelle dargestellten relativen Hiufigkeiten hyy
bilden die empirische Verteilung des zweidimensionalen Merkmals
(X,Y).

» Graphisch kann man die Kontingenztabelle bzw. die
zweidimensionale empirische Verteilung als zweidimensionales
Stabdiagramm darstellen.

» Eine solche Darstellung ist allerdings etwas uniibersichtlich.
Alternativ kann man auch die Stabdiagramme der
Hiufigkeitsverteilungen des Merkmals X bei fest gehaltener
Merkmalsauspriagung von Y nebeneinaderzeichnen. Andere
graphische Darstellungen fiir zweidimensionale empirische
Verteilungen betrachten wir weiter unten.



Beispiel. (Haar- und Augenfarbe von Statistikstudenten)

Hair/Eye
Black
Brown
Red
Blond

Brown
0.11
0.20
0.04
0.01

Blue
0.03
0.14
0.03
0.16

Hazel
0.03
0.09
0.02
0.02

Green
0.01
0.05
0.02
0.03

DA



Stabdiagramme der Haarfarben bei festgehaltener Augenfarbe:

Brown Blue

Hazel

Green




Kontingenztabelle

Randverteilungen

Die summierten relativen Haufigkeiten

hg =Y he;  sowie h =Y he,
/ k

(wobei sich die Summe fiir hff iiber die k-te Zeile und fiir hly iber die
I-te Spalte der Kontingenztabelle erstreckt)

sind genau die Gewichte der empirischen Verteilungen der einzelnen
Merkmale X bzw. Y.

Definition

Die empirischenVerteilungen der einzelnen Merkmale X und Y heiBen
Randverteilungen der zweidimensionalen empirischen Verteilung hy.



Die Randverteilungen heiBen so, weil sie am Rand der Kontingenztabelle

stehen:

X/Y b1 by bs | Summe
a1 hi1 hpo his hy
a a1 hp hy,s hy o
: ) ) ) Rel. Haufigkeiten

: : ; der emp. X-Verteilung
ar hri  hor hr s h%
Summe (hf hg/ hsy ) 1
(S

Rel. H'keiten der emp. Y-Verteilung



Bei einer Kontingenztabelle fiir absolute Haufigkeiten stehen
entsprechend die absoluten Hiufigkeiten der einzelnen Merkmale X und

Y am Rand:
X/Y b1 by bs | Summe
X
ai n o Mmp n,s "%(
aj mi na 2 ny s n,
ar el N2r Nr,s ni<
Summe nf/ ng/ nY n

H&ufigkeiten
der emp. X-Verteilung



Eine interaktive Demonstration zu Randverteilungen findet man im
Internet unter
http://demonstrations.wolfram.com/DiscreteMarginalDistributions



3.2,

Bedingte empirische Verteilungen

> Hiufig interessiert uns, ob und wie ein Merkmal X mit einem
anderen Merkmal Y zusammenhingt.

» Um dies zu erkennen, betrachten wir die empirische Verteilung von
X unter der Bedingung, daB Y eine bestimmte Ausprigung b; hat
(und entsprechend umgekehrt).

» Dazu beschrinken wir uns auf diejenigen statistischen Einheiten w;,
fiir die y; = by gilt, d.h. wir betrachten nur die Hiufigkeiten in der
I-ten Spalte der Kontingenztabelle !

Definition
Die bedingte relative Haufigkeit einer Auspragung a, des
Merkmals X gegeben die Ausprdagung b; des Merkmals Y ist

Nk
hk‘/:h(X:ak|Y:b/) = niy = hiy
! /



Definition
Die bedingte relative Haufigkeit einer Auspragung ay des
Merkmals X gegeben die Ausprdgung b; des Merkmals Y ist

ng  hy
hk‘/:h(X:ak|Y:b/) = niy = W
/ /

» Wenn wir die Ausprigung b; des Merkmals Y festhalten, dann
bilden die bedingten relativen Hiufigkeiten hk|,, k=12, ...,r,
der méglichen Ausprigungen des Merkmals X wieder die Gewichte
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, d.h., sie summieren sich zu 1.
Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung heit bedingte empirische
Verteilung des Merkmals X gegeben Y = by.

» Die bedingte empirische Verteilung von X gegeben Y = by ist also
die Verteilung, die sich aus den Haufigkeiten in der /-ten Spalte
der Kontingenztabelle berechnet.



» Entsprechend berechnet man die bedingte empirische Verteilung von
Y gegeben X = aj aus den Hiufigkeiten in der k-ten Zeile der
Kontingenztabelle:

~ e e
hjye =h(Y =b|X =a) = % = x
ny k
» Beachte:

h(X =ar|Y =b) £ h(Y =b|X =2,) M



Beispiel. (Haar- und Augenfarbe von Statistikstudenten)
Hair / Eye  Brown Blue Hazel Green Z

Black 68 20 15 5 108

Brown 119 84 54 29 286
Red 26 17 14 14 71

Blond 7 94 10 16 127
Y 220 215 93 64 592

Bedingte emp. Verteilungen von Haarfarbe gegeben Augenfarbe:

Hair | Eve | Brown | Blue | Hazel | Green
Black » a5 | 3 | &
| Bown | 5 |ais | 55 | & |
| R | s o | oo | oa |
| Biond | 55 | o5 | o3 | & |
R N



Beispiel. (Haar- und Augenfarbe von Statistikstudenten)

Eye | Hair Brown Blue Hazel Green Y,
Black 68 20 15 5 108
Brown 119 84 54 29 286

Red 26 17 14 14 71
Blond 7 94 10 16 127
Yy 220 215 93 64 592
Bedingte emp. Verteilungen von Augenfarbe gegeben Haarfarbe:
Eye/Hair Brown  Blue Hazel Green 2
68 20 15 5
Black 108  1os 108 108 1
B 119 84— 54 29
rown 286 286 286 286
26 17 14 1
Red ﬂ ﬂ ﬁ ﬁ 1
7 0% 10 16
Blond 137 1y 127 127 !




Bedingte empirische Verteilungen

Mosaikplot
Graphisch stellt man die bedingten empirischen Verteilungen eines
Merkmals gegeben die verschiedenen Merkmalsauspragungen eines
anderen Merkmals nebeneinander in einem Mosaikplot dar:

Bedingte Verteilung der Haarfarbe gegeben die Augenfarbe Bedingte Verteilung der Augenfarbe gegeben die Haarfarbe

Brown Blue Hazel Green Brown B Hazel  Green

tond Red

Hair
B
Hair
o Red Broun

Man erkennt, daB Haar- und Augenfarbe nicht unabhingig sind.



Dagegen zeigt eine weitere Aufspaltung nach dem Geschlecht, daB die
Kombination Haar-/Augenfarbe nicht sehr stark von diesem abhingt.
Allerdings ist die Merkmalsauspragung "braunhaarig mit blauen Augen"
anscheinend unter Mannern iiberreprasentiert, wohingegen die
Merkmalsauspragung "blond mit blauen Augen" eher bei Frauen auftritt:

Black Brown Red Blond
Male Female Male Female Malgemale llale  Female

Brown

Evye
|
| | |
|

EBlue

= ] 0 f

Hair



3.3. MaBe fiir die statistische Abhangigkeit

Unabhidngige Merkmale

» Wenn zwei Merkmale X und Y nicht zusammenhingen, dann sollte
die empirische Verteilung von X in einer "geniigend groBen"
("reprasentativen") Stichprobe kaum noch von der
Merkmalsauspriagung von Y abhingen.

» Fiir beliebige Auspriagungen ay, b;, und bj sollte also gelten:
hk|/ = h(X = ak|Y = b/) ~ h(X = ak|Y = b?)
~ h(X =a) =h (*)

> Wegen hy, = hk//h,Y ist die Bedingung (*) aber gerade dann
erfiillt, wenn

hi

hk/ ~ hff . h/Y bzw. X vz
he - h

~1 (%)

firk=1,2,...,rund I =1,2,...,s gilt.



MaBe fiir die statistische Abhangigkeit

Quadratische Kontingenz

Beobachtung: Fiir X unabhiangig von Y sollte

hX hy =~ 1 gelten.

> Also liegt es nahe, die mittlere quadratische Abweichung des
Quotienten von 1 als MaB fiir die Abhingigkeit der Daten zu
betrachten:
Definition
1. Die mittlere quadratische Kontingenz der Stichprobe ist
2
b — kY )

2
h (
2 kl X LY
= —1 hh = -~ 7
? kz,,(hfhr ) Ly

k.l

2. Die x2-Statistik oder quadratische Kontingenz ist

S 2
zzz(nk/—nk/) : s x oy

X = mit Ny = —nj. ng
k1 Ny n



» Nachrechnen ergibt sofort:

> Hierbei ist 1
-~ XY
nNg = —ng n
n k "
die absolute Haufigkeit der kombinierten Merkmalsauspragung
(ak, b/), welche man in etwa erwarten wiirde, wenn die Merkmale
X und Y voneinander unabhingig wiren.

> Mithilfe der )(2—Statistik koénnen wir die mittlere quadratische
Kontingenz also auch direkt aus den absoluten Hiufigkeiten, d.h.
aus der Kontingenztabelle berechnen. Dazu gehen wir wie folgt vor:

1. Wir stellen zunichst eine Tabelle fiir die bei Unabhangigkeit zu
erwartenden Hiufigkeiten 7y, auf.

2. AnschlieBend berechnen wir aus dieser Tabelle und der
Kontingenztabelle die Statistiken x> und ¢?.



Beispiel. (Haar- und Augenfarbe von Statistikstudenten)

Ny
Black
Brown

Red
Blond

r

Ny
Black

Brown
Red

Blond

Brown  Blue Hazel

68 20
119 84
26 17
7 94
220 215
Brown

220%108
59— 40.1

15
54
14
10
93

220%286 __ 106. 3

592

220471 __
595 — 20.4

220%127 _

220

Green Y,
5 108
29 286
14 71
16 127
64 592
Blue
215%108 __
2154108 _ 39 2
215%286 __
215%71
502 25.8

215127

x> =138.3, ¢> =0.23

Hazel ~ Green Y
17.0 11.7 108

44.9 30.9 286
11.2 7.7 71
20.0 13.7 127

93 64 592



Wie sollen wir das Ergebnis ¢? = 0.23 interpretieren ?
Bedeutet es eher eine starke oder eine schwache Abhangigkeit
der Haarfarbe von der Augenfarbe ?

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir uns iiberlegen, in
welchem Bereich die Werte der mittleren quadratischen Kontingenz
gbz liegen kdnnen.

Sind die Merkmale X und Y unabhéngig, so gilt niherungsweise
hy = hf . h,Y, also (],‘)2 ~ 0.

LaBt sich hingegen die Auspragung von Y aus der Ausprdgung von
X vollstdandig vorhersagen und ebenso umgekehrt, dann hat die
Kontingenztabelle in jeder Zeile und Spalte nur einen von 0
verschiedenen Eintrag, und es gilt

> =min(r—1,5 —1),

wobei r und s die Spalten- und Zeilenzahl der Kontingenztabelle ist.



MaBe fiir die statistische Abhangigkeit

Quadratische Kontingenz

> Fazit: Die Werte von ¢? liegen zwischen 0
(was auf Unabhingigkeit der Merkmale X und Y hindeutet),

und min(r —1,s — 1)
(was auf vollstingige Abhingigkeit von X und Y hinweist).
Daher definiert man:

Definition

Die normierte Kontingenz (das Cramérsche KontingenzmaB) ist

C:\/_ ¢ =\/ X
min(r—1,s —1) n-min(r—1,s—1)

» Die normierte Kontingenz nimmt Werte zwischen 0 und 1 an.




Beispiel. (Haar- und Augenfarbe von Statistikstudenten)

» In unserem Beispiel erhalten wir:

Ng/ Brown  Blue Hazel Green 2

Black 68 20 15 5 108
Brown 119 84 54 29 286
X% =138.3, ¢> = 0.23,
Red 26 17 14 14 71
Blond 7 94 10 16 127
Y 220 215 93 64 592

/0.2
= C= %:0.28

» FEs existiert also ein Zusammenhang zwischen der Augen- und
Haarfarbe - dieser ist aber nicht sehr stark ausgeprigt, da C < 0.5
gilt.



3.4. Kovarianz und Korrelation

» Vor allem bei kontinuierlichen Merkmalen, aber auch bei diskreten
Merkmalen mit groBem Wertebereich ist die Kontingenztabelle
i.d.R. hauptsichlich mit Nullen und Einsen gefiillt.

> Beispielsweise betrachten wir eine Urliste mit Werbeausgaben und
Verkaufszahlen einer Firma:

Monat 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1C
Werbeausgaben | 1.2 08 10 13 07 08 10 06 09 1.1
Verkaufe 101 92 110 120 90 82 93 75 91 10¢F

» Wir wollen die Daten in einer Kontingenztabelle abbilden, bei der
sowohl die X als auch die Y-Unterteilung sehr fein ist:



Kovarianz und Korrelation

Streudiagramm

82 83 84 8 8 8 8 8 9 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101
© o0 0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o o o o 0 o0 ©0 0 O ©O0 0 O ©0 0 0 0 0 0 o 1
©o o o o 00 o0 O0O 0 O ©O0O 0 O ©0 0 0 0 0 0 0 0
o o o o o0 o o o o o o 1 o o o o o o 0 0
o o o o o o o o o 1 o o o o o 0o 0o o 0 0

1 o o o o o o o o o 1 o o o 0o 0o o o 0 0
o o o o o o o o 1 o o o o 0o o 0o 0o o0 0 0
o o o o 00 o0 O ©0 O ©O0O 0 O ©0 0 0 ©0 0 0 0 0

(Wert (1.3,120) und (1.0,110) und (0.6,75) nicht dargestellt)

> In diesem Fall ist die Kontingenztabelle sehr uniibersichtlich!

» Natiirlich kénnten wir die Daten in eine kleine Anzahl von Klassen
einteilen, aber dadurch wiirde viel Information verlorengehen.

> Stattdessen empfiehlt sich hier die Darstellung im Streudiagramm:



e In diesem Fall empfiehlt sich eher die Darstellung im Streudiagramm:

Verkaufe in
1000 usp 120 o’)
o3)
0l0)
Die N i
(Die Numerierung 1001 .1)
der Punkte wird .5)
normalerweise
7)
2  J
weggelassen) d ).9)
6
800 5 : ) 1’ 0 1’% Werbeausgaben
" @9) ' '~ in 1000 USD
[
Monat 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Werbeausgaben | 1.2 08 10 13 07 08 10 06 09 11
Verkaufe 101 92 110 120 90 82 93 75 91 105




Kovarianz und Korrelation

Streudiagramm, positive Korrelation

Definition

In einem Streudiagramm wird eine Urliste mit zwei quantitativen
Merkmalen dargestellt, indem die Wertepaare in ein zweidimensionales
Koordiantensystem eingezeichnet werden.

> Oft kann man sich aus der qualitativen Betrachtung der Punktwolke
bereits ein gutes Bild iiber den Zusammenhang der beiden
Merkmale machen.

> Beispielsweise sieht man bei Betrachtung der Form der Punktwolke
im Streudiagramm von oben ein Ansteigen der Verkaufswerte Y mit
wachsenden Werbeausgaben X, d.h. die Merkmale X und Y sind
positiv korreliert.

» Dieses "Ansteigen" ist aber nur die allgemeine Tendenz. Es gibt
natiirliche Fluktuationen, d.h einzelne Werte (z.B. 5) und 9)), bei
denen die héheren Werbeausgaben nicht mit einem hdheren
Verkaufsergebnis zusammenfallen.



Beispiel. (Negative Korrelation)

Ozone

In diesem Streudiagramm sind MeBwerte der Ozonkonzentration und der
Windstarke an Sommertagen in New York aufgetragen. Man erkennt
deutlich, daB die Ozonkonzentration bei gréBerer Windstéirke eher kleiner

150

100

50

Luftqualitét in New York

Wind

ist - die beiden Merkmale sind negativ korreliert.




» Umgangssprachlich nennt man zwei quantitative Merkmale X und
Y positiv korreliert, falls eine Zunahme beim Merkmal X statistisch
gesehen zu einer Zunahme beim Merkmal Y fiihrt.

» Entsprechend heiBen X und Y negativ korreliert, falls eine Zunahme
beim Merkmal X statistisch gesehen zu einer Abnahme beim
Merkmal Y fiihrt.

> Wir wollen nun die GroBe der Korrelation zwischen zwei Merkmalen

quantifizieren.



Beispiel. (Macht es Sinn, Werbung zu betreiben ?)

Angenommen sei, daBB Werbung hauptsidchlich kurzfristig wirkt, d.h. nur
in dem Monat, in dem die Werbekampagne liuft (diese Annahme ist
nicht unumstritten). Wir betrachten die monatlichen Werbeausgaben
und die Verkaufszahlen (in 1000 USD) in groBen Laden fiir Farmerbedarf
in den USA fiir eine Stichprobe von 10 Monaten:

Monat 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Werbeausgaben | 1.2 0.8 10 13 07 08 10 06 09 1.1
Verkiufe 101 92 110 120 90 82 93 75 91 105

» Wir fragen: Wird in den Monaten, in denen mehr geworben wird,
auch mehr verkauft? Mit anderen Worten, sind die Verkiufe und die
Werbeausgaben positiv korreliert? Und wenn ja, wie stark ist der

Zusammenhang?



Kovarianz und Korrelation

Empirische Kovarianz

» Ein MaB fiir den Zusammenhang zweier quantitativer Merkmale X
und Y ist die empirische Kovarianz:

Definition

Seien (Xl,yl), e, (X,-,, yn) die beobachteten kombinierten
Merkmalsauspragungen der quantitativen Merkmale X und Y (also etwa
als Klassenmittelpunkte). Dann ist die empirische Kovarianz der

Beobachtungswerte gegeben durch

Cxy = %Z(Xi - x)(yi —¥)

i

» Gilt ¢y,, > 0, dann sind die Beobachtungswerte positiv korreliert.
> Gilt Cxy = 0, dann sind die Beobachtungswerte unkorreliert.

» Gilt ¢y,, <0, dann sind die Beobachtungswerte negativ korreliert.



» Abweichende Konvention: Betrachtet man Stichproben von
Grundgesamtheiten, dann teilt man (wie schon bei der Definition
der empirischen Varianz) hiufig durch n — 1 statt durch n.

» Zusammenhang mit der empirischen Varianz: Die empirische
Varianz der Beobachtungswerte x1, ..., X, ist

2 1 ¢

o° = Z(X,‘ *Y)2 = Cx,x

ni3



Kovarianz und Korrelation

Berechnung der empirischen Kovarianz aus relativen Haufigkeiten

Sind die Daten klassiert, und sind ny; und hy; die relativen Hiufigkeiten
der Klassen (siehe Kontingenztabelle), dann gilt ndherungsweise

y%Zth/-(ak—i (b/ Zznkl ak_X (b/_Y)
k

Hierbei sind a1, ..., a, die Klassenmittelpunkte der Klasseneinteilung fiir
die Auspriagungen von X, by, ..., bs sind die Klassenmittelpunkte fiir Y/,

1 1
Y%E;nf-ak, ;En, b

sind die arithmetischen Mittelwerte, die wir ebenfalls ndherungsweise aus
den Hiufigkeiten der Klassen berechnen kdnnen.

und



e Ahnlich wie fiir die Varianz konnen wir folgende praktische Formel fiir
die Kovarianz ableiten:

Cxy = Xy — Xy

Dabei benutzt man folgende Formeln fiir die Mittelwerte:

> Fir Daten aus der Urliste:
X = (1/n)Zx,-, y=(1/n) Zy,-, und Xy = (l/n)Zx;y,- .
j j j
> Fiir die (klassierten) Daten aus der Kontingenztabelle:
X = (1/n);nfak =Y hfax, v~ (1/n)Z/:n,Yb/ = lehlyb
xy ~ (1/n) ;le N jaxby = ;Zl:hkv’akb’ )



Machen wir in unserem Beispiel die Probe, ob die Daten die Wirksamkeit
von Werbung hergeben!

Monat 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Summe
x=Ausg. 1.2 0.8 1.0 1.3 0.7 0.8 1.0 0.6 0.9 1.1 9.4
y=Verk. 101 92 110 120 90 82 93 75 91 105 959
Xy 121.2 73.6 110.0 156.0 56.0 65.6 93.0 45.0 81.9 115.5 924.8

» Also erhalten wir fiir die Kovarianz:

_ (oo --\ — 924.8 9.4 959 __
oy = Xy —xy) = 25— 10 X g0 =233

» Werbung und Verkiufe sind also positiv korreliert.

» Die Frage bleibt, ob das eine eher starke Korrelation ist oder eine
eher schwache.



Kovarianz und Korrelation

Korrelationskoeffizient

Definition
Der Korrelationskoeffizient p, y der beobachteten Daten ist definiert als

Cx.,y

px,y - Ox0y

» Hierbei sind 0x und 0, die Standardabweichungen der
Beobachtungswerte x1, ..., X, bzw. y1,..., ¥p.

> Esgilt —1 < Ox.y <1



Der Korrelationskoeffizient nimmt also Werte an zwischen —1
(perfekte negative Korrelation) und +1 (perfekte positive
Korrelation).

Bei py y = 0 sind die beobachteten Merkmalsauspragungen
unkorreliert.

Eine grobe Einteilung ist die folgende:

» 0 <|ox y| <0.5: Schwache (neg bzw. pos.) Korrelation
» 0.5 < |px y| <0.8: Mittlere (neg. bzw. pos.) Korrelation
» 0.8 <oy y| < 1: Starke (neg. bzw. pos.) Korrelation



Wie stark ist die Korrelation in unserem Beispiel? Wir erweitern die

Tabelle

Monat 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Summe
x=W.Ausgaben 1.2 0.8 1.0 1.3 0.7 0.8 1.0 0.6 0.9 1.1 9.4
y=Verkiufe 101 92 110 120 90 82 93 75 91 105 959
Xy 121.2 73.6 110.0 156.0 56.0 65.6 93.0 45.0 81.9 115.5 924.8
x2 1.44 0.64 1.00 1.69 0.49 0.64 1.00 0.36 0.81 1.21 9.28
y2 10 201 8 464 12 100 14 400 8 100 6 724 8 649 5 625 8 281 11 025 93 569

> Also

928 [9.4)2 93569 (9592
sx = (Tf(ﬁ) ):0.21 und sy = ( 10 7(ﬁ) ):12.7
> Und so ergibt sich der Korrelationskoeffizient

v

Die Korrelation ist stark, die Schwankungen im Verkauf kénnen zu

233
PXY = 021 x 127

=0.88

groBen Teilen auf die eingesetzten Werbemittel zuriickgefiihrt

werden.



Kovarianz und Korrelation

Lineare Transformationen

» Unter linearen Datentransformationen x; — ax; + b und
yi — cy; +d, mit a, b # 0 transformieren sich die empirischen
Varianzen und Kovarianzen sowie der Korrelationskoeffizient
folgendermaBen:

Ox — |a|ok
oy = |cloy
Cx,y — @ X € X Cx,y
Px,, — (sign(a) x sign(c))p, ,

Hierbei ist sign(t) = +1 fiir t > 0 und sign(t) = —1 fir t < 0.

> Insbesondere hingen alle diese GréBen nicht von der
Nullpunktsverschiebung b und d ab.

> Der Korrelationskoeffizient ist sogar weitgehend (bis auf Vorzeichen)
unverdndert unter linearen Datentransformationen.



Beispiel.

Luftqualitdt in New York
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> Dy = —0.60 —_— Mittlere negative Korrelation



Beispiel.

Luftqualitdt in New York
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Beispiel.

Luftqualitét in New York
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Beispiel.

> px,y
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Kovarianz und Korrelation

Positive Korrelation vs. Kausalzusammenhang

» Wenn der Korrelationskoeffizient Oxy nicht verschwindet, kann man
dann von einer kausalen Abhingigkeit sprechen?

» In unserem Beispiel oben hatten wir z.B. gesagt "Mehr Werbung in
einem Monat (X) fiihrt zu mehr Verkauf Y in diesem Monat". Das
scheint zu stimmen. Wenn wir aber die Rollen von X und Y
vertauschen, bekimen wir: "Ein hoherer Verkauf Y in einem
bestimmten Monat fiihrt zu héheren Werbeausgaben X in
demselben Monat", was ziemlich unsinnig erscheint.

» Eine nicht verschwindende Korrelation kann also auf eine kausale
Abhiangigkeit hindeuten, muB aber nicht.



Kovarianz und Korrelation

Kausalmodelle bei positiver Korrelation

> Folgende Kausalmodelle sind bei positiver Korrelation moglich:

Positive Korrelation - kausale Deutungen
» Mehr X fiirt zu mehr Y
» Mehr Y fiihrt zu mehr X

» Es gibt eine verborgene Ursache Z, so dass eine Verdnderung
von Z zu einer gleichzeitigen Zunahme von X und Y fiihrt.

» Welches der Kausalmodelle giiltig ist, kann man nicht so leicht mit
Statistik herausfinden.



Kovarianz und Korrelation
Scheinkorrelationen

» Ein Beispiel fiir eine versteckte Korrelation ist das folgende: Eine

boomende Konjunktur

fuhrt zu dem Kauf von mehr im Inland
produzierten HiFi-Anlagen und zum Kauf von mehr
importierten HiFi-Anlagen . Wir finden also einen
positiven Korrelationskoeffizienten p, .

» Das Kausalmodell 1) "Verstarkter Kauf von im Inland produzierten
Anlagen fiihrt zum Kauf von mehr importierten Anlagen" oder das
Kausalmodell 2) "Mehr Import von HiFi Anlagen fiihrt zum Verkauf
von mehr im Inland produierten Anlagen" sind beide gleichermaBen
unsinnig.

» Wenn in diesem Bsp. der direkte Zusammenhang von X und Y
interessiert, muB der Z-Effekt herausgerechnet werden. Dies
geschieht wieder mit einer Bedingung: Die Korrelation von X und
Y gegeben ein bestimmtes Wirtschaftswachstum Z diirfte negativ
ausfallen.

> Das Kausalmodell 3) heiBt auch Scheinkorrelation von X und-Y'.



Weitere Beispiele fiir Scheinkorrelationen:

-Wer auf engem Raum wohnt, ist eher gewalttatig.
-Wer viel im Internet surft, ist weniger gewalttétig.
-Wer gut in Englisch ist, der ist auch gut in Physik.

-Wenn man auf die beste Schule am Ort geht, dann verdient
man spater viel Geld.



3.5. Lineare Regression

Wenn wir durch theoretische Uberlegungen festgelegt haben, welche

GréBe als Ursache X fiir die Veranderung der anderen Y
in Frage kommt, kénnen wir Modelle fiir diese

Beeinflussung aufstellen.

e Fiir den Fall einer perfekten Abhingigkeit, erwarten wir einen

funktionalen Zusammenhang der Form

Y = f(X)

e Hier ist f eine Funktion, die natiirlich erstmal gefunden werden muB.
e Sehr oft ist jedoch die Verinderung von X nicht als die alleinige
Ursache der Verdnderung von Y anzusehen. Wir erhalten ein Modell:

‘ Y = f(X)+ statistische Schwankungen

e Die statistischen Schwankungen stehen hier fiir alle méglichen von X
unabhingigen Ursachen fiir die Verinderung von Y.



Lineare Regression

» Aufgabe der Modellbildung ist das Auffinden einer guten Funktion
f.

» Eine Funktion bzw. ein Modell ist immer dann gut, wenn sie/es
einfach zu handhaben ist und eine groBe Erklarungskraft besitzt.

» Die Erklarungskraft ist dann groB, wenn die verbleibenden
statistischen Schwankungen klein sind.

> Erkldrungskraft und einfache Handhabung stehen i.A. im Gegensatz
zueinander. Man kann z.B. immer eine Funktion finden, die durch
alle Punkte des Streudiagramms luft. Sie reduziert zwar die
statistische Streuung auf Null, ist aber unsinnig kompliziert und
hdngt stark von der jeweiligen Stichprobe ab.



Lineare Regression

> Aus diesem Grunde beschrinkt man die in Frage kommenden
Funktionen von vornherein.

» Besonders einfach wird es, wenn man sich auf die Klasse der
linearen Funktionen beschrankt:

| F(X) =+ pX|

> Zu bestimmen sind nun die Parameter & und 3, so dass die
Erklarungskraft des Modells maximal wird und die statistische
Streuung minimal.



Lineare Regression

» Dazu brauchen wir noch ein MaB fiir die statistische Streuung.
Wieder nehmen wir die mittlere quadratische Abweichung:

Qe B) = = Y (F6) — i) = = Y+ i — i)

1 1

Definition
Die Gerade f(x) = & + Px mit den Parametern &, 3, fiir die die
quadratische Abweichung minimal wird, heiBt die Ausgleichsgerade zu

den Wertepaaren aus der Urliste (Xl,yl), e, (Xn, y,,).



Lineare Regression: Gesucht «

und 3, so dass die quadratische

Verkaufe 190 4 f(x) =a+ px
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Berechnung der Ausgleichsgeraden

Lésung des Problems der linearen Regression:
Die Ausgleichsgerade f(x) = & + px ist bestimmt durch

A ch
p=

und

_7‘8)_(

Beweis: Um das Minimum (5&, B) zu finden, miissen wir Q(Dé, ’B) nach & und :B

differenzieren und dann = O setzen:

0

B n<

Die Losung (&, B) erfiilt also
+ B‘

+ px

|
2) =
m\

<

Xy =

0 1 a@(“,ﬁ) — EZ(DC—F[BX,'

2
_)/i)Xi = -

)%+ Px? =Xy = Bsi — cxy
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