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1. (Gesetz der großen Zahlen für korrelierte Zufallsvariablen)
Seien Xn : Ω → R, n ∈ N, quadratintegrierbare Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω,A,P) mit festem Erwartungswert E[Xn] = m ∀n ∈ N. Es gelte

|Cov [Xi, Xj]| ≤ c|i−j| ∀ i, j ∈ N

mit endlichen Konstanten cn ∈ (0,∞), n = 0, 1, 2, . . .. Beweisen Sie die folgenden Erweite-
rungen der L2-Versionen des schwachen und starken Gesetzes der großen Zahlen:

a) Konvergiert cn → 0 für n → ∞, dann folgt

1

n

n∑
i=1

Xi → m in L2(Ω,A,P) und P-stochastisch.

b) Gilt sogar
∑∞

n=1 cn < ∞, dann ist Var[Sn/n] von der Ordnung O(1/n), und es folgt

1

n

n∑
i=1

Xi → m P-fast sicher.

c) Folgern Sie, dass ein starkes Gesetz der großen Zahlen gilt, wenn die Zufallsvariablen
Xi durch einen stationären AR(1)-Prozess (siehe Blatt 8 Aufgabe 1) mit α ∈ (−1, 1)
und X0 ∼ N (0, σ2

1−α2 ) gegeben sind.
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2. (Konvergenzbegriffe für Zufallsvariablen - WICHTIG) Sei (Xn)n∈N eine Folge
von Zufallsvariablen in Lp(Ω,A,P), p ∈ [1,∞).

a) Zeigen Sie: Konvergiert (Xn)n∈N stochastisch gegen 0, dann existiert eine Teilfolge
(Xnk

)k∈N, die P-fast sicher gegen 0 konvergiert.

b) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass aus Lp-Konvergenz vonXn gegen 0 stochastische
Konvergenz folgt. Zeigen Sie, dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt.

c) Wir setzen nun zusätzlich voraus, dass supn∈N |Xn|p integrierbar ist. Zeigen Sie, dass
dann aus P-fast sicherer bzw. P-stochastischer Konvergenz von Xn gegen 0 auch
Lp-Konvergenz folgt.

3. (Hölder-Ungleichung) Seien X, Y : Ω → R Zufallsvariablen auf (Ω,A,P), und
p, q ∈ (1,∞) mit 1

p
+ 1

q
= 1. Leiten Sie die Hölder-Ungleichung

E|X · Y | ≤ ∥X∥Lp(Ω,A,P) · ∥Y ∥Lq(Ω,A,P)

aus der Jensenschen Ungleichung her.

(Hinweis: Überlegen Sie sich zunächst, dass o.B.d.A. X, Y ≥ 0 und E[|Y |q] = 1 vorausge-
setzt werden kann. Stellen Sie dann E[XY ] als Erwartungswert bzgl. des Wahrscheinlich-
keitsmaßes Q mit relativer Dichte dQ/dP = Y q dar.)

4. (Unabhängigkeit und Unkorreliertheit) Seien X, Y : Ω → R Zufallsvariablen in
L1(Ω,A,P). Zeigen Sie:

a) Sind X und Y unabhängig, dann ist X · Y in L1(Ω,A,P), und

E [XY ] = E[X]E[Y ].

b) Ist die gemeinsame Verteilung von X und Y eine zweidimensionale Normalverteilung,
dann ist Unabhängigkeit von X und Y äquivalent zur Unkorreliertheit.

c) Konstruieren Sie normalverteilte Zufallsvariablen X und Y , die unkorrelliert, aber
nicht unabhängig sind.
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