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6. Übungsblatt ,,Einführung in die
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1. (Dichten) Das n-dimensionale Lebesgue-Integral einer beliebigen Borel-messbaren
nicht-negativen Funktion f : Rn → R kann als Hintereinanderausführung von eindimen-
sionalen Integralen nach den Koordinaten x1, . . . , xn berechnet werden:∫

Rn

f(x) dx =

∫
· · ·

∫
f(x1, . . . , xn) dxn · · · dx1.

Hierbei können die eindimensionalen Integrationen in beliebiger Reihenfolge ausgeführt
werden. Zeigen Sie:

a) Ist f : Rn → [0,∞) messbar mit
∫
Rn f(x) dx = 1, dann wird durch

µ[B] =

∫
1B(x)f(x) dx

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf (Rn,B(Rn)) definiert. Die Funktion f heißt
Dichte von µ.

b) Sind X1, . . . , Xn unter P unabhängige reellwertige Zufallsvariablen mit absolutsteti-
gen Verteilungen mit Dichten fX1 , . . . , fXn , dann hat die gemeinsame Verteilung von
X1, . . . , Xn die Dichte

f(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

fXi
(xi) .

c) Umgekehrt gilt: Hat die gemeinsame Verteilung von X1, . . . , Xn eine Dichte der Form

f(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

gi(xi) , gi : R → [0,∞) messbar,

dann sind die Zufallsvariablen X1, . . . , Xn unabhängig und die Verteilungen sind ab-
solutstetig mit Dichten fXi

= gi
/∫

R gi dx , 1 ≤ i ≤ n.
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2. (Asymptotische Ereignisse) Sei X1, X2, . . . eine Folge von unabhängigen, nicht-
negativen rellwertigen Zufallsvariablen auf (Ω,A,P).

a) Zeigen oder widerlegen Sie, dass sie folgenden Ereignisse asymptotisch sind:

{Xn > 2n unendlich oft}, {lim infXn < 17}, {infXn > 5},

{
∞∑
n=1

Xn < 1}, {
∞∑
n=1

Xn < ∞}, {∃ lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

Xi}.

b) Geben Sie Beispiele von asymptotischen Zufallsvariablen an (mit Beweis).

3. (Perkolation) Sei p ∈ [0, 1]. Wir betrachten unabhängige Zufallsvariablen Xi, i ∈ Zd,
mit P[Xi = 1] = p und P[Xi = 0] = 1 − p. Der Gitterpunkt i ∈ Zd heißt durchlässig,
falls Xi = 1 gilt. Sei A das Ereignis, dass eine unendliche Zusammenhangskomponente
aus durchlässigen Gitterpunkten existiert. A0 sei das Ereignis, dass der Nullpunkt in einer
unendlichen Zusammenhangskomponente von durchlässigen Punkten enthalten ist. Zeigen
Sie:

a) Im Fall d = 1, p < 1, gilt P[A] = 0.

b) Für alle d ∈ N und p ∈ [0, 1] gilt: P[A] = 1 ⇔ P[A0] > 0.

Abbildung 1: Perkolation in Dimension d = 2 mit p = 0.7 und p = 0.5

4. (Zufällige Zeitpunkte und Poisson-Prozess I)

a) Zeigen Sie: Für unabhängige und auf einem Intervall (a, b) gleichverteilte Zufallsva-
riablen U1, U2, . . . , Un gilt P[U1 < · · · < Un] = 1/n! . Folgern Sie für t ≥ 0, dass∫ t

0

· · ·
∫ t

0

1∑n
i=1 ti≤t dtn · · · dt1 =

∫ t

0

· · ·
∫ t

0

1s1<···<sn dsn · · · ds1 =
tn

n!
.

b) Sei Sn =
∑n

i=1 Ti mit unabhängigen Zufallsvariablen Ti ∼ Exp(1) (i ∈ N). Wir
betrachten den stochastischen Prozess Nt =

∑
n∈N 1Sn≤t, t ∈ [0,∞). Zeigen Sie:

(i) Für alle t ≥ 0 gilt Nt ∼ Poisson(t).

(ii) Für 0 ≤ s ≤ t ist Nt −Ns unabhängig von Ns mit Verteilung Poisson(t− s).
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